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译者序 


翻译缘起 

20 世纪 50 年代中期，我国已有少数大学将拓扑学列为大学课程.较多的大学开始开设拓 
扑学这门课程则是 20 世纪 70 年代后期大学教学恢复以后的事情.大约在 1983 年，我在中国 
科学技术大学讲授拓扑学时发现了 J. Munkres 所写的教材 《Topology: A First Course)), 便把 
其中讲授基本群的第 8 章翻译出来作为课程的补充教材.同时也把这本书向几位朋友推荐，希 
望能够把全书翻译出来.译书后来定名为《拓扑学基本教程》，于 1987 年在科学出版社出版， 
由罗松龄、许依群、徐定宥、熊金城合作完成翻译工作.这里所说的便是本书第1版的翻译 
过程. 

2003 年底，机械工业出版社华章分社与我联系，告诉我 J. Mutikres 的这本书已经出了第 
2版，并且希望我能承担翻译任务.由于时间已经过去了 20年，当年一起翻译第1版的旧友 
已经难觅，因此向出版社建议，请吕杰、谭枫一起参加译书的工作.经过一年多的努力，终于 
完成了这项任务. 


本书的精彩之处 


本书是一本优秀的拓扑学入门教材，这在国内外都是有口皆碑的，许多大学都将其用作高 
年级本科生或者研究生的课本或者教学参考用书.根据我的体会，其精彩之处主要体现在以下 
几个 方面： 

第一，全书取材合理.在目前的这个版本中，全书分为两个部分，第一部分讲述点集拓 
扑，第二部分讲述代数拓扑，这都是有关专题中最为基础、最为紧要的部分.作者在他的前言 
中，已经将有关取材的考虑以及如何灵活地组织本书中的材料用于教学进行了详尽的陈述. 

第二，概念引入自然.拓扑学无疑是数学学科中比较抽象的一门学问.许多学生在开始学 
习这类抽象学问之初，或者在学习其中每一个概念之初，都常常因为不明白学习目标的所在而 
感到“一头雾水”，因而产生一种抗拒的心理.然而这本书在每一章甚至每一节的开头，都对将 
要讲述的内容、将要引人的概念进行了简明的介绍，这对于引起读者的兴趣，使读者感到亲切 
和自然很是有益. 

第三，论证思路清晰.数学中的一些“大”定理的证明往往都是一些著名数学家的天才创 
造，它们或许由于论证思路的精巧，或许由于论证过程的繁复而难于理解.而学习这些内容又 
往往是学习数学的关键所在，无论对于领略或学习数学的思想、技巧、方法都是如此.作者在 
每一个需要的地方，都进行了比较精细的分析和解说，为读者移除了一些学习的障碍. 

第四，联系广泛自然，拓扑学的精彩不仅在于其理论本身的优美和深邃，而且在于它与数 
学的许多分支都有天然的联系，并在这些分支中有着深刻的应用.这本书对此进行了比较详细 
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的介绍.通过这些有关的内容，读者将会体会到拓扑学是众多数学学科中不可或缺的组成 
部分. 

总而言之，这本书是一本好教材，对于那些打算将来从事数学理论研究和教学工作的读者 
而言无疑应当是一本必 读书. 然而就我国目前的情况而言，作为一般大学教材，内容可能多了 
一点. 譬如说对于多种乘积拓扑的介绍是有精简余地的，又譬如说一开始就介绍加标族和加标 
族的运算的做法是否会将难点提得太前也值得斟酌，然而，教师应当能够通过教学的安排而做 
出适当的处置. 

关于翻译的说明 

在此，我们想对翻译过程中遇到的几个问题及处理办法给出以下 说明： 

1 . 原著相当口语化，解说很直白，因此我们的翻译也较多地采用课堂语言，除了“若…， 
则…”这个通行的表达方式，刻意回避那些单音节的汉语词汇，以求得比较贴近学生的效果 • 

2. 对于科技名词的中译主要是依照目前大学教材中比较流行的说法. 

3. 原书中有时自由地使用某些未经定义的词汇，一经发现我们在适当处便进行了增补. 
例如“映射 ’’( map ) —词便是如此，我们将它补充作为“函数”的同义词. 

4. 为了照顾汉语的习惯，有时釆用了一词两译的做法.例如 “ set ” 在汉语中有时译成“集 
合”有时译成“集”，在单独使用时，我们常译成“集合”，而在与其他词汇连用时则译成“集”（例 
如，可数集等）. 

5. 汉语“是”通常有两种含义， 一 是“等于”，二是“属于”，并且由此生出“白马非马”的悖 
论.在科技文献中不允许有歧义，因此在本书中“是”只表示等于的意思，而属于的意思则用 
“是一个”来表示.例如，我们从来不说“ X 是拓扑空间”，而说“ X 是一个拓扑空间”，除非 X 
表示“所有的拓扑空间的族”（这个说法有逻辑错误）. 

6* 在汉语中，长的词组常常容易发生歧义，例如“一个可数邻域的族”便可能会有以下多 
种理解方式： 

(1) “ 一个[(可数邻域）的族] ”： 一 个族，这个族的成员是邻域，每一个邻域是可数集 • 

(2) “[一个(可数邻域）]的 族”： 一 个族，这个族只有一个邻域为其成员，这个邻域是可 
数集. 

(3) “一个[可数(邻域的族)] ”： 一 个族，这个族是可数的，它的每一个成员是邻域. 

用数学的行话来讲便是，对于不满足结合律的对象是不能省掉括号的.遇到这种情形，我 
们宁可多用几个字甚至翻译得绕口一点，也尽量避免歧义的可能. 

7. 在汉语中常常难于区别单数和复数，而在英语的表达中（特别在本书中）又常常对于名 
词的复数形式与集合名词不加区别.对于这种情形，简单地翻译必将导致大的 谬误. 因此，我 
们也是宁可啰嗦一点，以保证不被误解. 

8. 原书中有一些错漏，包括一些印刷错误，我们尽量进行了订正. 

9. 凡与原文有较大出入的地方，我们以译者注的方式予以标明. 

总之，我们认为，在翻译的三原则“信，雅，达”之中，对于科技翻译而言，“信”的重要性 
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远在其余二者之上. 

这本书的翻译工作由吕杰、谭枫和熊金城三人通力合作完成.整个翻译过程可以分成三个 
阶段： 第一阶段是初译，在这个阶段各人承担的任 务是： 吕杰第1章至第3章，第10章至第 
I 3 章； 谭枫第4章至第8 章； 熊金城第9章和第14章.第二阶段是初校，在这个阶段每个人 
都通读全书，提出校对意见.第三阶段是统稿，由熊金城承担.从初译到统稿经历了一个很艰 
难的过程.此外，符和满、袁大琏、刘晓玲和邢志涛四位同志参与了第二阶段的部分校订工 
作. 另外，在翻译的过程中我们参考了第1版的译文，在此对原译者敬表谢忱. 

吕杰和谭枫两位同志是应我的邀请参加这项工作的，众所周知，翻译工作是一件费时费力 
的事情，两位被我拉上了“贼船”，我的回报却只有感谢两个字.当然，最高的回报还在于读者 
的认可.由于我们都是诸事缠身，翻译还是有些仓促，不足之处尚祈读者指正. 


熊金城 
于华南师范大学 
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本书是为拓扑学引论编写的教材，适用于高年级本科生和一年级研究生程度的一学期或两 
学期课程. 

拓扑学本身是一门饶有兴味的学科，同时，它也是进一步学习分析、几何和代数拓扑的基 
础.拓扑学的入门教材应当包含什么样的内容，数学家们对此并没有一致的看法 . 适合在这一 
课程中讲授的论题很多，但对于不同的要求应当有不同的选择.对于本书的选材，我力图在各 
种不同的观点之间取得某种平衡. 

预备知识 本书中大部分内容的学习，并不要求预修其他课程，甚至不要求了解很多集合 
论的知识.然而，在此我必须强调，除非读者学过一点数学分析或者“严格微积分”，否则对在 
本书第一部分引入的大部分概念的动机将会感到困惑.如果学生对于诸如连续函数、开集与闭 
集、度量空间等有所了解，学习的过程将会十分顺畅，尽管实际上并不要求具备这些知识.在 
第8章中，我们假定读者熟知群论基础. 

根据本人的经验，学习拓扑学课程的多数学生已经有了一些关于数学基础方面的知识，但 
是掌握程度差异很大，所以，本书一开始就用一整章的篇幅讨论集合论与逻辑学.从初级水平 
开始，上升到可以称为“准髙手”的水平.这一章涉及的内容都是本书后文中所必需的.大多数 
学生对于这一章的前几节都很熟悉，但是，这些学生中有许多学到中间几节时，便会感到不知 
所措.到底这一章的教学要花费多少时间和精力，主要取决于学生的数学领悟力和数学体验. 
为了判断学生是否掌握了开始学习拓扑学所需的集合论知识，一个有效的检验方法就是看他们 
能否顺利地（正确地）完成习题. 

许多学生（以及教师)喜欢跳过第1章中的基础内容而直接进人拓扑学的学习.轻视基础学 
习的后果便是混淆和错误.你可以先学习马上要用到的那几节，而暂时搁置其余部分，等到需 
要时再补.前7节内容（直到可数性）为本书通篇所需要.我通常将其中某些部分指定为课外阅 
读或讲座材料.讨论选择公理和良序定理的第9节和第10节到第3章中讨论紧致性时才会用 
到.讨论极大原理的第11节仅在讨论 Tychonoff 定理（第5章）和线性图的基本群的有关定理 
(第14章）时才会用到，可以延后些处理. 

本书的内容编排 本书可适用于多种教学安排.我力图使本书的编排更具弹性，以便教师 
能根据个人的喜好自由取舍. 

第一部分包含前面8章，它以人们通常所说的一般拓扑为主题.就个人观点而言，前4章 
是主体，这些内容任何一本拓扑学入门教程都会包含，是点集拓扑的“核心”，涉及的内容包括 
集合论、拓扑空间、连通性、紧致性(包括有限积的紧致性）、可数性公理和分离性公理（包括 
Urysohn 度量化定理).第一部分的其余4章研究其他一些论题，彼此相互独立，但都依赖于 
前4章中的核心内容.教师可以按任何顺序选用. 

第二部分是代数拓扑引论.它只依赖于第1章至第4章中的核心内容.本书这一部分较为 



Seifert-van Kampen 定理 

曲面分类 


第13章覆叠空间分类 



第14章在群论中的应用 

书中有些节带有星号，放弃或者搁置这些节不影响本书的连贯性.某些定理也带有星号. 
依赖于带星号的那些节或定理的后续内容都适时地给出了说明，并且在需要用到带星号部分的 
地方再次说明.部分习题也对其前面的带星号的内容有所依赖，但这类依附关系是显而易 
见的. 

有几章的末尾附有补充习题，这些补充习题提供了探索那些略微偏离本书主线的课题的机 
会，有进取心的学生不妨以这些习题中的一个为基础动手作论文或者作研究课题.大部分补充 
习题都是完全自含的，只是关于拓扑群的补充习题在本书后面几节中有一些附加习题作为其 
后续. 

教学安排 选用本书作为一般拓扑学教材的大多数教师都希望讲完第 1 章至第 4 章，再加 
上第 5 章中的 Tychonoff 定理.也有许多人愿意多讲一些附加专题.有几种 选择： Stone-Cech 
紧致化(第 3 8 节），度量化定理(第 6 章）， Peano 曲线（第 44 节）， Ascoli 定理（第 45 节和/或第 
47 节）以及维数论(第 50 节）.对于上述每一个方案，我都在不同学期里采用过. 

对于代数拓扑学一学期的课程而言，可以讲完第二部分的大部分内容. 

在一个学期中既讲一般拓扑学又讲代数拓扑学也是可以的，作为代价要适当降低一些难 
度.一个可行的方案是讲授第 1 章至第 3 章，然后讲授第 9 章，后者不依赖于第 4 章.（第 10 
章和第 13 章中不带星号的那些节 也不依 赖于第 4 章 .） 

版本说明 熟悉本书第1版的读者将会发现，本书中讨论一般拓扑学的部分没有本质性的 
变动. 我一直在尽全力来“调整”教材内容和习题.第1版中讨论代数拓扑学的最后一章已经进 
行了本质性的扩充和改写，这便是本书的第二部分.从第1版问世的几年以来，将拓扑学作为 
一门两个学期的课程已经日益成为一种共识，第一个学期讲一般拓扑学，第二个学期讲代数拓 
扑学.但愿这一版通过对后者相关内容的扩充能够满足此类教学的需要. 

致谢 我所师从的或者是我曾拜读过其著作的大多数拓扑学家都对本书有某种贡献.这里 
我仅提及 Edwin Moise、Raymond Wilder、Gail Young 以及 Raoul Bott ， 当然，此外还有许多 
人.我在此向对本书提出过宝贵意见的人致以谢意，他 们是 ： Ken Brown . Russ McMillan . 
Robert Mosher、John Hemperly ， 以及我的同事 George Whitehead 和 Kenneth Hoffman . 


完整地阐述了基本群、覆叠空间的概念以及它们的各种应用.这一部分中的某些章是相互独立 
的，下图给出了它们之间的依附 关系： 

第9章基本群 

第10章平面分割定理 
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William Massey 的优秀著作 [ M ] 对本书代数拓扑学相关内容的处理有重大影响，在此致以 
深切的谢意.最后，感谢 MacroTeX 的 Adam Lewenberg ， 他在建立文本和绘图的过程中表现 
了非凡的技艺和耐心. 

我要向我的学生们表示衷心的感谢，我从他们身上学到的东西至少像他们从我这里所学到 
的一样多，没有他们的帮助这本书将不能像现在这样呈现在读者面前. 

J . R . Munkres 



告读者 


有两件事要加以 说明： 习题和例题. 

做习题是学习数学的关键性环节.仅靠熟读教科书中的定义、定理及带有解答的例题是学 
不好拓扑学的，你一定要自己动手做一些习题.配备习题的目的就在于为你提供这样一种 
机会. 

习题按照难易程度编排，比较容易的一般放在前面.有些习题属于例行检查，它用来检验 
读者对这一节中的定义和例题是否理解了.另外一些习题就未必那么简单了，比如，可能要求 
读者推广书中的定理.虽然其结论本身就富有趣味性，但这类习题的主要目的还是在于鼓励学 
生通过定理证明细心地钻研，彻底地掌握定理的思想，这比仅仅记住它显得更为重要.（我希 
望如此！） 

有些习题是属于“开放型”题目.学生们常常对此类问题感到头痛.当遇到“每一正则的 
LindelM 空间都是正规的吗？”这样的问题时，他们便会感到很烦恼，“我不知道要我做什么！ 
去证明它，还是去找一个反例，或者是别的什么？”但是，（教科书之外的）数学往往就是这个样 
子.通常，数学家要解决的就是一个猜想或问题，而事先不知道正确的答案.读者应当对于这 
种情形有所体验. 

对于少量更难一些的习题，我们加了星号.当然这类习题也不是太难，历来我班上的最好 
的学生一般都能解决它们. 

掌握一门数学学科的另一主要环节是储备一批有用的例子.当然，读者应当知道那些重要 
的例子，从它们的研究中引出理论本身，并且对它们形成重要的应用.读者也应当掌握几个反 
例，用以检验那些似是而非的猜测. 

在学习拓扑学时，人们往往花费许多时间去研究那些“古怪的反例构造反例需要有技 
巧，也常常是一种乐趣.但是，这些反例并不是拓扑学真正要讨论的.好在对于人门教程而 
言，不需要太多的反例，有那么几个便足以应付大部分的需求.我们列举 如下： 

实直线集在积拓扑、一致拓扑与箱拓扑下同自身的积空间. 

以区间 [ a ， 《为基的拓扑中的实直线空间. 

〜 极小不可数良序集. 

n 在字典序拓扑下的闭单位正方形. 

这些便是你应当掌握和记忆的例子，以后它们将被多次提到. 
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第 1 章集合论与逻辑 

我们像大多数数学家那样，对于集合论采取一种朴素的 观点. 我们认定由一些对象构成的 
集合这个概念是直观自明的，本书在此基础上展开讨论，而不去进一步分析这个概念 • 有关集 
合的深人研究属于数学基础和数理逻辑的范畴，而研究这些领域不是我们的目的* 

逻辑学家十分详细地分析过集合论，并且就此论题总结出了若干公理.每一个这样的公理 
都阐述被数学家所普遍接受的集合的一个性质，这些公理为数学其他领域奠定了广泛和坚实 
的基础. 

不幸的是，仅凭直觉而粗心地使用集合论难免会导致谬误.事实上，将集合论公理化的原 
因之一，便在于建立一些处理集合的相关法则以避免造成这些谬误.尽管我们并不深人地讨论 
这些公理，但我们所遵从的那些处理集合的法则都源于这些公理.在本书中，读者将会学到如 
何按“适当”的方式对待 集合： 体察我们的处理方式，再加上读者自己的解题实践.或许你出自 
学习的需要，希望对集合论有更深人、更详细的了解，那么学一门逻辑学课程或数学基础课程 
也许是一个更好的选择. 

1基本概念 


我们将在本节介绍集合论的思想，并建立基本术语和记号.我们还将讨论初等逻辑学的某 
些内容，根据我们的经验，这些内容易引起混淆. 

基本记号 


通常我们用大写字母 A ， B ， …表示集合 （ set ) ，用小写字母 a ， 6,…表示属于集合的成员 
( object ) 或元棄 （ element ). 集合有时简称为集 （ set )， 元素有时简称为元 （ element ) 或点 
( point )^. 如果成员 a 属于集合 A ， 就记作 

a G 九 

如果 a 不属于 A ，就记作 

a 免 A . 

本书中用到的等号=是指逻 辑上的 同一.当我们写 a = 6 时，就意味着 “ a ” 和“6”是同一个 

成员的两个符号.这就像在算术中写| = |一样.类似地 ， A = B 就是说 “ A ” 和是同一个 

集合的两个符号，也就是说 A 与 B 含有完全相同的成员.如果 a 与6是不同的成员，就写作 
a ^ b ； 如果 A 与 B 是不同的集合，就写作 A 乒例如，设 A 为所有非负实数的集合， B 为所 
有正实数的集合，由于数0属于 A 而不属于 B ， 所以 

如果 A 的每一个元素都是 B 的元素，就说 A 是 B 的子集 （ subset )， 记作 

A C B . 


① “元”是“元素”的简称，为了适应汉语表达习惯 而加. 作者在后文中也常使用未经定义的词“点” （ point) 作为“元素” 
的同义词，故此补上.——译者注 
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这个定义中并没有要求 A 不能等于 B . 事实上，如果 A = B ， 那么 ACB 与 BCZA 都成立.当 
A ( ZB 并且 A 不等于 _ B 时，称 A 为 B 的 真子集 （proper subset ) ，记作 

A 

两集合间的 CZ 和 G 关系分别称之 为包含 （ inclusion ) 关系和 真包含 （proper inclusion ) 关系.若 

ACS ， 则也可写作读作 “ B 包含 A ”. 怎样来描述一个集合呢？如果它只含有为数不多 
的元素，那么可以把集合中的成员都列出来，写作 “ A 是由元素 a 、 6和 c 组成的集合使用 
符号来表达就是 


A = { a 9 b 9 c } , 

这里的花括号用来把列举出来的所有元素包在一起. 

刻画一个由某些成员构成的集合，最常用的方法是取一个集合 A 和 A 中的成员可能具有 
也可能不具有的某种 性质， 然后用 A 中具有这种性质的所有元素来组成 集合. 例如，可以取 
实数集，并且由所有偶数组成其子集 B . 使用符号将这句话写成 

B = { x \ : r 是偶数 }- 

在这里，花括号表示“……组成的集合”这个词组，竖线表示“使得”这个词，整个式子读作 
是所有使得 I 为偶数的那些: c 组成的集合 . ” 

集合的"并”与“或”的含义 

给定两个集合 A 和 B ， 由 A 中所有元素及 B 中所有元素可以组成一个集合，这个集合称 
为 A 与 B 的并 ( union ) 或 并集， 记作 AUB . 正式的定义是 


A U B = {x \ 或 i 云 B }, 

现在我们必须停下来，看一看“: r € A 或 xeB ” 这句话究竟意味着什么. 

在日常用语中，“或”这个词是含糊的.有时 “ P 或 Q ” 这句话意味着 “ P 或 Q , 或者既 P 又 
Q ”， 有时又意味着 “ P 或 Q ， 但不是既 P 又 Q ”. 通常这要从文章的上下文才能知道究竟指的 
是哪一种.例如，我对两个学 生说： 

“Smith 小姐，每一个选修这门课的学生，或者学过线性代数，或者学过数学分析.，’ 

“Jones 先生，你这门课程的期末考试，或者不低于 70 分，或者不及格 . ’， 

从上下文看， Smith 小姐完全知道我说的意思是“每一个人要么学过线性代数，要么学过数学 
分析，要么两门课都学过”， Jones 先生也明白我说的是“或者他至少得 70 分，或者他不及格, 
两者仅取其 一”. 因为，如果两者同时成为事实的话， Jones 先生就太不幸了. 

数学中不能容许这种含糊 • 自始至终只能承认它的一种含义，否则就要引起 混乱. 因此， 
数学家们同意在第一种意义下使用“或”这个词，这样， “ P 或 Q ” 这句话总是指 “ P 或 Q ， 或者 
既 P 又 Q ”. 如果要指 “ P 或 Q ， 但不是既 P 又 Q ”， 就必须明确地加上短语“但不是既 P 又 Q ”. 
按照这种解释，定义 AUB 的式子就清楚了，它表明 AUB 是由所有属于 A ， 或者属于 B ， 或 
者既属于 A 又属于 B 的元素: r 组成的集合. 

集合的交、空集以及“若…，则…”的含义 

给定两个集合 A 和 B ， 还可以用另一种方法组成一个集合，就是取 A 与 B 的公共部分. 
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这个集合称为 A 与 B 的交 （ intersection ) 或 交集， 记作 AflB . 正式的定义是 

A f ] B = {x \ :和6 B }. 

与 AUB 的定义一样，这里也有一个麻烦 • 当然，它与前面提及的问题有所区别，是另一类麻 
烦.现在的问题不在于“和”这个词的含义，而是在于当 A 与 B 没有公共元素时，记号 
意味着什么？ 

为了应付这种偶然的情形，需要作一个特殊的约定.我们引进一个称为空集 （empty set ) 
的特殊的集合，记成0，设想成“没有元素的集合”. 

使用这种约定， A 与 B 没有公共元素这句话就记作 

A n -B = 0. 

这时，也说 A 与 B 无交 （ disjoint ). 

一些学生对于“空集”的概念感到困惑不解.他 们说： “你怎么能够找到一个集合，而它什 
么也没有呢?”这和多年以前人们首次引进数0时所涉及的问题是一样的. 

空集仅仅是一个约定，数学中完全可以不要它.但是，有这种约定就比较方便，它能使定 
理的叙述和证明变得更加 简洁. 例如，不用这个约定，那就必须在使用记号 AflB 之前，证明 
两个集合 A 和 B 有公共元素.类似地，对于记号 

C = U | 工 e A 并且 x 有某性质}， 

当 A 中没有具有给定性质的元素 x 时，它就无法使用.这种时候如果认为 AflB 和 C 是空集 
就方便多了. 

由于空集0只不过是一个约定，所以要对前面引进的概念作出与空集相关的约定.空集既 
然被看成“没有元素的集合”，显然可以 约定： 对于每一个成员 x, 关系式： re 0 不成立.类似 
地，由“并”和“交”的定义可见，对于任意集合 A ， 有 

A U 0 = A 和 A fl 0 = 0. 

包含关系也有点小麻烦.给定一个集合 A ， 可以认为 0 CA 吗？我们必须再次注意数学家 
们运用语言的方式。表达式 0 CA 其实是语句“每一属于空集的元素都属于集合 A ” 的缩写.或 
者更正式地说：“对于每一个成员： c ， 若: c 属于空集，则 o ： 必属于集合 A .” 

这种说法对不对呢？有人说 “对' 也有人说“不对”.这个问题很难加以论证，只能予以约 
定.它是“若 P ， 则 Q •”式的论断 • 在日常用语中，“若…，则…”结构的含义是 什么？ 通常指 
的是： 若 P 为真， 则 Q 也 为真. 有时候这就是它所包含的全部内容.有时候它还有另外的含 
义 ，即： 若 P 不真，则 Q 必不真.通常我们可以根据上下文来判定其真正的含义. 

这件事与使用“或”这个词时所造成的混乱很 类似. 我们还用前面那个关于 Smith 小姐和 
Jones 先生的例子来说明其中的歧义.假定 我说： 

“Smith 小姐，每一个选修这门课的学生，若没有学过线性代数，则必须学过数 
学分析 

“ Jones 先生，若你期末考试低于70分，你这门课就不及格 . ，， 

从上下文看， Smith 小姐知道，如果一个学生要学习这门课程，他没有学过线性代数，则 
必须学过数学 分析； 但是，如果学过线性代数，那么，他可以学过数学分析，也可以没有学过 



数学分析. Jones 先生也明白，如果他的考试成绩低于70分，他这门课就不 及格； 如果他至少 
得了 70分，那就及格了. 

再次 申明： 数学不允许这种模棱两可，对于它的含义只能作出一种选择.数学家们往往同 
意对于“若…，则…”句式采取第一种解释，所以“若 P ， 则 Q .” 式论断的含 义是： 若 P 为真， 
则 Q 也真； 若 P 不真，则 Q 可以真，也可以不真. 

举一个例子，考虑下面关于实数的一个 论断： 

若 x > 0，则： c 3 # 0 . 

这是“若 P ， 则 Q .” 式的一个论断，其中 P 代表短语 “ x >0” (称为论 断假设 （ hypothesis ))， Q 代 
表短语 “ x 3 关0”(称为论 断结论 ( conclusion )). 它是真论断，因为在任何情况下，只要假设 x >0 成 
立，则结论 x 3 垆0必成立. 

再看一个关于实数的真论断： 

若 < r 2 0，则 ： r = 23; 

不论何时，只要假设成立，则结论总是成立的.当然，这里的假设在任何情况下也不会成立. 
这一类论断有时称为虚 真论断 （vacuously true ). 

现在再回到空集和包含关系上，我们看到对于任何集合 A ， 包含关系 0 CA 必成立. 0 CA 
就等 于说： “若:0，则工6 A .” 而这是一个虚真论断. 

逆否论断与逆论断 

对于“若…，贝 ( J …”结构的讨论，使我们可以研究初等逻辑学中另外一些更为复杂的问题， 
这就是一个论断与它的逆否论断、逆论断之间的关系. 

给定一个“若 P ， 则式的论断，它的逆 否论断 （ contraposkive ) 定义为“若 Q 不真，则 P 
不真.”例如论断 

若> 0，则 P 关0， 

其逆否论断是 

若 x 3 = 0，则 x > 0不成立. 

我们发现，上述论断和它的逆否论断同时为真.类似地，论断 

若: c 2 < 0，则 ： r = 23， 

其逆否论断是 

若 x # 23,则 ： c 2 << 0不 成立. 

就实数而言，这两个论断也都正确. 

这些例子可能会使你感到，在一个论断与它的逆否论断之间有着某种关系.事实正是如 
此，它们是同一件事情的两种不同的说法.任何一个为真的充分必要条件是另一个为真，它们 
是逻辑等价的. 

这个事实不难 证明. 我们首先引进一个记号.将“若 P ， 则 Q .” 式的论断简单地记为 

P=>Q, 

读作蕴涵 Q ”， 则其逆否论断可以写成 

(非0)=>(非 P ), 
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其中“非 Q ” 表示短语 “ Q 不真”. 

说明论断 “ P 4 Q ” 不成立的唯一办 法是： 当假设 P 为真时，结论 Q 不真.如若不然，论 
断就成 立了. 类似地，说明论断（非 Q )=^( 非 P ) 不成立的唯一办 法是： 当假设“非 Q ” 为真时， 
结论“非 P ” 不真. 这等于说 Q 不真而 P 真，这又恰好描述了 P 4 Q 不成立.因此，这两个论 
断或同时为真，或同时为不真，它们逻辑等价.所以我们认为，证明论断“非 Q => 非 P ”， 就 
是证明了论断 “ P 与 Q ”. 

由论断 P ==> q 还可以得到另一个论断，那就是 

Q=»P, 

称为 P 4 Q 的逆 （ converse ). 必须注意一个论断的逆和它的逆否之间的不同.论断与其逆否 
论断逻辑等价，而论断为真，却完全不能保证其逆论断是否正确.例如，真论断 

若 : c > 0，则 x 3 # 0， 

其逆论断 

若 x 3 _ 0，则 ： c > 0， 

就是不真的.同样，真论断 

若: c 2 < 0,则 ： r = 23， 

其逆论断 

若 : c = 23,则 x 2 < 0， 

也是非真论断. 

如果恰好论断与其逆论断 Q => P 都为真，则将其记为 

P Q ， 

读作 “ P 为真当且仅当 Q 为真 . ” 

否论断 

要想做出论断 P =» Q 的逆否论断，必须知道如何做出论断“非 P ”， 称为 P 的否定 
( negation ). 这在大多数情形下并不困难，麻烦的是论断中包含有短语“对于任意， ，及 “ 对于至 
少一 个”. 这类短语称为逻辑 量词. 

为了说明这一点，设 X 是一个集合， A 为 X 的一个子集， P 是关于 X 中一般元素的一个 
论断.考虑下述论断 

对于任意 ： c G A ， 论断 P 成立. （* ) 

如何做出它的否论断呢？我们把问题换成集合的语言.设 S 表示 X 中所有使论断 P 成立的元 

素工的集合，则论断 （*) 正好是 论断： A 是 B 的一个 子集. 其否论断是什么呢？显然应 该是: 

A 不是 B 的子集，也就是说至少存在 A 的一个元素，它不属于 B . 再把它翻译成通常的语言 
就是 

对于至少一个工弓 A ， 论断 P 不成立. 

这就是论断 （*) 的否论断，它用量词“对于至少一+ ”代替量词“对于任 意”， 用 P 的否定代 
替 P . 

正好把上述过程反过来做，就 得到： 对于论断 




其否论断是 


对于至少一个 j ： € A ， 论断 Q 成立， 


两个集合的差 


对于任意 x 6 A ，论断 Q 不成立. 


我们再来讨论有关集合的问题.在集合间还有另外一种常用运算，这就是两个集合的差 
( difference ) 或差集，记作 A — B ， 它由 A 中所有不属于 B 的元素 组成. 写成 

A — B = {xlxeA 和： c 乐 B } 

有时也称之为 B 相对于 A 的补 （ complement ) 或补集，或 B 在 A 中的补.集合的三种运算如 
图 1.1 所示. 



AUB AHB A - B 

图 1.1 


集合论的法则 

对给定的一些集合施行集合运算，可以得到一些新的 集合. 就像代数中那样，我们也用括 
号表示运算的次序.例如 AU ( Bnc ) 表示集合 A 与集合 BHC 的并， （ AUB)nc 则表示集合 
AUB 与集合 C 的交，两者完全不同，如图 1.2 所示. 



^ U ( flOC ) ( AUB)HC 

图 1.2 

有时按不同方式组合运算能得到相同的集合.这时我们便得到了集合论的一个法则.例 
如，对于任意集合 A ， B ， C ， 有以下公式 

a n u c) = (a n b) u ca n o. 

如图 1.3 中所示，图中阴影部分表示上面的集合，你可以验证一下，它 

与你想像的是否一致 • 这个式子可以看成是关于运算 D 和 U 的一个“分 W 
配律 

集合论的另外两个法则是第二“分配律” 

a u (b n o = (a u b) n (a u Q , 

和 DeMorgan 定律 图 1. 3 
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A — (B U C ) = (A _ B ) 门 （A _ C ) ， 

A — (B n C ) = (A - B ) U (A — C ). 

这些法则请读者自行验证.还可以举出集合论的另外一些法则，但是上面几个是最重要的.如 
果用语言叙述 DeMorgan 定律将更便于记忆， 

并的补等于补的交. 

交的补等于补的并. 

集合的族 

属于一个集合的成员可以是各式各样的.比如所有偶整数的集合，内布拉斯加州 
( Nebraska ) 所有蓝眼睛人的集合，世界上所有各种各样扑克牌的集合.这里面有些东西数学家 
并不感兴趣，可以不管它！但是，对于扑克牌的例子需要作一些说明，那就是集合的成员，其 
本身也可以是一个 集合. 一副牌是一个集合，它的成员是印了标准图案的单张扑 克牌. 世界上 
所有整副扑克牌的集合是以（单张扑克牌的）集合为成员的一个集合. 

现在有了从已知集合得到新集合的另一个方法.给定集合 A ， 考虑其成员是 A 的子集的 
集合.特别地，可以考虑 A 的所有子集的集合，有时将其记作沪 （ A )， 称为 A 的幂集 （power 
set ) (后面要说明这样称呼的理由）. 

通常我们把一个以集合作为元素的集合 称为族 （ collection )， 用 A 或忠这样的花体 字母来 
记.我们也常将“某些集合的族”说 成集族 (collection of sets ) ①. 这种记法能使我们在需要同时 
描述成员、成员的集合以及成员的集合的族时，不致发生混淆.例如，我们用 A 表示世界上所 
有整副扑克牌的族，用大写字母 A 记一副扑克牌，而用小写字母 a 记一张扑 克牌. 

在这些记号同时出现时要格外小心.作为集合 A 的一个元素的 a ， 与作为 A 的子集的单点 
集 U } 是不同的.例如，若 A 为集合 { a , 6， c }， 那么 { a } CZA , { a } 6 沪 （ A ) 都是正确 
的，而和 aCZA 则是错误的. 

任意并与任意交 

我们已经定义了两个集合的并 与交. 当然没有理由只限于两个集合，同样可以讨论任意多 
个集合的并与交. 

给定一个集族4， A 中元素的并 （ union ) 定义为 

U A ^ I 对于至少一个 A 6 G A }. 

<)4 中兀素的交 （ intersection ) 定义为 

f ] A = { x \ 对于任意 A 6 e A }* 

当 Z 中有一个元素是空集时，这些定义没有 问题. 但是当为空族时，要讲清楚这些定 
义的含义就有点麻烦了.按照定义的字面理解，任何元素： c 都不满足 A 的成员的“并 ，，所 满足 
的性质.因此，当义为空族时，完全可以说 

①这一句话是译者为了汉语表达上的方便而加 上的. 这样我们说“任意一个集族”（如果不引入“集族，，这个词，它的无异 
义的严格表达应该是“集的任意一个族”，这说起来十分别扭)便不致被误解为“任意一个集合的族了”，——译者注 
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[j A ^ 0, 

另一方面，任意: c 都(虚真地)满足 A 的成员的“交”所满足的性质.问题是，这个任意: T 在哪 
个集合中呢？如果我们在一开始就给定一个包罗万象的大集合 X ，并且始终只限于讨论 X 的 
子集的话，那么，对于空 族扁， 完全有理由令 

f| A = X. 

A e ^ 

当然，不是所有的数学家都遵从这个约定.为了避免麻烦， 我们将不定义 空族為 的交. 


笛卡儿积 


再介绍一个由已知集合得到新集合的方法，它用到成员“有序偶对”的概念.在学习解析几 
何的时候，第一件事就是要确认，在平面上取定 x 轴和^轴后，平面上的任意一个点对应着唯 
一的一个有序实数对( X ，^).(按照几何学中更为高深一点的说法，把平面定义为所有的有序 
实数对的集合将更为适宜些！） 

将有序偶对的概念用在一般集合上.给定集合 A 和 B ， 其笛卡儿积 （Cartesian product ) 
AXB ——笛卡儿积有时也称为积 （ product )® ——定义为所有有序偶对 （ a ，6) 的集合，其中 a 
是 A 的元素，6是 S 的元素.记作 

A X B = {( a *6) 和 

这个定义是假定已经有了“有序偶对”的概念，它可以像“集合”那样，作为一个原始概念， 
也可以用前面讲过的集合运算来加以定义.其中一种表示为 

( a ,6) = < { a } , { a ,6}} ； 

它将有序偶对 U ， W 定义为一个集族.如果按照定义， U ， W 是两个集合的族，一个是 
单元素集，另一个是两元素集.有序偶对的第 一个坐标是同 时属于这两个集合的元素， 第二个 
坐标 是仅属于一个集合的 元素. 如果 a = 6， 这时 U ， b } = { a , a } = { a }， 所以 （ a ，6) 是仅一个 
集合 { a } 的族. 其第一、第二个坐标都是这个单点集的元素. 

应当说大多数数学家更倾向于把有序偶对当作原始概念对待，而不将它作为集族. 

我们对于记号作一点说明.因为很不凑巧，在数学中，记号（〜 W 已经有了两种完全不同 
的 含义： 一种含义是刚才讲的作为成员的一个有序偶对 ； 另一种含义是我们在数学分析中早已 
熟悉的，即当 a ， 6为实数时， （ a ， 《表示包含所有满足不等式的所有数: c 所构成的 
区间. 由于它的含义可依行文而定，所以大多数情况不会有问题.在可能发生混淆时，我们就 
用另一个记号 

a X b 

来表示有序偶对 U ，6). 

习题 

1. 验证集合运算 U 与 H 的分配律及 DeMorgan 定律. 

2. 对于所有集合 A ， B ， C ， D ， 判定下面的哪些论断为真.如果相互蕴涵关系不成立，判定有哪 

①这一句是译者所加，因为原书中常将未经定义的“积” （ product ) 用作“笛卡儿积”的同义语 • ——译者注 
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一 种蕴涵 关系. 如果等号不成立，判定用包含关系 C ： 或 ID 代替等号时，相应的表述是否成立？ 

(a) A 匚 B 和 A 匚 C^=^A 匚 （ BUC). 

( b ) A 匚 B 或 匚 （ BUO . 

(c) ACB 和 A 匚 C 仁今 A 匚 

(d) A 匚 B 或 A 匚匚 （ BflC). 

(e) A-(A-B) = B. 

(f) A-(B-A) = A-B. 

( g ) AncB-c)=(AriB)-(Anc). 

( h ) AUCB-C) = (AUB)-(AUC). 

(i) (AHB)U(A —B)=A. 

(j) A 匚 C 并且 BCID=KAXB)C ： (C ： XD). 

( k ) ( j ) 的逆. 

( l ) ( j ) 的逆，假定 A 和 B 为非空集合. 

(m) (AXB)U(CXD)-(AUC)X(BUD). 

(n) (AXB)nCCXD) = (AnC)X(BDD). 

(o) AX(B-C) = (AXB)-(AXC). 

( p ) (A-B)X(C-D) = (AXC- J BXC)-(AXD). 

(q) (AXB)-(CXD) = (A-C)X(B-D). 

3. ( a ) 已知 论断： “若: c <0, 则： r 2 _: c >0 .”试写出其逆否论断和逆论断.并判定三个论断中哪 

一个（如果有的话)是真论断. 

( b ) 将上述论断 换成： “: r >0, 则: r 2 — x >0.” 考虑与 （ a ) 小题相仿的问题. 

4. 设 A ， B 为实数集，写出下列每一个论断的否 论断： 

(a) 对于任何 aeA ， 有 a 2 6B. 

( b ) 存在一个 a eA ， 有 a 2 ea 

( c ) 对于任何有 

( d ) 存在一个 a 曼 A ， 有 

5. 设 A 是集的一个非空族.试判定下列每一个论断及其逆论断的真与假. 

U ) 工 G Ua => 至少存在一个 A 6 cA ， 使得: rGA . 

A 6 A 

(1026口為=^对于任意义£4,有: rGA . 

AeA 

( C ) x 6 fU => 至少存在一个 Ae ' 使得 xGA . 

Ae ^ 

( d)xe H 八=>对于任意 Ae 為，有: reA . 

At *4 

6* 写出习题 5 中每一个论断的逆否论断. 

7. 已知集合 A ， B ， C ， 将下面每一个集合用集合 A ， B ， C 及符号 U 、 n 、 一表示出来. 

D = {x \ x ^ A 并且 O G B 或者 x 6 C)} , 
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e = { x \ (x e a 并且 x e b ) 或者 : c e c }， 

F = {x I x ^ A 并且 (x e B==^x 6 C )}. 

8 . 若集合 A 有两个元素，证明沪 ( A ) 有四个元素.如果 A 分别为单元素集、三元素集、空集， 
沪 （ A ) 又各有多少元素？为什么沪 （ A ) 称为 A 的幂集？ 

9. 对于任意“并”和任意“交”，陈述和证明 DeMorgan 定律. 

10. 设 R 为实数集，试判定 RXR 的下述子集中的哪一个是 R 的两个子集的笛卡儿积. 

( a ) {( x , y ) I t 为整数 }. 

( b ) {( x ，： y ) I 0 <^< 1 }. 

( c ) {( x , 3 ;) I y ^> x }. 

( d ) {(^, 30 I x 不是整数并且; y 是一个整数 }. 

( e ) {( x , y } I x 2 + y 2 < Cl ). 

2 函数 

函数这个概念我们曾多次遇到过，它在整个数学中占有重要的地位，提醒读者注意这一点 
很有必要.在这一节中我们给出它的精确的数学定义，并探讨与之有关的一些概念. 

通常把函数视作某个法则，按照这个法则为集合 A 的每一个元素确定集合 B 的一个元素. 
在微积分中，函数常常用一个简单的公式给岀，比如 / Or ) = 3： r 2 +2, 有时式子比较复杂，如 

oo 

/(•X) = 

人们常常并不明确地指出集合 A 和 B 是什么，而约定 A 是使法则有意义的实数集， B 就是整 
个实数集. 

然而，随着数学的进展，人们需要对函数给出更为确切的定义.数学家们对于上述有关函 
数的提法尽管予以认同，但是，他们所使用的函数的定义更为精确.首先，给出以下 定义： 
定义指派法则 （rule of assignment ) 是两个集合的笛卡儿叙 CX D 的一个子集 r ， 该子集 

满足这样的 条件： C 的每一个元素最多是 r 中一个有序偶对的第一个坐标. 

这样， CXD 的一个子集 r 如果满足 

G r 并且 （ c ， 〆）G r ] =>\_d — d f ~\ , 

则成为一个指派法则 • 我们可以将 r 设想成一种指派方法，为 C 的元素 c 配置 D 的满足 ( c ， d)er 
的元素丄 

对于一个指派法则 r ， 其定义域 （ domain ) 是由 r 的元素的所有第一个坐标组成的 C 的子 
集，其像集 （image set ) 是由 r 的元素的所有第二个坐标组成的 D 的子集，即 

r 的定义域 = { c 丨存在 d e D ， 使得 (c j ) G r } ， 
r 的像集 ={ t / I 存在 c G C ， 使得 £ r }. 

如果给定了一个指派法则 r ， 其定义域和像是完全确定的. 

现在来定义函数. 

定义函数 （ function )/ 是一个指派法则 r ， 连同一个包含 r 的像集的集合 _ B . 法则 r ■的定 
义域 A ， 称为函数/的 定义域 （ domain ), r 的像集就称为/ 的像集 （image set ). 集合 B 称为、/ 
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的值域 （ range ) ①.此外，对应、映射都是函数的同义语®. 

若/是以 A 为定义域、 B 为值域的一个函数，我们就写作 

/:A — S ， 

读作“/是一个从 A 到 B 的函数”，或“/是从 A 到 B 中的一个映射”，或者简单地说“/将 A 映 
到 B 中”.有时把/形象地看成是将 A 中的点移到 B 中去的几何变换. 

如果/: A -> B , 并且 a 是 A 的一个元素，那么 / U ) 表示在法则/下 B 中给 a 配置的那个 
唯一的元素，称为/在 a 点的值 （ value )， 有时也称为 a 在/下的像 （ image ) 或像集.正式地 
说，如果 r 是函数/的法则， / U ) 就是使 U ，/ U )) er 的 B 的那个唯一的元素. 

使用这种表示法，可以把前面几乎所有的函数表达得更加严谨.例如，我们可以说（用 R 
表示实数 集）： 

“/是一个函数，它的法则是 {( x ， x 3 + l ) | }, 值域是 R ，” 

也可以等价 地说： 

“/:R — -R 是一个函数，使得 fix 、 = / +1. ” 

两种说法都相当精确地描述了同一个函数.但是，如果说成“/是函数， /( x )= x 3 十1” 就很不 
妥当，因为它既没有指出/的定义域，也没有指出它的值域. 

定义 设/: A — B ， A 。 为 A 的一个子集，/在 A 。 上 的限制 （ restriction ) 定义为将 A 。 映 
到 B 中的一个函数，其法则是 

{ ( a ,/( a )) | a G A 0 }. 

记作 /| A 。， 读成 “/ 在 A 。 上的限 制，， . 

例 1设 R 为实数集，为非负实数集.考虑函数 

/:R — R 使得 /(工）=工 2 ， 

-^ R 使得 g (^ c ) = X 1 , 

/ i:R - ► R 十 使得 h ( x ) = x 2 , 

^ ： R + - R + 使得 k 、 x ) = x 2 * 

则函数尽与/不同，因为它们的法则是 R XR 的不同子集. g 是/在1 + 上的限制 . h 与 f 也 

不同，虽然它们的法则是同一个集合，但是值域 不同.&与 /， g ，/ i 都不同.这些函数如 
图 2. 1所示. 


/ g h k 



图 2. 1 


① 数学分析中常用的“值域”这个词，就是我们所说的/的像集 • 那里并没有给集合 B —个名称. 

② 最后一句话是译者所加，因为尿书中后文经常把这两个未经定义的词当作函数的同义词 来用， ——译者注 
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限制函数的定义域和改变函数的值域，这是由已知函数做出新函数的两个方法.还有一种 
方法就是做出两个函数的复合函数. 

定义已知函数 /: A-*B 和 g : B -^ C 9 /与 g 的复合 （ composition ) g 。/ 是一个函数 
g 0 f •• A -^ C , 定义为（发。 /) ( a ) = g (/( ci )). 

正式定义为 g 。/: A — C 是这样的一个函数，它的法则是 

{( a ， c ) | 对于某一个 b G B ， 有 /( a ) = 6和 g ( b ) = c }. 

复合函数 g 。/ 常常可以理解成从点 a 到点 / U )， 然后再到 g (/( a )) 的一个物理运动，如 
图 2. 2所示. 



B 

图 2. 2 


注意， S 。/ 仅仅在/的值域等于 g 的定义域时才有意义. 

例 2由 /( x )=3 P + 2 给出的函数/: R^R 与由 g ( x ) = 5 x 给出的函数 R—R 的复 

合是函数 g。/: R-R , 其定义为 

(g 0 /)(x) = gifix)) — g(3x z + 2) = 5 (3a: 2 +2). 

这时还可以作出复合/。 A 函数/。发： R — R 与 g 。/ 完全不同，它定义为 

(/ o g) (i) = = /(5a:) — 3(5 工 ) 2 十 2. ■ 

定义 函数 /: A—B 称 为单的 （ injective) ， 如果 A 中不同的点在 / 下的像不 相同. 函数 
/： 称 为满的 （ surjective) (或 / 将 A 映满 B )， 如果 B 的每一个元素都是 A 中某元素在 / 

下的像.如果 / 既是单的又是满的，则称 / 为既单且满的 （ bijective )， 或 一一 的 （ one-to-one). 

此外单的函数称 为单射 （ injection) ， 满的函数称 为满射 （ surjection) ， - 的函数称为 - 对应 

(one-to-one correspondence , one-to-one map ) •① 

更正式的定义是，如果 

[/(a) == /(a’)] =>^a = a ’]， 

则 / 是单射.如果 

lb e B ]==>[ 对于至少一个 a 6 A ， 使得6 = / u )]， 

则/是满射. 

①这个定义经译者稍加修改过 • 修改的理由是： （ a > 原文中“单的” ( injective ) 也叫做“一一的 "（ one ^ o - one ) ，容易与后 

文“ ■对应 ”（ one ~ to-one correspondence ) 混淆； （ b ) 有些译者将 “ bijective ” 译为“双的”，在汉语中容易引起 误解， 

译为“既单且满的”又太啰嗦，因此按照习惯将‘‘一一的”这个词保留 给它； （ c ) 后文中经常用到未经定义的词 
“ injection ”、“ bijection ” 等，故而在此 补充. - 译者注 
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/是否是单射仅仅依赖于/的法则，它是否是满射则还要依赖于/的值域.不难验 证：两 
个单射的复合是一个单射，两个满射的复合是一个满射.从而，两个 一一 对应的复合是一个一 
一 对应. 

如果/是一个 一一 对应，则存在从 B 到 A 的一个函数，称为/的逆 （ inverse )， 记作厂 1 ， 
其元素 /_ U 6) 定义为 A 中满足 / U )=6 的那个唯一元素心对于 6& B ， 由于/是满射，可见 
这样的元素是存 在的； 由于/是单射，可见仅有一个这样的元素 a 6 A . 显然，如果/ 
是——对应，则 / _1 也是——对应. 

例 3 仍考虑图 2.1 中的函数/， g ，/ I , h 函数/: R — R ， 既不是单射也不 
是满射./在非负实数集上的限制 g 是单射但不是满射.通过改变/的值域而得到的函数 
h ： R — 1+是满射但不是单射.通过限制/的定义域并改变其值域而得到的函数 h 1+ — 

R + 既是单射又是满射，于是 它有一 个逆，通常称之为 平方根函数. ■ 

为了判定一个函数是 一一 对应的，一个常用的方法是以下的引理，其证明留作习题. 

引理 2.1 设/: A ^ B . 如果存在函数 g •: 和 / i : 使得对于 A 中每一个 a ， 

g (/( a ))- a , 并且对于 B 中每一个6 ， /U (6))=6，则/是一个——对应，并且 g = 

h = r \ 

定义 设/: A — B . A 。 为 A 的一个 子集， 用 /( A 。） 表示 A 。 中的点在/下的像的集合， 
这个集合称为 A 。 在/下 的像 （ image ). 正式的定义是 

/( A 0 ) = {b I 对于某 a 6 A 0 jb = /( a ) }. 

另一方面，若 B 。 为 B 的一个子集，用 /- UB 。） 表示 A 中那些元素的集合，它们在/下的像属 
于 /— VB 。） 称为在/下的 原像 （ preimage ) (或 B 。 的“反像”或“逆像”）.正式的定义是 

r ! ( B 0 ) = {a I /( a ) 6 B 0 }. 

当然，有可能 A 中任何点的像都不在 B 。 中.这时， /—( J 5。） 是空集. 

注意，如果/: 是一一对应， B 0 CZB , 那么记号 / _1 ( B 。） 就有两种 含义： 它既可以 

表示 B 。 在/下的原像，又可以表示在/- 1 : A 下的像.但是这两种含义都恰好得出 A 

的同一个子集，所以不会造成混淆. 

要正确使用记号/与/― 1 ，必须格外小心.例如，当/- 1 作用在 B 的子集上时有很好的性 
质，它保持集合的“包含”、“并”、“交”与“差我们将时常利用这个事实.而/作用在 A 的 
子集上时，仅保持集合的“包含”和“并”.见习题2和 3. 

另外一个值得注意的问题是，一般说来厂 1 (/( A Q ))=A 。与 /(/^ 1 ( B 0 )) = B 0 并不成立 
(参见后面的例子）.请读者自行验证它们之间的下列 关系： 假定/: A — B , 和 

B 0 CZB , 则有 

广 ^/( A 。）） Z ) A 。 和 /( 广 UB 。）） CB 0 . 

进一步，如果/为单射，则第一个包含关系可改写为等式.如果/为满射，则第二个包含关系 
可改写为等式. 

例 4 考虑由 / U ) = 3 x 2 +2 所定义的函数/: R —R (见图 2.3). 设 U ，6] 为闭区间 
则有 
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^(/([ oa ])) = ^([2,5]) = [-1,1] 和 /(^([0,5])) = /( [一 1，1]) = [2,5]. 

习题 

1. 设/: A -^ B , A 0 [A 和 B 0 CB. 

(a) 证明 ADdrV/XA。））， 并且当/是单射时，式中 
包含关系可换为等号. 

(b) 证明 /(rHBWCB。， 并且当/是满射时，式中 
包含关系可换为等号. 

2. 设/: A—B， 并且对于 i = 0 和 1， A t CA, B,CB. 

证明/- 1 保持集合的包含、并、交 和差： 

(a) B。 匚氏 =々/— ](B。） 匚 /— 

(b) /- 1 (B 0 UB 1 )=/- 1 (Bo)U/- 1 (Bi). 

( c ) /- 1 (执门 战 ） = f _' ( B 0 ) 门 /— 1 ( B ,), 

(d) /- 1 (B 0 -B 1 )=/- 1 (E 0 )-/- 1 (B 1 ). 

证明 / 仅保持集合的包含 与并： 

(e) Ao CZAi =^/(A 0 ) CI/(Ai) • 

(f) /(A 0 \ JA , ) = /(A 0 )U/(A!). 

(g) /( a 0 n) cz /( Ao >n/( a x ). 证明当 / 是单射时，式中包含关系 c 可换为等号， 
(^/(Ao-AO^/CAo)-^^), 证明当/是单射时，式中包含关系〕可换为等号， 

3. 证明习题2中的 （b)、（c)、（D、（g) 小题对于任意并和任意交成立， 

4. 设/: A^B, g ： B — C . 

(a) 若 C。 匚 C， 证明 （g。/) —UCo)). 

(b) 若 / 和 g 都是单射，证明 g。/ 也是一个单射. 

(c) 若 g。/ 是一个单射，试讨论/和 g 是否是单射？ 

(d) 若/和 g 都是满射，证明 g。/ 也是一个满射. 

(e) 若 g。/ 是一个满射，那么试讨论/和^是否是 满射？ 

(f) 将从 （b) 〜 （e) 各小题得到的结论总结为一个定理. 

5•集合 C 的恒等函数 （identity function) —般记作 ； c . 函数 i c: C—C 定 义为： 对于任意 zGC， 
i c ( x )= x . 对于函数/: A—B， 如果存在函数 g: A， 使 g。 f = i A , 则称 g 为/的左逆 

(left inverse). 如果存在函数 /i: A ， 使 f 。 h = i B ， 则称九为 / 的右逆 （right inverse). 

U) 证明，若/有左逆，则/是 单射； 若/有右逆，则/是满射. 

(b) 举出一个有左逆而无右逆的函数的例子. 

(c) 举出一个有右逆而无左逆的函数的例子. 

(d) 是否存在有多个左逆的函数？是否存在有多个右逆的函数？ 

(e) 证明： 若/既有左逆 g， 又有右逆/I，则/是一一对应并且 

g = h = 疒 1 • 
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6- 假设函数/: R — R 是通过式子 /( d = x 3 — z 来定义的.适当限制其定义域及改变值域得 
到一个 一一 的函数仏画出 g 与 g - 1 的图形.有多种可能的选择 .） 

3关系 

从某种意义来说， 关系是一 个比函数更为广泛的概念.本节要给出数学家们所讲的关系的 
定义，并且研究在数学中经常出现的两种关系， 即等价关系和全序关系. 全序关系的概念在本 
书中自始至终都要用到，而等价关系的概念在第22节之前不会用到. 

定义 集合 A 上的一 个关系 （ relation ) 是笛卡儿积 AXA 的一个子集 C . 

如果 C 是 A 中的一个关系，我们用记号 xCy 表示 Cro ) 6 C ， 读作“: r 与 y 有关系 C . ” 
函数/: A — A 的一个指派法则 r 也是 AXA 的一个子集，但它是相当特殊的一类子集， 
它使得 A 的每一个元素作为 r 的一个元素的第一个坐标恰好出现一次. AXA 的 任意子 集都是 
A 中的关系. 

例 1设 P 为全世界所有人的集合， DCIPXP 定义为 

D = { | jc 是 y 的一个后代 } ， 

则 D 是集合 P 中的一个关系.“: T 与 J 有关系 D ” 与“: T 是: y 的后代’’这两句话，说的是同一件 
事，即（: T ， y ) 6 D . P 中还有另外两个 关系： 

B = {( x , y ) I 工有一个祖先也是 y 的祖先 }. 

S = I ^的父母就是 J 的父母 }. 

我们称 B 为“血缘关系”，称 S 为“同胞关系”.这三种关系有完全不同的性质.例如，血缘关 

系有对称性（如果 x 与^有血缘关系，则^与 x 有血缘关系），而后代关系则不然.我们马上要 
研究这些关系. ■ 

等价关系与分拆 

集合 A 中的一个等 价关系 （equivalence relation ) 是 A 上满足下面三条性质的一个关系 C : 

(1) ( 自反性）对于 A 中每一个: r ， 有： rCx . 

(2) ( 对称性）若 xCjy ， 则 yCx . 

(3) ( 传递性）若: cCy 和 〆 则 xCz . 

例 2在例1所定义的关系中，后代关系 D 既没有自反性，又没有对 称性； 而血缘关系 B 
没有传递性。（尽管我和我的妻子都与孩子有血缘关系，但是我们之间没有血缘关系！）然而可 
以验证同胞关系是一个等价关系. ■ 

虽然关系是一个集合，但并不一定要用大写字母或任何类型的字母来记关系.用另外的符号将 

更为合适.经常用以表示一个等价关系的是“波纹”号〜.应用这个记号，等价关系的性质可 写成： 

(1) 对于 A 中每一'个： C ， X 〜： C . 

(2) 若工〜3»，则 jy 〜 jc . 

(3) 若 x 〜: y 和： v 〜之，则 x 〜 z . 

有些特殊的等价关系使用了一些别的符号，它们在本书中许多地方都会遇到. 

给定集合 A 中的一个等价关系〜，和 A 的一个元素: r ， 可以由下式定义 A 的子集 E ， 称 
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为由 x 决定的 等价类 （equivalence class ) : 

E = {y \ y — x ), 

注意，由： T 决定的等价类£:包含 X ， 这是因为 X 〜: C. 等价类具有下列 性质： 

引理 3.1 两个等价类£:和 P 或者无交或者相等. 

证 设 E 是由： r 决定的等价类， E ' 是由: r ' 决定的等价类.若不是空集，则有 
参见图 3.1. 下面证明 

根据定义可知 y 〜 x 和^〜根据对称性可得^〜 J 和 y 〜: r '. 

应用传递性则有 x 〜: r '. 若加为£的任意一点，根据定义 有加〜 X . 

再用一次传递性得到 u ； 〜 x '. 因此， EdE \ 

可以完全对称地推出 CCE . 所以£ = £\ ■ 

给定集合 A 中的一个等价关系，用 e 记由这个关系决定的所有 
等价类 的族. 上述引理证明了 e 中不同元素无交.进一步，由于 A 的每一个元素属于某一等价 
类中，于是 g 中元素的并等于整个 A . 族 e 就是称之为 A 的分拆的一个特例. 

定义集合 A 的一个分拆 （ partition ) 是 A 的无交子集的一个族，其并为 A . 

研究集合 A 中的等价关系与研究 A 的分拆实际上是一回事.对于 A 的任意分拆5)，则恰 
好存在 A 中的一个等价关系，由它可导出 i ). 

证明这一点并不困难.为了证明 幻由某 一个等价关系导出，我们定义 A 上的关系 C 为: 
若 x 与: y 属于的同一元素，则: cC ： y . C 的对称性是显然的.由于 5) 中元素的并等于 A ， 可 

得到自反性.由于 D 中不同元素无交得出传递性.容易验证，由 C 决定的等价类的族确实就 
是族 <0. 

为了证明这种等价关系的唯一性，设 Q 和0 2 是义上的两个等价关系，它们产生出相同 

的等价类的族幻.对于我们证明 iCj 当且仅当: rC 2 > 从而推得设巧是由 

• T 决定的、相对于关系 G 的等价类. E 2 是由： T 决定的、相对于关系 C 2 的等价类.则是的 

—个元素，从而它必定等于£>中含有^的唯一元素 U 类似地， E 2 也一定等于 D . 根据定义， 

&包含 所有使得 〆 :^的 > 仄包含所有使得的元素因此£^=1)=^，结论得证. 

例 3将平面上的两个点的等价定义为它们与原点的距离相等——它们显然具有自反性、 

对称性和传递性，则等价类的族 S 由所有以原点为中心的圆及原点这个单点集组成. ■ 

例 4 将平面上的两个点的等价定义为它们的^坐标相同，则等价类的族是平面上所有平 
行于 x 轴的直线的族. B 

例 S 设 Z 为平面 上与: yz — i 平行的所有直线的族，则 Z 是平面的一个分拆，因为平面 

的任意点都在一条这样的直线上，并且不同的两条直线 无交. 分拆 Z 是由平面上的以下等价关 
系所产 生的： 如果 • r Q +3 f o = ii +： Vi ，则点 （ r 。， ： y 。） 与（:^，： yi ) 等价. ■ 

例6 设/为平面上所有直线的族，则/不是平面的一个分拆，因为/的不同元素未必无 
交，两条不重合的直线也可能相交. ■ 

序关系 

集合 A 中的一个关系 C 称为 序关系 （ order relation ) (或全 序 （simple order ) ， 线序 （linear 
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order )) ,如果满足下列 性质： 

(1) ( 可比较性）对于 A 中满足的每个工和或者: rCy ， 或者 yCi 

(2) ( 非自反性） A 中没有: r , 使得: rCx 成立. 

(3) ( 传递性)若: rCj 并且 〆 >，则: cCz . 

请注意，性质 （1) 本身并不排除 A 中可能有某元素偶对: T ， >使工 Cy 和; yC : r 都成立（因为 
“或”的含义是“一个或另一个，或者一个及另一个”).但是与性质 （2) 与 （3) 合在一起，就排除 
了这种可能；因为如果 xCj 和 yC : r 都成立，由传递性得到: rC : r , 这与非自反性矛盾. 

例7考虑由实直线上所有满足的实数对(工， W 组成的关系.这是一个全序关系， 
称为实直线上的“通常的全序关系下面是一种在实直线上不太为人所熟悉的全序关 系：当 
/ 或者当 P = y 并且:时，有: rCy . 可以验证这是一种全序 关系. ■ 

例8仍考虑例1中给出的人与人之间的关系，血缘关系 B 不满足全序关系的任何性质， 
关系 S 仅仅满足性质 （3). 后代关系比较好，它满足性质 （2) 与（3)，但仍不满足可比较性.对 
于在数学中常常出现的满足性质 （2) 和 （3) 的关系，给它一个专门的名字，称之为严格偏序关 
系.我们以后将研究它（参见第11节）， ■ 

正如用波纹号〜表示等价关系那样，“小于”符号“<”往往用来表示一个全序关系.用这个 
记号，就可以把一个全序关系的性质 写成： 

(1) 若: c #; y ， 则或者 x <： y ， 或者: yO . 

(2) 若: r < y ， 则: c #： y . 

(3) 若 x<：y 并且: y < z ， 则 x < z . 

我们把“或者或者 x = y ’ 论断用记号表示，“工 < y ’ 论断用 表示. 我们用 
x < y<z 表示“ : r< : y 和 y < z ". 

定义若 X 是一个集合， 〈为 X 上的一个全序关系.对于 a <6， 我们用记号 ( a ， W 表示集合 

{x | a < x < 6} , 

并且称之为 X 中的一个 开区间 （open interval ). 如果这个集合是空集，则称 a 为6的紧 接前元 
(immediate predecessor ) ，6为 a 的紧 接后元 （immediate successor ). 

定义 设 A 和 B 是分别有全序关系 < A 和 〈 b 的两 
个 集合. A 和 B 称为 序型 （order type ) 相同的，如果在 

它们之间有一个——保序对应，也就是存在一个——对 
应/: A -^ By 使得 

di < A a 2 => /(ai ) < B /(a 2 ). 

例 9 实数区间 （一 1， 1) 与实数集 R 的序型相同， 

可以验证，由下式 

/(•X) = 2 

丄 一 X 

所给出的函数/: (一 1, 1)— R 就是一个一一保序对 
应.函数的图形如图 3. 2所示. ■ 

例10 R 的两个子集 A ={0} U (1, 2) 与[0，1)= 



图 3. 2 
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U I 0< x < l } 有相同序型.由下式 

/(0) = 0， 

fCx ) = x — 1， x 6 d >2) 

所定义的函数/: A — [0, 1) 就是所要求的保序对应. ■ 

下面是定义全序关系的一种有趣的方式，它在以后的例子中将会用到. 

定义 设 A 和 S 是分别有全序关系 < A 和<3的两个 集合. AXB 上的全序关系定 义为： 
当 a x < A a 2 或者当 a x = a 2 并且时， 

X <C X 6 2 . 

它称为 AXB 上 的字典序关系 （dictionary order relation ). 

可以分成几种情形来验证这是一个全序关系，请读者自己完成. 

我们选择这个术语的理由是易于理解的，因为定义<的法则与在英文字典中字的排序法则 
是一样的.给定两个英语单词，首先比较它们的首字母，则单词的顺序就可以根据它们的首字 
母在字母表中出现的次序来决定.如果它们的首字母相同，再比较它们的第二个字母，并且相 
应地决定其顺序.以此类推. 

例11考虑平面 RXR 上的字典序.在这个全序关系下，点 f 小于经过 p 的竖直线位于 
上方的任意点，也小于位于这条竖直线右边的任意点. _ 

例12考虑具有通常的全序关系的实数集[0, 1) 及正整数集 Z +， 赋予 Z + X [0, 1) 字典 
序，则 Z + X [0, 1) 与非负实数集的序型相同，函数 

fin X 0 = n + t — 1 

就是所需要的 一一 保序对应.另一方面，具有宇典序的集合[ 0 , l ) xz + 则有完全不同的序型. 
例如，这个全序集的每一个元素有一个紧接后元.这些集合如图 3. 3所示. 




/T\ 


山 


/T\ 




山 


Z + X[0,1) 


图 3. 3 




[0 ， 1>XZ + 



或许你已经知道实数有一个“上确界性质”，对于任意一个全序集也可以定义这个性质.首 
先，给出下面一些预备定义. 

设 A 为具有全序关系<的集合. A 。 为 A 的一个子集 • 如果 66 A 。 并且对于任意 xeA 。 有 
x <6， 则称元素 6 为 A 。 的 最大元 （largest element ). 类似地，如果 a 6 A 。 并且对于任意: A 。 
有则称元素 a 为 A 。 的 最小元 （smallest element ). 容易看出， 一 个集合最多有一个最大 



20 


集合论与逻辑 


元，也最多有一个最小元. 

满足以下条件时，我们说 A 的子集 A 。 是有 上界的 （bounded above): 如果存在 A 的一个 
元素6，对于任意有 x <6， 元素 6 称为 A 。 的一 个上界 （upper bound). 如果 A D 的所 
有上界的集合有一个最小元，则称它为 A 。 的 上确界 （least upper bound ， supremum) ， 记作 
supAo. 上确界可以属于 A 。， 也可以不属于 A 。. 如果它属于 A q ， 就是 A 。 的最大元. 

类似地，我们说 A 。 是有 下界的 （bounded below ): 如果存在 A 的一个元素 a ，使得对于任 
意 : cGA 。， 有元素 a 称为 A 。 的一 个下界 (lower bound ). 若 A 。 的所有下界的集合有一 
个最大元，则称它为 A 。 的 下确界 （greatest lower bound ， infimum ), 记作 infA 0 . 下确界可以 
属于 A 。， 也可以不属于八.如果它属于 A 。 ，就是戊的最小元. 

现在定义上确界性质. 

定义 如果全序集 A 的每一个有上界的非空子集 A 。 必有上确界，则称 A 具有 上确界性质 
(least upper bound property). 同样，如果全序集 A 的每一个有下界的非空子集 A 。 必有下确 
界，则称 A 有下确界性质 （greatest lower bound property). 

作为习题，请读者 证明： A 具有上确界性质当且仅当它具有下确界性质. 

例 13 考虑具有通常的全序关系的实数集 A =( — 1， 1). 已经假定实数具有上确界性质， 
那么这个集合具有上确界 性质. 事实上，任意给定一个 A 的有上界的子集，其上确界（在实数 

中）必定在 A 中. 例如， A 的子集|一— | j 虽然没有最大元，但在 A 中有一个上确界 0. 

另一方面，集合丑=( 一 1 ， o ) u ( o , 1 ) 不具有上确界性质.例如，子集^ | nez + j 以 

CO , 1) 中任意元素为其上界，但是它在 B 中没有上确界. ■ 

习题 

等价关系 

1. 对于平面的两个点 Or 。， 》。）和(^，％)，当 = d 时规定它们是等价的 • 验证这 
是一个等价关系并给出等价类. 

2. 设 C 为集合 A 中的一个关系， A q CA . C 在 A q 上的限制定义为关系 Cfl ( A D XA 。）. 证明等 
价关系的限制是一个等价关系. 

3. 这里给出任何满足对称性和传递性的关系也满足自反性的一个“证 明”： “因为 C 有对称性， 
由辱出 6 Ca . 因为 C 有传递性，由及得出证毕.，，请找出其中的错误. 

4. 设/: A — B 是一个满射.用 

/( a 0 ) = /(aj 

定义 A 中的一个关系 a 。〜 ai . 

( a ) 证明这是一个等价关系. 

(10 设 A # 为等价类的集合 . 证明在 A* 与 B 之间有一个 一一 对应 . 

5. 设 S 和 S ' 为平面的两个 子集： 

S = {( x ， y ) I : y = i + l 和 

S ’ = U 工， y ) \ : y — 工是 一 个整数 }. 
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( a ) 证明 S ' 是实直线中的一个等价关系并且 S '^ S . 给出 S ' 的等价类. 

( b ) 证明，对于集合 A 上的等价类的任意一个族，其交也是 A 中的一个等价关系. 

(c) 给出实直线中的一个等价关系 T， 使之成为实直线中包含 S 的所有等价关系的交 • 写出 
: T 的等价类. 

序关系 

6. 定义平面中的一个关 系为： 当: y 。 一 dC %— ， 或当: yo _： r?=：yi — x ? 并且 々 Cxn 时 

( 工 0 ， : vo) < ( 工 1 ， : yi). 

证明这是平面上的一个全序关系，并给出几何解释- 

7. 证明： 全序关系的限制是一个全序关系. 

8. 验证例7中定义的关系是一个全序关系. 

9. 验证字典序是一个全序关系. 

10. ( a ) 证明例9中的映射/: (一1， 1)— R 是保序的. 

( b ) 证明由 〆 30 = 2 y/[l + ( l +4 y ) 1/2 ] 所定义的函数 R — (―1， 1) 既是/的左逆又是 
/的右逆. 

11. 证明： 全序集的一个元素最多有一个紧接后元，也最多有一个紧接前元. 证明： 全序集的 
一 个子集最多有一个最小元，也最多有一个最大元. 

12. 设 Z + 表示正整数集.考虑 Z + XZ + 上的下列全序 关系： 

( i ) 字典序. 

<^)当*1：。一：>； 0 <0： 1 —3^，或当： c 。一 义并且： vo<：yi 时，（工。，： Vo)<(*ri， ： yi). 

( iii ) 当 • ro + jyoCA + M ，或当 x 。+： y 。+： y ! 并且: y。<：yi 时， （ x 。 ， 3 » 0 )<(^i > : Vi ). 

在这些全序关系 7 中，什么元素有紧接前元？这个集合有一个最小元吗？证明这三个序 
型互不相同. 

13. 证明下述 定理： 

定理如果一个全序集 A 具有上确界性质，则它也具有下确界性质. 

14. 若 C 为集合 A 中的一个关系，定义 A 上一个新的关系 D 为： 当 ( a ， WGC 时，（6, a )6 D . 
U ) 证明： C 有对称性当且仅当 C = D . 

( b ) 证明： 若 C 是一个全序关系，则 D 也是一个全序关系， 

( c ) 证明习题13中那个定理的逆定理. 

15. 假定实直线具有上确界性质. 

( a ) 证明集合 

[0,1] = {x | 0 ^ x ^ 1} , 

[0,1) = {x | 0 ^ x <1 1 } 

具有上确界性质. 

( b ) 在字典序下的[0， 1] X [0, 1] 具有上确界性质吗？对于[0， 1] X [0, 1) 呢？对于 
[0， 1) X [0, 1] 呢？ 
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4整数与实数 

迄今我们所讨论的可以说是拓扑学的逻 辑基础 ——集合论的一些基本概念.现在转人讨论 
它的数 学基础 ——整数与实数系.相关的内容在前几节的例题和习题中已经非正式地使用过， 
现在需要给予正式处理. 

建立这些基础的一个办法是，仅仅应用集合论公理来 构造实 数系，也就是说，赤手空拳地 
干*这样处理问题要花费很多时间和精力，并且其中逻辑的味道远远超过数学. 

第二种方法比较简单，它假定已有关于实数的一些公理，从这些公理出发进行讨论.本节 
大体上就是这样处理实数的.准确些说，我们将给出关于实数的一些公理，并且指出如何从这 
些公理出发导出整数和实数的一些熟知的性质，但是，大部分证明将留作习题.如果你以前已 
经见过相关的内容，那么我们的讨论将会加深你的理解.如果你不知道，那么把这些习题详细 
地做一遍，将会加强你在数学基础方面的知识. 

首先，我们将要用到集合论中的一个定义. 

定义集合 A 中的一个二元运算 （binary operation ) 是将 AX A 映到 A 中的一个函数 /. 

对于集合 A 中的二元运算/，往往使用一种与第2节引进的标准函数记号不同的记号.函 
数/在点 U ， 处的值不用 / U ， a ，）， 而是把函数符号写在点的两个坐标中间，即用 a / V 来 
表示运算的值 • 与关系的情形一样，今后也经常使用一些不同于字母的符号来表示一个运算. 
常用的符号有加号（ + )、乘号（•）和（。），以及星号 （*) 等等. 

假定 


我们假定有一个称之为实数 （real numbers ) 的集合 R ，在] R 上有分别称之为加法运算和乘 

法运算的两个二元运算+和 • ，以及 R 上的一个全序关系<，它们具有以下 性质： 

代数性质 


( 1 ) (: t : + ： y)+z = : c+(：y + 2 ：) 和 （: c • _ y ) • z = x • (y * z ) 对于 R 中的所有 x ，： y , 2 ： 成立. 

(2) x + y=y + x 和 x • • x 对于 R 中的所有 X ， y 成立. 

( 3 ) R 中有唯一的一个元素，称为零 （ zero )， 记作0,它使得对于所有: r € R ， x +0 = x . 

R 中有唯-■个不是0的元素，称为 一（ one )， 记作1，它使得对于所有 : r 6 R ，x • l = x , 

( 4 ) 对于 R 中每一个 X ，存在 R 中唯一的 一个： y ， 使得：*；+3； = 0 ; 对于 R 中每一个: r 关0，存 

在 R 中唯一的 一个: V ，使得2 = 

(5) x •(: y + z ) = (:c * ： y ) + (z • 幻对于所有 J ，： y ， 成立. 

代数与序的混合性质 

(6) 若义〉…则 x + z >>4- z . 

若 和 z 〉0， 则 o : • z>y • z . 

序性质 

( 7 ) 全序关系< 具有上确界性质. 

(8) 若: c <3 N 则存在一个元素 L 使得: T < Z 和 

根据性质 （1) 〜（ 5 )即可得到熟知的“代数定律给定^:，用记满足 = 0 的数 
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y . — j 称为工的负元 (negative element ). 我们通过公式 z — — 工）定义减 法运算 

(subtraction operation ). 类似地，对于 : c ^0， 用 l/i 记使得 : c •: y=l 成立的数: y ，1 /x 称为 : r 
的倒数 （ reciprocal ). 我们通过公式; = z • ( l /: c ) 定义商 （ quotiend 常用的符号法则以及 
分数的加法与乘法法则都可以作为定理推出来.这些代数定律写在本节末尾的习题1中.工 
常简单地记为 

将性质 （6) 与性质 （1) 〜 （5) 合在一起，可以证明通常的“不等式法则”，比如 

若 和2<0,则 

-1<0 和 0<1. 

所有不等式法则写在习题2中. 

若 x > 0 ,则定义 > r 为正数 （ positive number ); 若工 <0， 则定义 为负数 （negative 
number ). 全体正实数记作 R 十，全体非负实数记作(理由将在后面说 明）. 性质 （1) 〜 （6) 是 
近世代数中熟知的性质.具有两个满足性质 （1) 〜 （5) 的二元运算的任何集合，在代数学中称为 
一个域 ( field ), 具有满足性质 (6) 的全序关系的域，称为一个 有序域 (ordered field ). 

另一方面，性质 （7) 和 （8) 是拓扑学中熟知的性质，它们仅涉及全序关系，具有满足性质 
(7) 和 （8) 的全序关系的任何集合，在拓扑学中称 为线性连续统 （linear continuum ). 

将关于有序域的公理(性质 （1) 〜 （6)) 与关于线性连续统的公理(性质 (7) 和 （8)) 合起来，发 
现有些结果重复了.特别地，性质 （8) 可以由另外几个性质推证 出来； 对于能够证明 
z=(x + y)/(l + l ) 满足性质 （8) 的条件.因此，在实数理论中，仅将性质 （1) 〜 （7) 作为公理假 
设，而将性质 （8) 作为一个定理.我们之所以在实数的基本性质中还要提到性质（8)，那是为了 
要 强调： 性质 (8) 和上确界性质是实数中全序关系的两个主要性质.从它们可以导出 R 的许多 
拓扑性质，在第3章中将会看到这一点. 

在这一系列性质中，并没有告诉我们什么是整数.现在我们仅仅用性质 （1) 〜 （6) 来定义 
整数. 

定义 实数集的一个子集 A 称为 归纳的 （ inductive), 如果它包含着数1，并且只要 x€A 
则必有 x + lG A. 设 A 为 R 中所有包含 1 的归纳子集的族. 正整数 （positive integer) 集 Z + 定 
义为 


Z + = f ] A . 

注意，正实数集 R + 包含1并且是归纳集（若: r >0， 则 : c + l >0), 于是 R + 属于因此 
Z + CR +， Z + 的元素都是正数，这正是我们选用这个术语的原因.因为所有实数: r ( x > l ) 的集 
合是归纳集并且包含1，所以1就是 Z + 的最小元. 

从这个定义出发不难得出 Z + 的基本 性质： 

(1) Z 十是归纳集. 

(2) ( 归纳原理)若 A 是包含1的正整数的一个归纳集，则 A = 

整数 （ integer ) 集 Z 定义为由正整数 Z +、 数0及 Z + 中元素的负数组成的集合.可以证明两 


①本段落中，在定义倒数和商时，应当要求 x 关0,这一点原著中遗漏了.一-译者注 
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个整数的和、差、积是整数，但其商未必是整数.整数的商的集合 Q 称为 有理数 （rational 
number ) 集. 

可以证明：对于给定的整数 n ， 不存在满足 n < a < n + l 的整数 a . 

若 n 是一个正整数，我们以 S n 表示所有小于 n 的正整数的集合，称作正整数的一个截 
( section ). 那么，&为空集， S „ +1 为从1到 n 的所有正整数所组成的集合.在后续讨论中，我 
们将使用记号 

{1 ， 2,…，” } = S^-i. 

以下将要证明的两条性质大家未必很熟悉，但它们却非常有用.可以将其理解为归纳原理 
的另一种表现形式. 

定理 4. 1 [良序性质 （ well-ordering property )] Z + 的每一个非空子集有一个最小元. 

证 我们首先证明下述论断成立： 对于每一个 n 6 Z +， {1， …， n } 的每一个非空子集有最 

小元. 

设 A 是使上述论断成立的所有正整数 n 的集合，则 A 包含 1. 这是由于 rz = l 时， {1, …， 
n } 仅有的非空子集是集合 {1} 自身，其次，设 A 包含 〃， 我们证明它包含 n +1. 为此，设 C 为 
{1，…， n +1} 的一个非空子集.如果 C 由一个元素 n + 1 组成，那么这个元素就是 C 的最小 
元.如果 （:多 于一个元素，考虑非空集 CflU ， …， n }. 因为 n 6 A , 这个集合有一个最小元， 
它自然也就是 C 的最小元.于是 A 为包含1的归纳集，所以 A = Z +, 这就证明了对于所有 
nez + 论断为真. 

现在证明 定理. 设 D 为 Z + 的一个非空子集.在 D 中取一个元素 n , 则集合 A = Dfl 
{1， …， 幻非空，从而 A 有一个最小元 t 々自然就是£>的最小元. ■ 

定理 4. 2 [强归纳原理 （strong induction principle) ] 设 A 是一个以正整数为元素的集合. 
假定对于每一正整数 n ， 次匚 A 蕴涵则 A = Z 十. 

证 假定 A 与 Z + 不等，那么必定存在一个不属于 A 的最小正整数，记作由于每一小 
于《的正整数属于 A ， 因此 S „( ZA . 但我们的假设蕴涵着 nGA ， 矛盾. ■ 

到现在为止，我们仅仅用到了关于有序域的公理——实数性质 （1) 〜 （6). 什么时候用到上 
确界公理 (7) 呢？ 

可以用上确界公理证明正整数集2 + 在骹中没有 上界. 这是实直线的 Archimedean 有序性 
质 （Archimedean ordering property ). 为了证明这一点，我们假定 Z + 有一个上界，从而导致矛 
盾.如果 Z + 有一个上界，则有上确界 6. 于是存在 《6 Z + ， 使—1 ; 若不然，则 6—1 就是 
Z + 的一个小于6的 上界. 因此 n + l >6, 与6是2 + 的上界 矛盾. 

上确界公理还可以用来证明关于 R 的另一些 结果. 例如用以证明，对于任意正实数 X ， 其 

正平方根的存在唯一性.而这个事实又可以用来证明不是有理数的实数的存在性，一个很 
容易的例子就是数 

我们用符号2表示1 + 1，符号3表示2 + 1等等，就得到正整数的标准符号，按照这个程 
序，每一个正整数都确定了一个唯一的记号，然而，我们永远用不到这一点，也不予以证明. 
关于整数和实数的这些性质，以及后面要用到的一些其他性质，都将在习题中概括. 
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习题 

1. 仅用公理 （1) 〜 （5) 证明 R 的下述“代数定律”： 

( a ) 若 x + ，则: V ^ O . 

(b) 0 • _x = 0. [提 示： 计算 0 + 0)* 了 .] 

( c ) —0 = 0. 

(d) — 

(e) *r (— 3O = — (xy) = ( —1)3/. 

(f) ( — 1) 工 = —x. 

(g) x{y — z}=xy — xz. 

( h ) _ ( j ： + 3 f ) = — x _ y t — ( x _3?) = 一 x + 

( i ) 若 x^O 并且工 •: y = : c，MlJ y=l. 

(j) 若工/。，则 :r/:r = l. 

(k) x/l=x. 

( l ) ： r 尹 0 并且 y^O => xy ^ O . 

( m ) 若: y ， Z9 ^ 0 , 则 （ l / 3 ；)( l / 2 ) = l /(： y2 ：). 

(11)若>»， z ^0 9 则 （ x /： y )(* aV 2：) = ( xuO /(； y 2；). 

(o) 若； y ， 2:7^0 , 贝 ！ 1 ( 工 /y) + ( 切 / 之） =(j ： z~hzvy)/(yz). 

( p ) x^O =>■ 1/ xt ^ O . 

(q) 若 w ， Z 9^0 9 贝! J l/(tc;/2：) = z / w . 

( r ) 若； y ，■«;， z =^0 , 则（ 0 ：/ 30 /( 1 ^/ 2 ) = (工之）/( 3 ^乂 

( s ) 若 y9 ^ 0 9 则 （ ax)/：y = a ( x / 3 ；). 

( t ) 若 y 9^0 , 则 （一: c)/：v = x / — 

2. 应用公理 （1) 〜 （6) 及习题 1 中的那些结论，证明关于 R 的“不等式法 则”: 

(a) x+w^>y^~z, 

( b ) x >0 和 jX ) : t +^ y 〉0 和 x • ; y >0. 

( c ) x >0^=^ — j ：<0. 

(d) — — y, 

(e) :r〉：y 和之 〈0 => xz<Zyz. 

( f ) xy^O =>• x 2 >0 , 其中: r 2 =or • l 

(g) -l<0<l. 

( h ) x ： y >0<^* x 与: y 同为正数或同为负数. 

( i ) j ：>0 l / x >0. 

(j) ^>^>0 =>■ l/x<Cl/y. 

(k) x<C^ ==> x^ix^r y)/ 2 <^y. 

3. ( a ) 证明： 若爲是归纳集的一个族，则 A 中元素的交是一个归纳集. 

( b ) 证明 Z + 的基本性质 （1) 和 （2). 
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4. ( a ) 用归纳法 证明： 对于每一个 „ eZ + ， {1，…， n } 的每一个非空子集有最大元. 

( b ) 说明为什么不能由 （ a ) 推出 Z + 的每一个非空子集有最大元？ 

5. 证明 Z 与 Z + 的下述 性质： 

( a ) a , b ^ Z + ^ a + beZ +t [提 示： 证明对于给定的 a 6 Z 十， 集合 X = {x | R 和 a + xG 

z + } 是一个归纳集 .] 

( b ) a ， 66 Z + =^ - a * . 

( c ) 证明： aeZ + => a -16 Z + U {0}. [提 示： 令 X = { : r | zGR 和 : c —16 Z+U {0} }• 证明 
X 是一个归纳集 .] 

( d ) c，Z c+dG Z 和 c —Z * [提 示： 首先对 d = l 证明结论 .] 

( e ) c ， d^：Z c • . 

6 . 设对于 n 6 Z + 归纳地定义 

a 1 = a , 

a 於 1 — a n • a . 

(关于归纳定义过程的讨论，参见第7节 .） 证明： 对于/ I ， m € Z + 和 a ，beR , 

a n a m = a^ m y 
{a n ) m ^= a nm , 
a m b m = iab、' 

这些称为指 数法则 （laws of exponents ). [提 示： 固定 n ， 对 m 归纳证明上式 .] 

7•设 aGR 并且 a 关 0. 定义 a ° = l . 对于 n 6 Z +， 定义 a— n = l / a n . 证明对于 a ， b 关0以及 n ， 
切 6 Z ， 指数法则成立. 

8. U ) 证明 R 有下确界性质. 

( b ) 证明 inf { 1 / n | 

Cc ) 证明： 对于给定的 a (0< a < l )， 有 inf { a n I nGZ + }=0. [提 示： 令 / i =( l — a )/ a ， 证明 

9 . ( a ) 证明： Z 的任意非空子集若有上界，则有一个最大元. 

( b ) 若 * r 這 Z ，证明恰好有一'个 nG Z ，使得 n 〈 x〈n + l . 

( c ) 若 x — y > l ， 证明至少有一个 n 6 Z ， 使得: 

( d ) 若: y < x ， 证明存在一个有理数2：，使得: y < z 〈: c . 

10. 按照以下步骤证明任意正数 a 恰好有一个正平 方根： 

( a ) 证明，若 o :>0 并且 0</ i < l ， 则 

{x + hY ^ x 2 + / i (2 x + 1) , 

(x — h ) 2 ^ x 2 — h {2 x ) • 

Cb ) 设 x >0. 证明：若： r 2 < a ， 则存在 ； i >0 使得 U + /0 2 < a ; 若 x 2 > a ， 则存在 h >0 使得 
(x —/i) 2 >a. 

Cc ) 给定 a >0， 设 B 为使得 x 2 < a 的所有实数: c 的 集合. 证明 S 有上界并且至少含有一个 
正数.设 6= supB ， 证明 
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( d ) 证明： 若 b ， c 是一个正数并且 Z > 2 = c 2 , 则 6 = 

11. 给定 m 6 Z ， 若 m /2 GZ ， 则称 m 为偶数 （even number ) ，否则称 wx 为奇数 （odd number ). 

( a ) 证明： 若 m 为奇数， 则对于某一个 nGZ ， 有 7 n = 2 n + l . [提 示： 选取 n 使得 《< m /2< 

n +1.] 

( b ) 证明： 若和 g 都是奇数，则 fg 是一个奇数，并且对于任何 n 6 Z + ， ，也是一个 
奇数. 

( c ) 证明： 若 a >0 为有理数，则^1 =饥/«，其中 m ， nGZ + 且不同时为偶数.[提 示： 取 n 

为 {x | x • a 6 } 的最小元 .] 

( d ) 定理. V 5" 为无理数. 


5笛卡儿积 


我们已经定义了两个集合的笛卡儿积 AXB . 现在介绍更为一般的笛卡儿积. 

定义 设4是一个非空集族. A 的指标函数 （indexing function) 是从某一个集合 J 到 A 的 
一 个满射/，其中 J 称为 指标集 （index set). 族 A 连同指标函数/ 一起称为一 个集的加标族 
(indexed family of sets) 或加标集族 （indexed family of sets). 给定 aG J ，集合 /(a) 记成符号 
A a . 这个加标集族本身则记作 

{•Ao * 

读作％取遍/时，所有皋的族”.当指标集自明时，则简单地记为 { A a }. 

注意，虽然要求指标函数为满射，但它不一定要是单射，甚至对于所有的《7^， A a 与 A # 
是為中的同一个集合也是完全可以的. 

指标函数的用处之一便是可以给集合的任意并与交一个新的记号.设/: /—4是4的一 
个指标函数，并且用 A fl 表示/(«)，则定义 

A ff = {x I 对于至少一个 a G J G A a } , 

以及 


P \ A a ^ U \ 对于任意 《 6 J,x e AJ . 

aej 

这就是上面定义的概念的新的简单记号，（由于指标函数是满射）易见，第一个式子是4中 
所有元素的并，第二个式子是 A 中所有元素的交. 

从1到 n 的正整数的集合{1，…， n } 和正整数集 Z + 是两个极为常用的指标集.对于这两 
个指标集，我们引人几个常用 记号. 以{1，…， 《} 为指标集的加标集族记为 { Ai ，…， AJ ， 
其成员的并和交分别 记作： 

八 u … u 和 a , n … n 

对于指标集为 Z + 情形，加标集族记为 { A ,， A 2 ， … 其成员的并和交分别 记作： 

Ai u ^2 u *" 和 a! n n •••- 

定义设 m 是一个正整数 • 对于给定的集合 X ， A ： 中元素的一个 串 （ z ^ tuple ) 定义为 

函数 
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x ： {1，". ， m } - ►兄 

若^■是一个 m - 串，则往往把 jc 在 i 处的值写成符号 Xi 而不记成 jc ( f )， 并称之为 x 的第 i 个坐 
标 （ coordinate) ， 函教 x 本身用符号 

(j ： i ，…，: O 

表不. 

现在设 { Ai ， …， A m } 是一个以{1，…， m } 为指标集的加标集族.令… UA m . 这个加 
标族的笛 卡儿积 （Cartesian product ) ,记作 

m 

J [ A t 或者 Ai X … X A m , 

i = 1 

定义为 X 中元素的所有 m - 串 ^: cj 的集合， 使得对于每一个 z •有 aGA ,. 

例 1符号 AXB 现在有了两种定义.当然有一种定义是早先给出的，它用 AXB 表示所 
有有序偶对 U ， W 的集合，其中 a 6 A ， beB . 第二种定义是刚才给出的，将 AXB , 定义为所 
有函数 jc : {1， 2}— AUB 的集合，其中 x ( l ) eA ， x (2)6 B . 在这两个集合之间有一个明显 
的一一 对应： 有序偶对 U ， 《对应于由 x ( l )=〜 jc (2) = 6 定义的函数 x . 因为用“串记号”这 
种函数 x 通常记成符号 ( a ， 6)，这本身就给出了对应.因此，两个集合的笛卡儿积的这种一般 
定义，从本质上说就是早先的那种定义. ■ 

例 2 笛卡儿积 AXBXC 与笛卡儿积 AX ( BXC )，（ AXB ) XC 之间有多少差别呢？差别 
很小.因为它们之间存在着明显的 一一 对应： 

{ a ， b ， c 、 ^( a ,(6, c )> ， c ). ■ 

定义 给定一个集合 X ，定义 X 中元素的 串 （ artuple ) 为函数 

x : Z + ~~ - X ； 

这种函数也称为 X 中元素的一个序列 （ sequence ) 或一个无穷序列 （infinite sequence ). 若 jc 是一 
个 or 串，则往往把 x 在 t •处的值写成 a 而不写成 x ( z )， 并称之为 x 的第/个坐标 （ coordinate ) ， 
x 本身用符号 

(^1 ，…）或者 

表示.设 { A !， A 2 ， …}是以正整数集作为指标集的一个加标集族， X 为这个集族中所有集合 
之并. 这个加标集族的笛 卡儿积 （Cartesian product ) 记成 

ITa 或者 A x X A 2 X 

tez, 

定义为 X 中元素的所有 o >_ 串 u " m …） 的集合，使得对于每一个“ 

上述定义中，并不要求人两两不同 • 事实上，它们可以取同一个集合对于这种情形， 
笛卡儿积 A : x … XA m 恰为 X 的所有 m - 串的集合，记作；类似地，笛卡儿 
恰为 X 的所有串的集合，记作 X ' 

后面我们还将对任意加标集族定义笛卡儿积. 

例 3设 R 为实数集，则] T 表示实数的所有 m - 串的集合，常称为 m ■维欧氏空间 （Euclidean 
m - space ) (虽然欧几里得从未研究过它）.类似地 ， R “有时称为“无穷维欧氏空间”，它是所有 
实数串（:^，： c 2 , …）的集合，即所有函数 X : Z + —1 R 的集合. ■ 
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习题 

1. 证明： 存在 AXS 与 BXA 之间的一个一一对应. 

2. ( a ) 证明： 对于/ 2 > 1 ，存在 

A X …与 （ A ! X … X u X ; 

之间的一个 一一 对应. 

( b ) 给定一个加标集族 { A " A 2 ， …}，对于每一正整数“记 XA 2 ,, 证明存在 
A , XA 2 X …与玖 XB 2 X …之间的一个——对应. 

3. i ^ A = A 1 XA 2 X — , 

( a ) 证明： 若对于每一个 6 有 B t ( ZA ， 则(严格地讲，如果我们给出的是从 Z + 到所 
有玖之并的一个函数，那么在把它作为从 Z + 到所有 总之并 的一个函数处理时，必须先 
改变其值域.当研究笛卡儿积时，这一点可以忽略 .） 

( b ) 证明： 若 B 为非空集合，则 U ) 的逆命题成立. 

( c ) 证明： 若 A 为非空集合， 则人 为非空集合.其逆命题成立吗？（在第19节的练习中, 
我们将再度提到这个问题 .） 

( d ) AUB 与 A ，」 玖的笛卡儿积之间的关系？ 与的笛卡儿积之间的关系？ 

4. 设 m ， n 6 Z + 并且 X 关 0. ' 

U ) 若给出一个单射/: X m — X \ 

( b ) 给出一个——对应 g : X m XX ”一 X m ' 

( c ) 给出一个单射 / i : X n ^ X \ 

( d ) 给出一个——对应 A : X n XX ^ X w . 

( e ) 给出一个——对应 Z : X - XX ^ X -. 

( f ) 若 ACB ， •给出一个单射 m : 

5. .的下列子集中哪些能够表示成 R 的子集的笛卡儿积？ 

( a ) {jc | 对于所有/，^为整数 }. 

( b ) {x I 对于所有 f ， x ^ i ). 

( c ) {x I 对于所有 z >100, X , 为整数 }. 

( d ) {x I - r 2 = x 3 }. 

6 有限集 

或许你已经知道集合可分为有限集与无限集、可数集与不可数集等类型.然而，在本节及 
下一节中，我们仍要对它们加以讨论，不仅使你完全弄明白这些概念，而且还要讲一些后面将 
会遇到的逻辑学中的问题.首先研究有限集. 

回想一下，如果 n 是一个正整数，用忒表示全体小于 n 的正整数的集合，并称之为正整 
数的一个截.集合就是有限集的样板. 

定义 集合 A 称为 有限的 （ finite )， 如果 A 与正整数的某一个截之间存在一个——对应. 
即： A 称为有限的，如果 A 为空集，或者对于某正整数 n 存在一个一一对应 
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/： A - { 1，… , n ). 

前一种情形，称 A 的基数 （ cardinality ) 为 0; 后一种情形，称 A 的基数为 n . 

例如，集合{1，…， 幻的 基数为 n ， 因为恒等函数是它与自身的一个 一一 对应. 

特别要注意， 我们并没有证明，对于有限集 A，A 的基数由 A 唯一决定. 当然，空集的基 
数为 0. 但就我们所知，可能存在集合 A 与两个不同集合 {1, …， n } 和{1，…， 7 n } 之间的一 
一 对应.这种可能性似乎是荒唐的，好像说两个人“数”一个盒子里的石子，得的结果不同，却 
又都是 正确的 一样.根据我们日常生活中“数”东西的经验，这是不可能的.而事实上，当 n 是 
1，2, 3 这种小的数目时，也很容易验证.但是，如果 n 等于 500 万，要直接证明就难以设 
想了. 

对于如此大的 n ， 凭经验来证实是很困难的.例如，可以做这样一个试验.找一辆满载石 
子的货车，请十个人各自独立地去“数一数”石子的数目.就这个具体问题而言，很难想像他们 
“数”的结果会是一样的.当然，可以断定他们中至少有一个人“数”错了.而这其实是假定了要 
用经验来验证的前面那个关于基数唯一性的结果是正确的.另一种解释就是，在给定的石子集 
合与正整数的两个不同截之间都有 一一 对应. 

实际生活中人们接受第一种解释.“数”东西的经验使我们相信，对于成员个数比较少的集 
合所产生的结论，对于任意大的集合也应该成立. 

然而在数学中（与现实生活不一样）不能轻易相信这样的论断.只有用 一一 对应的存在性， 
而不是依靠具体的“数”，那才是有价值的数学证明.我们马上要证明， 若72关 m ， 则不可能存 
在从给定集合 A 到两个集合{1，…，与{1， …， m } 的两个一一对应. 

关于有限集，还有一些“极其显然”的事实可以用数学加以证明，本节将证明其中的一部 
分，而把其余的留作习题.一个简单的事 情是： 

引理 $.1 .设 n 是一个正整数， A 是一个集合，如是 A 的一个元素.则存在集合 A 与集 

合{1，…， w +1} 之间的一一对应/，当且仅当存在集合 A —{ a 。} 与 { 1，…， w } 之间的'-对 

应 g . 

证要证明两种蕴涵关系，首先假定存在一个 一一 对应 

— { a 0 } - ► {!,■•* , nj . 

那么由下式 

fix ) = g { x ) ,对于 X 6 A — { a 0 } ， 

/(a。）= n+ 1 

所定义的函歡 /: A ― - {1， …， h +1} 就是一个一一对应. 

为了证明其逆，我们假定存在一个 一一 对应 

ft A - ► { 1 , + 1 }. 

如果/恰好把 a 。 映成数 n +1， 事情就容易了.那时，限制映射/ | A — {%}僦是 A _ U 。} 与 
{1，…， n } 之间的一一对应.如若不然，令 /< a Q )=7 n ， q 是 A 中满足 /( a :) =n + l 的点，则 

0 -\ . 由- 


h ( a 0 ) = n + 1， 
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k(ai ) = m , 

h ( x ) = fix ), 对于 x ^ A ~ { a 0 } — {aj} 

定义一个新函数 

h：A - ► {1, ••• ,n + 1}. * 

容易验证 /I 是一个一一对应（参见图 6. 1). 

这就回到了简单的情形，限制映射 /i I A — U。} 就是 A — “。}与{1，…， n} 之间的一 
一 对应. 



图 6. 1 



由这个引理，可得到几个有用的推论. 

定理 6.2 设 A 是一个集合.假定对于某一个 nGZ +， 存在一个——对应/: A — 

{1，…， n }. 设为 A 的一个真子集，则不存在-对应 g : { 1， …， n }• 但是（假定 

0 ) ,必定有一个-■对应 A : ^{1, …， m } 对于某一个 m 〈 w 成立. 

证 当 B = 0 时，由于空集 B 与非空集{1，…，幻之间不存在 一一 对应，所以此时结论显 
然成立. 

我们用“归纳法”来证明定理.设 C 为 Z + 的子集，它由使定理成立的那些整数〃组成.下 
面证明 C 是包含1的归纳集.由此可见。=2+，从而定理对于所有正整数 rt 成立. 

首先证明 n = l 时定理成立.这时 A 仅由一个元素 { a } 组成，它的唯一真子集 B 是空集. 

假定对于 . n 定理成立，证明定理对于 n +1 成立.设/: A — {1，…， w +1} 是一个一一对 
应， B 是 A 的一个非空真子集.在 S 与 A — B 中各取一点〜与根据前面一个引理可见， 
存在一个——对应 

g ： A~ {a 0 } - ^ {1 ，•••，?!}• 

因为 ai 属于 A — U 。} 而不属于 B — U 。}， 所以 B — U 。} 是 A — U 。} 的一个真子集.而已经假定 
了定理对于整数 n 成立.所以 

(1) 不存在一一对应 A : B ~ { a 0 } - ►{ l ， …， n }. 

(2) 或者 B — {和}=0，或者对某一个/ >< n 存在一个一一对应 

k % B ~ { a 0 } -^ { 1，…，/ >}• 

根据前面的引理及 （1) 可得，不存在 B 与 U ， …， n +1} 之间的一一对应.这就是我们要证明 
的前半段.为了证明后半段，注意到如果 B — 松。丨=0，则存在 B 与集合 {1} 之间的 一一 对应， 
如果 B — { a D 〗 参0，应用前面的引理及 （2) 可见，存在 B 与 U ， …， P + U 之间的一个——对 
应. 两种情况都表明，对于某一个 m < n + l ， 在 B 与{1，…， m } 之间有一个 一一 对应.由归 
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纳原理就证明了定理对于所有成立. ■ 

推论 6,3 如果 A 是一个有限集，则不存在 A 与其真子集之间的一一对应. 

证 设 B 是 A 的一个真子集，/: A - b 是一个 一一 对应，则根据假定，对于某 一个〜 
存在一 个一一对应 A —{1， …， ”}• 它们的复合 /― 1 是与 {1 ， … ， n } 之间的一 个一一 
对应.与上述定理矛盾. ■ 

推论 6.4 Z + 不是有限集. 

证 通过 /(«) = n + l 所定义的函数/: —彳 U 便是 Z+ 与其一个真子集之间的一个 

—— 对应. ■ 

推论 6. 5 有限集 A 的基数由 A 唯一决定. 

证 证明设 m < n . 假若存在 一一 对应 

/：A - ► {1，…， tz } , 

g：A ► {1，…， m }. 

则其复合 

貧。广 1 :{]_，•.•，《}- ► { 1，…， m } 

是有限集{1，…， n } 与其一个真子集之间的 一一 对应，与前面的推论矛盾. ■ 

推论 6.6 如果 B 是有限集 A 的一个子集，则 B 是一个有限集.如果 B 是 A 的一个真子 
集，则 B 的基数小于 A 的基数. 

推论 6. 7 设 B 是一个非空集.则下列条件 等价： 

(1) B 是一个有限集. 

(2) 存在从正整数的某一个截到 B 上的满射. 

(3) 存在从 J 3 到正整数的某一个截的单射. 

证 Cl »(2). 由于 B 非空，对于某个〜存在 一一 对应/: {1， …， 

(2) ->(3).若/: {1，…，为满射，用 

. g ( b ) = 广 1 ({6}) 的最小元 

定义一个函数 g : {1， …， n }. 由于/是一个满射，集合非空.根据 Z +的 良序性 

质可见，& ( W 是唯一确定的.由于当时，集合/〃（⑺})与 /^({ Y }) 无交，因此它们的 
最小元一定不同，于是 g 是一个单射. 

(3) >(1).若 g: {1，…，幻是一个单射，则改变 g 的值域可以得到从 B 到{1，…， 

n } 的某子集之间的一个一一对应.根据前面的推论，可见 B 是一个有限集. ■ 

推论 6. J 8 若干个有限集的有限并及有限笛卡儿积是有限集. 

证 首先证 明：若 A 和 B 都是有限集，则 AUB 是一个有限集 • 当 A 和 B 至少有一个是 
空集，结论显然成立.当 A 和 B 都不是空集时，对于某 m 和 《， 存在——对应/:彳1， …， 
m }— A 及——对应 {1, …， n }— B •用 • 

"( z ) = f ( i ) ,i = 1，2 ，.”，m 和 

- h ( i ) = g(i — m )，7: = m + 1，•••，/« + ?? 

定义一个函数 / I : {1， …， m + n }^ A [ JB . 易见， A 是一个满射，所以 AUB 是一个有 限集. 
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其次，用归纳法证明： A , ，…，各个集合的有限性蕴涵着它们的并的有限性.时 
显然成立.假定对于 n —1 命题成立.注意到 A , U … UA n 可以表示成两个有限集 Ai U … 

之并，由上段的讨论，命题成立. 

再次，证明两个有限集 A 和 B 的笛卡儿积是有限集.任意选取 aeA ， 由于 U } XB 的点 
与 B 的点有一一对应关系，所以 U } XB 为有限集.而 AXB 可以表示成具有 { a } XB 形式的集 
合之并，并且此种形式的集合仅有有限个，从而 AXB 为有限个有限集之并，因而是有限集. 
最后，用归纳法 易证： 若每一个 A ; 有限，则笛卡儿积 A t X … XA „ 也是有限集. ■ 

习题 

1. ( a ) 写出所有单射 

/:{1，2,3} — - {1,2, 3, 4}, 

证明它们都不是 一一 对应.（这里给出了基数为3的集合 A 其基数不为4的一个 直接的 
证明 .） 

( b ) 有多少个单射 

/: { 1， …， 8} - ► {1 ， …， 10} ? 

(你会发现我们为什么不试图 直接证 明在这两个集合之间不存在一一对应 .） 

2. 证明： 若 B 不是有限集，并且 BCIA ， 则 A 也不是有限集. 

3 •设 X 为二元素集 {0, 1}. 求出；^与其一个真子集之间的 一一 对应. 

4. 设 A 是一个非空的有限全序集， 

( a ) 证明 A 有一个最大元.[提 示： 对 A 的基数进行归纳 .] 

( b ) 证明 A 具有正整数的一个截的序型. 

5. AXB 为有限集是否蕴涵着 A 与 B 都是有 限集？ 

6. ( 3 )设益={1， 证明： 在沪 （ A ) 与笛卡儿积； C 1 之间存在一个——对应，其中 

X -{0, 为二元素集. 

( b ) 证明： 若 A 是一个有限集，则沪 ( A ) 也是有限集. 

7 . 若 A 和 B 都是有限的，证明所有函数/: A — J 3 的集合是一个有限集. 

7可数集与不可数集 

如同正整数的截是有限集的样板那样，所有正整数的集合 Z + 就 是可数无限集 的样板.本 

节将研究这种集合，还要构造一些既不是有限集也不是可数无限集的集合.这种研究将引导我 
们去讨论“归纳定义”过程的含义. 

定义 一 个集合 A 称为 无限的 （ infinite )， 如果它不是有限集.一个无限集 A 称为 可数无 
限的 （countably infinite ) , 如果存在一个 -对应 

/: A ^ Z +. 

例1所有整数的集合 Z 是可数无限集.容易验证，由 

/( ” )= 广 娜”>。’ 

I - 2n + 1 ，如果 n ^ 0 
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定义的函数/: Z — Z + 是一个——对应 • ■ 

例 2 笛卡儿积 Z + XZ + 是一个可数无 限集. 如果我们用第一象限中的整点表示 Z + XZ + 的元 
素，那么图 7.1 的左边告诉你怎样去“数”这些点.就是说怎样把它们与正整数 一一 对应起来•当 
然图不能作为证明，但它给出了证明的启示.首先，作一个 一一 对应/: Z + XZ + — A ， 其中 A 
是由满足工的点 U ， 30 组成的 Z + XZ + 的子集，/定 义为： 

= Cx + y — I , y). 



图 7.1 


然后作 A 与正整数集之间的一个 一一 对应 A - Z + , 定 义为： 

gix.y') = -y (x — l)x + y. 

我们把 / 和 g 都是 一一 对应的证明留给读者完成.后面将给出 Z + XZ + 是可数无限集的另外一 
个证明. ■ 

定义 一个集合称为 可数的 （ countable ), 如果它是有限集或者可数无限集.一个集合不是 
可数的，就称为不 可数的 （ uncountable ). 

以下定理为我们提供了一个判定集合可数性的常规方法. 

定理 7.1 设 B 是一个非空集，则下列条件 等价： 

( DB 是可数集. 

(2) 存在一个满射/: Z + ^ B . 

(3) 存在一个单射 B ^ Z + . 

证 （1)^(2). 设 B 是一个可数集.如果 B 是可数无限集，则根据定义存在一个——对 
应/: Z +— B ， 从而结论成立.如果 B 是一个有限集，则对于某一个 n > l ， 存在一个 一一 对 
应/ I : {1，…， n }— B (注意 B 关 0). 可以把 A 扩张为一个满射/: Z + ^ B , 其定 义为： 

- I h ( i ) ， 对于 

U ( l )， 对于 i > n . 

从而结论成立. 

(2)，(3).设/: Z + — B 是一个满射 . g: B — Z + 定 义为： 

gib ) - r l ({ bn 的最小元. 

因为/是一个满射，/4({6})非空，所以 g 的定义是确切的.如果 6^6', 集合与 
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/^({ Y }) 无交，它们的最小元不同，因此 g 是一个单射. 

(3) X 1). 设 g: B — Z + 是一个单射，我们要证明 S 是一个可数集.通过改变 g 的值域可 
以得到 B 与 Z + 的一个子集之间的一个——对应.因此只要证明 Z + 的任意子集是可数的，便 
可以证明结论.令 C 为 Z + 的一个子集. 

如果 C 是一个有限集，根据定义它是可数的.因此，我们只需证明 Z + 的无限子集 C 是一 
个可数无 限集. 这个论断是容易理解的.事实上，我们可以将 C 的元素排成一个无穷序列，这 
只需将 Z + 的元素先按通常的顺序排列，然后再“删除 ” Z +中所有不在 C 中的元素. 

以上陈述仅是对证明的轮廓的一个直观说明，严格的证明还须细致的推理分析.我们将作 
为一个引理予以陈述. ■ 

引理 7.2 设 C 是 Z + 的一个无限子集，那么 C 是一个可数无 限集. 

证 我们将构造一个——对应 / i : Z + — C . 釆用归纳法.定义 / i ( l ) 为 C 的最小元，由于 
Z + 的任意非空子集 C 有最小元， 所以； K 1) 是存在的.假定 / i ( l )， …，已有定义，我 
们定义 


hin ) = [C — / i ({ l， …， w — 1})] 的最小元. 

集合 C _/ i ({ l ， …， n — l }) 是非空的，这是 因为： 如果它是空集的话， / i : {1, …， n ~ l}^C 

便是一个满射，（根据定理 6. 7) C 成为有限 集了. 所以 Mn ) 的定义是确 切的. 根据归纳法，对 
于所有 h ( n ) 有定义. 

容易证明/ I 是一个单射.当 m < n 时，注意 / i ( m ) 属于集合 / i ({ l ， …， n -1}), 根据定义 
不属于这个集合.因此 h ( n )^ h ( m) t 

为了证明 A 是一个满射，令 c 为 C 的任意一个元素，我们证明 c 在 A 的像 集中. 首先注意到 
/i(Z + ) 不可能被包含在有限集{1，…， c} 中，这是由于 《 Z +) 是无限集 （/i 是单射).因此在 Z +中 
有一个元素/ 2 ，使 h ( n )> c . 令 w 是 Z + 中满足的最小元，于是对于所有 i < m ， 总有 
hdXc , 所以 c 不属于集合 ； K {1， …， m —1}). 由于 A ( m ) 定义为集合 C — 办（{1，…， m —1}) 
中的最小元，从而 MmXe . 两个不等式合起来就得到要证明的 A ( m )= c . ■ 

在上述定理的证明中，有一处用到了逻辑学的一个原理 • 当时我们说“应用归纳原理 ，，对 所 
有正整数〃定义了函数 / i . 你可能以前见过这样的论证，并且当时不曾对它的合法性有所怀 
疑.在第4节的习题中定义^”时，我们自己就曾经使用过. 

但这里有一个问题.毕竟归纳原理只 表明： 当 A 是包含正整数集的一个归纳集时 ， A = 
Z +. 但是，在使用这个原理“根据归纳法”证明一个定理的时候，在一开始就说“设 A 是使得定 
理成立的所有正整数71的集合”，然后回过头来证明 A 为归纳集，从而 A 等于 Z +. 

可是，在上面的定理中，我们没有真正用归纳法证明一个定理，而只是用它定义了一些东 
西.那么我们应该如何着手证明呢？能不能在开始时就说“令 A 是使函数/ I 有定义的所有整数 
”的集合”呢？那是不妥当的，因为在证明之初，符号/ I 并没有意义.它的意义只是在证明的 
过程中才出现.因此，先定义一些东西就十分必要了. 

这样我们就需要有另一个原理，称之为 归纳定义原理 （principle of recursive definition ). 
在前面一个定理的证明中，我们希望能肯定下面的 事实： 
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给定 Z + 的无限子集 C ， 存在唯一的函数 M Z +— C ， 满足 条件： 

h ( l ) = C 的最小元， 

h (0 = [C — …， i —1})] 的最小元，对于所有 1. (*) 

公式 （* ) 称为 h 的 一个归纳公式 （recursion formula ) ，它定义了函数 h . 根据这样的公 式给出 
的定义 称为归纳定义 （recursive definition ). 

在我们试图归纳定义某件事的时候，就会遇到逻辑上的困难.并不是所有归纳公式都有意 
义，例如，归纳公式 

h ( J ) = [C —/ i ( {1 ，…， f + 1})] 的最小元 

就自相矛盾，虽然 Mi ) 必须属于集合…，；+1})，公式却说它不属于这个集合.下面 
这个例子也是经典的 悖论： 

塞维利亚 ® 的理发师给塞维利亚的每一个不给自己剃胡子的人剃胡子.那么谁给理发师剃 
胡子呢？ 

在这句话里，“理发师”出现了两次，一次在短语“塞维利亚的理发师 ”中， 另一次是作为 
“ 塞维利亚人”集合中的一个成员，被理发师剃胡子的人的定义是归纳的.但这个定义是自相矛 
盾的. 

然而，有些归纳公式是有意义的.特别地，有以下原理. 

归纳定义原理 （principle of recursive definition ) 设 A 是一个集合.给出一个 公式： 定义 
Ml ) 为 A 的唯——个的 元素. 对于 f>l 定义 / i ( i ) 为 A 的这样唯——个的元素，它仅与 /I 在小 
于 i 的正整数时的值有关，这个公式便决定了唯一的一个函数 / i : Z + — A . 

这就是我们在证明引理 7. 2时实际用到的原理.如果读者愿意的话，可以直接相信它是对 
的. 当然它也能用归纳原理加以严格 证明. 下节将给出更精确的描述，并且指出如何予以证 
明-数学家们很少专门援引这个原理.他们更愿意像在引理 7. 2的证明中那样，当确实要用到 
归纳定义原理时，再设法用“归纳原理”来定义一个函数.为了避免过分迂腐，本书也遵从这个 
惯例. 

推论 7. 3 可数集的子集是可数的， 

证 假定 ACB ， 其中 B 是一个可 数集. 那么，存在一个从 B 到 Z + 的单射/,而/在 A 
上的限制即为从 A 到 Z + 的一个单射. ■ 

推论 7. 4 集合 Z + XZ + 是可数无限的. 

证 根据定理7.1，只要构造一个单射/: Z 十 XZ +— Z +. 将/定义为 

/( n ， m ) = 2 rt 3 m . 

容易验证/是一个单射.假定 2”3 m = V 3 9 ， 当 n < p 时，有 3 m = 2^”3 9 ， 这与3〃对于所有 m 都 
是奇数这一事实相矛盾，因此 ， n = p ， 从而 3 ffl =3\ 如果 m < g ， 则1 = 3 9 -' 又导致矛盾， 

因此 ， m = q . ■ 


①塞维利亚 （ Seville ), 西班牙西南部的一个城市.——译者注 
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例3正有理数集 Q + 是可数无限的.可以用公式 

g(n ， m) = m/n 

定义一个满 射发： Z + XZ +— Q +. 由于 Z + XZ + 是一个可数集，所以有一个满射/: Z +— Z+X 
z + . 于是复合&。/ : Q + 是一个满射.因此 ， Q + 是可数集.由于 Q + 包含着 Z +， 它当 

然也是无限集.有理数集 Q 是可数无限集的证明留作习题. ■ 

定理 7 .S 可数集的可数并是可数的. 

证设为可数集的一个加标族，其指标集/为彳1，…， JV } 或 Z + . 为方便起见， 
还假定每一个集合非空——这种假定并不影响结论的一般性. 

因为每一个 A „ 是可数的，故对每一个”可以选取一个满射/„: Z + — A „. 类似地，可以 
选取一个满射 Z +—/. 用 

hXk ， m) = f g{k) (m) 

定义函数 

": Z 十 XZ+ ― -U A n . 

容易验证/ I 是一个 满射. 因为 Z + XZ + 与之间有一个——对应，根据定理 7. 1即得出并的可 
数性. ■ 

定理 7. 6 可数集的有限积是可数的. 

证 我们首先证明两个可数集 A 和 B 的积是一个可 数集. 若 A 或 B 是空集，结论是显然 
的.若 A 和 B 都不是空集，可选取两个满射/: Z + — A 与 g : Z + — a 于是用 / i ( n ， m )= 
(/(«)， 〆 讲 ）） 定义的函数 A : Z + XZ + — AXB 是一个满射，因此 AXB 是可数的. 

以下对一般情形进行归纳.假定当每一个 A , 可数时， AiX … XA n — i 可数，证明对于积 
Ai X … XA „ 同样的结论成立. 

首先注意，存在一个用 

g (: T" … ， X„) = ((X! Th) ， : C„) 

定义的 一 ' 一 '对应 

X … X A n — > ( A ! X … X A “） X A „. 

因为根据归纳假定 A t X … XAt , 是可数集，根据假定是可数的，上段已证这样的两个集合 
的积是可数集，所以 AiX … XA „ 也是可数的. ■ 

如果能论断可数集的可数积是可数的，那就太好了，可惜这个论断并不成立. 

定理 7.7 设 X 表示二元素集{0， 1}. 那么集合 X "不可数. 

证 我们证明，任意函数 

g.z + — 卜 X、 

都不是满射.为此，将 g («) 表示成 

^"( W ) (工 nl ，'^ n 2 ，工 n 3 ， ••• ，工 nm ， •..) ， 

其中每一个％为0或 i . 然后定义的元素: ： y 2 ，…，％…），使得 
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_ 0，如果；=1， 
yn 1，如果 = 0, 

(如果我们 把数& 排成一个矩形方阵，那么其中元素总在这个方阵的对角线上，我们选取 ：V 
使其第„个坐标不同于对角线上的 ) 

于是，： V 是 X - 的一个元素，并且 y 不在 g 的像中 . 对于给定的 n ， 点 与点: V 至少有 
一 个坐标（不妨设它是第〃个坐标）不相同.这证明 g 不是满射. ■ 

笛卡儿积{0, 1”是不可数集的一个例子.下面的定理是说明沪 （ Z +) 是不可数集的另一个 
例子. 

定理 7 .8 设 A 是一个集合.那么不存在单射 ^( A )— A , 也不存在满射 A — 
沪 （ A). 

证一般说来，若 B 非空，则单射/: C 的存在蕴涵着满射 C — B 的存在.我们可 

以对/像集中的每一个 c 定义^(。二/- 1 ^)，而对于 C 的其余点随意定义它在 g 下的像. 

因此，我们只要证明对于任何一个给定的映射 g : A — 沪 （ A )， g 不是满射.对于任何一 
个点 aGA ， a 的像 gU ) 为 A 的子集，它可能包含 a ，也可能不包含 a . 令 B 为 A 中所有使 
g ( a ) 不包含 a 的点 a 组成的子集，即 

B = {a \ a ^ A — g(a)}. 

B 可能为空集，也可能为整个 A , 这是没有关系的.可以认定 B 是 A 的一个子集，它不在其 
的像中.假定对于某个 a Q GA，B = g ( a 0 ). 试问， a D 是不是一定属于 B 呢？根据 B 的定义， 

a 0 6 B <=> a 0 6 A — giao ) a 0 ^ A — B . 

在任何情况下都导致矛盾. ■ 

现在已经证明了不可数集的存在性.但是还没有提到我们最熟悉的一个不可数集——实数 
集.你可能以为 R 的不可数性已经证明过了.如果假定任意实数可以用一个无限十进制数来表 
示的话（规定在表示式的最后不允许有无限多个 9) ，那么改变一下定理 7. 7证明中用过的对角 
程序，就可以证明实数的不可数性 • 但是，这个证明在有些方面不十分完善， 一 个原因是实数 
的无限十进制表示并不是公理的简单推论，它需要费大力气去证明.另一个原因是 R 的不可数 
性实际上并不依赖于 R 无限十进制展开，也不依赖于 R 的任何代数性质，它仅与 R 的序性质有 
关. 我们将晚些时候(第27节)用 R 的序性质来证明 R 的不可数性. 

习题 

1. 证明 Q 是可数无限集. 

2, 证明例1和例2中的映射 f 与 g 都是一一对应. 

3■设 X 为二元集合{0, 1}. 证 明在沪 （ Z +) 与笛卡儿积之间有一个一一 对应. 

4. (a) —个实数: r 称为（在有理数集上）是代数的 （ algebraic), 如果它满足某一个具有有理系数 
A 的正次数的多项式方程 

x n + + *•• + aix + a 0 — 0. 

假定每一个多项式方程仅有有限个根，证明代数数的集合是可数集. 

(b) 如果一个实数 x 不是代数的，它称为超越的 （ transcendental). 在实数集合是不可数的假 


7 可数集与不可数集 39 


定下，证明超越数的集合是不可数的.（令人吃惊的是，我们熟悉的超越数仅仅只有两 
个： e 和而证明它们是超越数却相当不容易 .） 

5. 判定下述每一个集合是不是可数的，并说明理由. 

( a ) 所有函数/: {0, 1}— Z + 的集合九 

( b ) 所有函数/: {1，…，的集 合艮. 

( c ) 集合 C = U 氏. 

( d ) 所有函数/: Z +— Z + 的集合 D . 

( e ) 所有函数 /: Z + —{0, 1} 的集合 £：. 

( f ) 所有“终端为0”的函数/: Z + — {0, 1} 的集合 R [如果存在正整数 JV ， 使得对于所有 
n > N ， /( w ) = 0， 则称 / 是 终端为 OCeventually zero ) 的 .] 

( g ) 所有终端为1的函数/: Z +— Z + 的集合 G . 

( h ) 所有终端为常值的函数/: Z +- Z + 的集合 

( i ) Z + 的所有二元子集的集合 I . 

( j ) Z + 的所有有限子集的集合入 

6. 如果在集合 A 与 B 之间有 一 个 - ■对应，则称 A 和 B 具有相同 的基数 （same cardinality ). 

( a ) 证明： 若 BCA 并且存在一个单射 

fiA — > B , 

则 A 和 B 具有相同的基数.[提 示： 定义 Ai = A 和仏=江对于 n>l ， 定义 A„ = 
/(A„— 。和艮二/⑺^).(又是归纳定义！）注意 Ai〕 艮 =)A 2 =)B 2 二) A 3 =) ….根据 

7/ 、 ( fU ) 若对于某 n 有 : c e A „ —氏， 

h { x ) = ^ _ 

U 其他情形 

定义函数 / I : A — B _] 

( b ) 定理 （ Schroeder-Bernsteirx 定理）如果存在单射 /: A—C 及 g : C — A ， 则 A 与 C 具有 
相同的基数. 

7_证明习题5中的集合 D 与£的基数相同. 

8•设 X 表示二元素集 {0, 1}，忠为 X - 的所有可数子集的集合.证明与 忠具有 相同的 
基数. 

9. U ) 归纳公式 


办 （1) = 1 ， 

/i(2) = 2, ( * ) 

h ( n ) = \_ h{n + I )] 2 — \_ h{n — I )] 2 ， 对于 n >2 

不符合归纳定义 原理. 但是可以证明确实存在一个函数 M Z + — IR ， 满足这个公式. 
[提 示： 改写（*)，使原理适合并且要求 A 为正的 .] 

( b ) 证明 （ a ) 中的 （* ) 不唯一决定 /!• [提 示： 如果 / i 是满足 （*) 的一个正函数，对于 
令/(£)=«£)，而令 /(3) = —/ K 3).] 




40 第 1 章 集合论与逻辑 


( c ) 证明： 任何函数 / i : Z +— R 都不满足归纳公式 

/ i ( l ) = 1, 

h (2) = 2, 

hin ) = [/ i(n + l )] 2 + [/ i(n — l )] 2 ? 对于 n >2. 


# 8 归纳定义原理 

在讨论归纳定义原理的一般形式之前，首先证明它的一个特殊情形——引理 7. 2的证明中 
用到过这种情形.它有助于对一般情形的讨论，使证明中的关键思路更为清晰. 

为此，给定 Z + 的无限子集 C ， 考虑函数/ Z +— C 的下述归纳 公式： 

/ i ( l ) = C 的最小元， 

h(D = [C — «{1，…，纟一 1})] 的最小元，对于 f >1. (*) 

我们证明存在唯一的一个函数 A : Z +> C 满足这个归纳公式. 

第一步，证明存在定义在 Z + 的截上的函数满足 （*). 

引理 8.1 给定存在一个函数 

/:{1， …， n } - C , 

对于定义域中的所有 t ‘ 满足 （* ). 

证 这个引理讲的是一个依赖于 n 的论断，因此可以用归纳法加以证明.设 A 为所有使 
引理成立的 n 的集合.我们证明 A 是一个归纳集.从而有 A = Z + . 

当 n = l 时引理成立，因为由 

/( I )=(：的最小元 

定义的函数/: { U — C 满足 （*). 

假定引理对于 "一 1成立，以下证明引理对于 n 成立. 根据归纳假定，存在函数/: {1，…， 
对于定义域{1，…， n —1} 中的所有 i 满足 （*) .用 

/(0 - /(0, 对于) • 6 {1， — 1}， 

fin ) = [ C — /'({ I ， …， 1})] 的最小元 

定义一个函数/: {1，…， n }- C . 因为 C 为无限集，/不是满射；因此集合 C — /({ I ，…， 72-1}) 
非空，并且 /( rz ) 有 定义. 这个定义是比较容易接受的，它不是用/自身而是用给定的函数尸 
来定义 /. 

容易验证，/对于定义域中的所有 i 满足 （* ). 因为当— 1时，/等于/'，所以函数 
/满足 （*). 当 f = n 时，/定义为 

fM = [c — y / uir^w — i })] 的最小元， 

而/'({ I ，…， n — 1})=/({1，…， n -1}), 所以 / 也满足 （*). ■ 

引理 8. 2设/: {1， …， w }- 与 g { 1 ，…， m } — C 对于它们各自定义域中的所有 
都满足 （*). 则对于两个定义域中所有公共的 i ，/(0=^(0. 

证 设结论 不真. 令；为使得 / G ) 关 s ( z ) 的最小整数.根据 （*) 

/( I ) = C 的最小元= ^(1). 
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所以整数纟不是 1. 对于所有）<纟，我们有 /( y )= g ( j ). 由于/和尽满足（*〉，所以 

/(0 = [ C -/({ lr“d — l })] 的最小元， 

茗⑴= [ C _ 尽（{1 ，…， f — 1})] 的最 小元. 

由于/({ I ， …， i })= g ( U ， …， i - i }), 所以 / G )=^( f )， 这与 f 的选取矛盾. ■ 

定理 8.3 存在唯一的一个函数；1: K ， 使得 （*) 对于所有成立. 

证 根据引理8.1，对于每一个 n ， 存在一个将 {1, …， n } 映到 C 中的函数，并且对其定 
义域中的所有 〖满足 （*). 给定〃，引理 8.2 证明了这样的函数是唯一的，定义域相同的两个 
这样的函数必定相等.设 / n: {1， …， n }— C 表示这个唯一的函数. 

现在进行关键的一步.定义一个函数 A : Z + — C ， 其指派法则是 所有/ „的指派法则的并 
17. 由于人 的指派法则是 {1, …， WXC 的一个子集，因此 C 7 是 Z + XC 的一个子集.我们要 
证明是函数 A : Z + ^ C 的指派法则. 

就是说我们要证明 Z + 的每一个元素 i 恰好是 L 7 中一个元素的第一个坐标，这是容易的. 
整数 i 在八 定义域中的充分必要条件是;巧，所以 U 中所有使 i 为其第一个坐标的元素的集 
合，正好是形如 （ f ， A ( f )) 的所有偶对的集合，其中引理 8.2 表明，当 w ， 时 
fn (0 = f m U \ 因此， U 中所有这些元素都相等，亦即 U 中只有一个元素以 f 为它的第一个 

坐标. 

证明 A 满足条件 （*) 也是容易的，它是以下事实的 推论： 

如果 f < 则 / l ( f ) = / n G ) ， 

fn 对于定义域中所有/满足 （* ). 

唯一性的证明是引理 8. 2的证明的翻版. ■ 

现在我们正式叙述归纳定义的一般原理.在它的证明中并没有什么新思想，故留作习题. 
定理8_ 4[归纳定义原理 （principle of recursive definition )] 设 A 是一个集合， a 。 为 A 的 
一个元素.设^为一个函数，使得每一个从正整数的一个非空截映到 A 中的函数/对应于 A 
中 一 个元素.则存在唯一的一个函数 

h ： Z + - ► A , 

使得 


/i(] ) = a 0 t 

h ( i ) = p(h I {1 ，…， z . — 1}) ，对于 > 1. () 

(*) 称为 / i 的一个归纳公式 （recursion formula ). 它决定了 h ( l ), 并且用 / i 在所有小于 z _ 
的正整数处的值来表出在 f > l 处的值. 

例 1我们来证明定理 8. 3是定理 8. 4的一个特殊情形.给定 Z + 的一个无限子集 C ， 设 a 。 
为 C 的最小元， P 定 义为： 

〆 /) = [ C —(/ 的像集）]的最小元. 

由于 C 是一个无限集，/为从有限集映到 C 中的一个函数，/的像集不是整个集合 C ， 因而 p 
的定义是确切的_根据定理8.4,存在一个函数 A : Z +— C ， 使得 Ml )= a 。， 并且对于,_>1, 


①原文误为 n > i . 


译者注 
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hii ) = p{h I {1 ，…“’ 一 1 }) 

= [c — (h I { 1 ，…， i — 1 } 的像集）]的最小元 
= [ C — MU ， …，；一 1})] 的最小元， ■ 

这正是我们所要证明的. 

例2给定在第4节的习题中，我们用归纳公式 

a 1 = a ， 
a n = * a 

“定义”了 我们想用定理 8. 4 来严格定义一个函数 / t : Z +— R ， 使得 ； iU )= a n . 为了应用这个 
定理， 用％ 表示 R 的元素 a ， 并且用公式 〆 /)=/( m ) 来定义 a 其中/: {1，…， m }^ R . 
于是存在唯一的一个函数幻 Z +— R ， 使得 

/ i ( l ) = a 0 9 

h ( i ) = p{h I {1 ，…，/ — 1}) ， 对于 f > 1_ 

这意味着 = 当 f > l 时有 —1) • 〜如果以 a 1 表示则得到了所要证 
明的 

a 1 — a , 

a 1 = a 1 ' -1 - a. ■ 

习题 

1. 设 ( h ，乂，…） 是实数的一个无穷 序列. 用归纳法定义它的和 如下： 

4 = 1 

n 

b k = b \ 当 n = 1 ， 

* = 1 

n n—l 

= ( Z 1 M + 〜 当 n > 1. 

*=1 k=l 

设 A 为实数集，选取广使得可以用定理 8. 4来严格定义这个和. 

我们有时用符号 6 i +6 2 + …十表示和 y ] b k . 

2. 设 d b 2 , …）为实数的一个无穷 序列.[匕的 定义为 

*«1 

1 

XX ^ = b " 

4=1 

n rt—l 

= (]!〜）•〜， 当 ”> i . 

4=1 4=1 

试应用定理 8. 4 来严格定义这 个积. 我们有时用符号 ㈣ …匕 来表示积 J [ b k . 

3. 作为习题2的特例，对于 „ eZ +， 给出 V 与; z ! 的定义. 

4. 数论中的 Fibonacci 数是用下式归纳定义的： 
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Ai = 又2 = 1， 

X „ = A^i + Xn - 2 9 对于 n > 2. 

试用定理 8. 4给出它的严格定义. 

5. 证明存在唯一的一个函数 / i : Z+—R +， 满足公式 

h(l) = 3, 

hG) = IhU — 1) + 1 ] 1/2 ,对于 f > 1. 

6. ( a ) 证明不存在函数 / i : Z + —R + 满足公式 

/ i ⑴= 3， 

hii) = [>(i—1)— 1] 1/2 ，对于； >1. 

试说明为什么这个例子不违背归纳定义原理. 

( b ) 考虑归纳公式 

Ml) = 3 ， 


Hi ) 


0(卜1)一1] 

5, 


1/2 


如果 / l ( i — 1) > 1 
如果 h ( i - l ) < 1 


对于；> 1 


证明存在唯一的一个函数 / i : Z +— R + 满足这个公式. 

7. 证明定理 8. 4. 

8. 证明归纳定义原理的以下 形式： 设 A 是一个集合， P 是一个函数，使得每一个从正整数 
Z 十的一个截&映到 A 中的函数/对应着 A 中一个元素 〆 /). 则存在唯一的一个函数 
h : Z +— A ， 使得对于每一个 n 6 Z +，/ i ( n )- 1 o(/i | SJ . 
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我们已经得到了判定集合为无限集的一些法则.例如，若集合 A 有一个可数无限子集， 
或者存在 A 与其真子集之间的——对应，则 A 必定为无限集.我们将要证明，这些性质中的 
任何一个都足以刻画无限集.而这个证明又把我们引向讨论目前我们还没有提到过的逻辑学中 
的一个问题——选择公理. 

定理 9*1 设 A 是一个集合.关于 A 的下列条件 等价： 

(1) 存在一个单射/: Z +— A . 

(2) A 与其真子集之间存在一个 一一 对应. 

(3) A 是一个无 限集. 

证 我们证明蕴涵关系 （1)>(2)>(3)$(1). 为了证明 （1)=>(2)， 设存在一个单射/: 
Z + — A . 将像集 /( Z + ) 记为将 /( n ) 记为 a „. 由于/是一个单射，当时， 

用公式 

g ( a n ) = a M , 对于 6 B ， 
g ( x ) = Xf 对于《2：6乂一 J 5 

定义一个映射 

g : A -^ A — {a a }. 
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这个映射5•如图 9. 1所示，容易验证它是一个——对应. 



B 


A-B 


图 9. 1 

蕴涵关系 （2)^(3) 正好是推论 6. 3的逆否命题，我们已经证明过了.为了证明（3) X 1)， 
假定 A 为无限集，并且“用归纳法”定义一个单射/: Z +- A . 

首先，因为集合 A 非空，可在 A 中取一 点〜， 定义/( I )为所选取的那个点. 

其次，假定/( I ) ，…， /( n _ l ) 已经有定义，我们来定义 /( n ). 集合 A _/ (彳1，…， 72-1}) 
是非空的，因为如果它是空集的话，映射/: {1， …， n —1}— A 就是满射，由此推出 A 是有限 
的.因此，我们可以在集合 A — /( 彳1，…，„一1})中取一个元素，并且就定义 /(«) 为这个元 
素.应用“归纳原理”，对于所有 n 6 Z +， /有定义. 

容易看出/是单射.如果假定 m < n ， 则 /( m ) 属于集合/({ I ，…， n — l })， 而根据定义 
/( n ) 不属于这个集合.所以 /(«)^/( m ). ■ 

让我们更加仔细地改进这种“归纳”证明，以便我们对归纳定义原理的使用更加清楚. 

给定一个无限集 A , 我们打算用下式 


/(I) = Ui , 

/( f ) = [A —/({ I，…， i — l })] 的一个任意元素，对于；> 1， 
归纳地定义/: A . 但这并不是一个理想的归纳公式！因为 / U ) 不是由/| {1, 

一确定的. 




卜 1} 唯 


在这方面，这个公式与我们在证明引理 7. 2时考虑过的归纳公式完全不同.那里有一个 
Z + 的无限子集 C ， 并且用下式 


hil ) = C 的最小元， 

hU ) = [C — / i ({ l， …， f — 1})] 的最小元， 对于 i > 1， 
定义 / i ， 而这个公式中 Mi ) 由 /I | {1 ，…， f 一 1} 唯一确定. 


我们说 （*) 不是一个理想的归纳公式的另一个原因是，因为如果不是这样，那么由归纳定 
义原理得出满足 （*) 的唯一的一个函数/: Z +— A . 但是很难想像可以由 （*) 唯一确定 /. 事 
实上，/的这个“定义”含有无限多种选择. 

我们必须指出，定理 9.1 中给出的证明，实际上不是一个证明.事实上，我们在迄今所讨 
论过的集合论的性质的基础上，还不可能证明这个定理.必须增加一些东西才行. 

我们在前面讲过描述指定集合的一些可行的 方法： 

(1) 列出它的元素以定义集合，或者取一个给定的集合 A ， 然后按照元素是否满足某给定 
的性质而确定它的一个子集凡 

(2) 取给定的集族元素的并与交，或者两个集合的差. 
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(3) 取给定集合的所有子集的集合. 

(4) 取集合的笛卡儿积. 

现在函数/的法则实际上是一个集合，即 Z + XA 的子集.因此，要证明函数/的存在性， 
就必须用可允许的组成集合的方法，做出 Z + XA 的适当的子集.但是已经给定的这些方法却 
达不到这一目的.我们需要有断定集合存在性的新方法.为此要在所有可允许的组成集合的方 
法中加进下述 公理： 

选择公理 （axiom of choice ) 给定由两两无交的非空集合构成的一个族 A ，存在一个集合 
C ， 使得 C 与兑 的每一个元素恰好有一个公共元，即对于每一个集合 CflA 包含着唯一 
的一个元素. 

选择公理所述存在的那个集合 C ， 可以将其设想成从 Z 的每一个集合 A 中选取一个元素 
而得到. 

选择公理看起来显然是一个十分清楚的论断.事实上，大多数数学家现在都把它作为数学 
基础中集合论的一部分.但是在过去的若干年里，围绕这个与集合论有关的特殊论断有过激烈 
的争论. 一 些数学家对于通过它所证明的一些定理只是勉强承认.其中的一个就是我们马上要 
讨论的良序 定理. 现在就可以直接使用选择公理来克服前面证明中的困难.我们首先证明选择 
公理的一个简单推论. 

引理 9. 2[选择函数的存在性 （existence of a choice function )] 给定非空集合的一个族 
(未必是两两无交的）.则存在一个函数 


c ：£ ~ 

使得对于每一个忠， KB ) 是 B 的一个元素. 

函数 c 称为族忠的一个选 择函数 （choi ce function ). 

这个引理与选择公理之间的区 别是： 引理中族忠中的集合不要求是两两无交的.例如， 
可以允许忠为一个给定集合的非空子集族' 

引理的证 对于忠的一个元素 B ， 定义集合 为： 

B f = {(B,x) I x G B}. 

即 B ' 是所有有序偶对的族，有序偶对的第一个坐标是集合 B ， 第二坐标是 B 的一个元素 .R 
是笛卡儿积 


£ X[J B 

的一个子集.因为 B 至少含有一个元素: T , 那么至少包含元素 （ B ， X )，因此 K 非空. 

现在 证明： 如果氏和氏是忍中两个不同的集合，则故 和试 无交.因为成的元素形如 
(玫，々）， B ' 2 的元素形如(氏，々）•两者的第一个坐标不同，所以这样的两个元素不会相等. 


①在不致引起混淆时，“非空子集的族”常简单地说成“非空子集族”，它不是指“非空的子集族' 因此“一个非空子集 


族”指的是“非空子集的一个族”而不是指“一个非空子集的 族”. 将“非空子集”替换成“开集”、“闭 集”、 “子集”等得 
到的相应说法类此，不另加注.——译者注 
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我们构造一个族 

C= {B f \ Be B); 

它是 

£X\J B 

的无交非空子集的一个族，由选择公理知，存在一个集合 c ， 它与 e 的每一个元素恰好有一个 
公共元.我们要证明 c 就是所需要的选择函数的法则. 

首先， c 是 


SXIJ B 

的一个子集.其次， c 恰好含有每一个集合的一个元素.因此，对于每一个 B 6< S ， 集合 c 
恰好含有第一个坐标为 B 的一个有序偶对 ( B ， x ). 所以 c 事实上就是从族忠到集合 1 J B 的一 

个函数的法则.最后，若 ( B ， x ) Gc , 则1属于 B ， 于是证毕. ■ 

定理 9.1 的第二个证明 应用上面这个引理，可以更加严格地证明定理 9.1. 给定一个无 
限集 A ， 我们希望做出一个单射/: Z +— A . 记 A 的所有非空子集的族为刚才证明的引理 
保证了涊的选择函数的存在性，即有一个函数 

c ： B - ► [J B = A, 

B6S 

使得对于每一个 Bes ， c ( B ) eB , 用归纳公式 

/(I) = c(A ) ， 

(* ) 

/(0 = c(A — /({ 1 ，…， f — 1 })) ， 对于 £ 〉 1 ， 

定义一个函数/: Z +— A . 因为 A 是无限集，集合 A — /({ I ，…， 1}) 非空.因此，上式右 
边有意义.因为这个公式是用/ I {1，…，〖一 1} 唯一定义的 /( i )， 所以能用归纳定义原理. 
我们得到了对于所有； 6 Z + 满足 （*) 的唯一函数/: Z +— A . /的单射性的证明如前. ■ 

为了给出定理 9.1 合乎逻辑的证明，要用到选择函数.当我们强调了这一点之后，还必须 
冋过头来说清楚大多数数学家并不是这样做的.他们毫不迟疑地给出如同第一种情形那样的证 
明，其中包含有无穷多次的任意选择.他们知道自己确实用了选择公理.他们也知道如果需要 
的话，那就可以通过引进一个特殊的选择函数，而使其证明达到逻辑上更令人满意的程度.但 
是他们常常不这样做. 

我们也是如此 • 你将在本书中很少找到选择函数的特定用处.只是在证明变得含混时才引 
进一个选择函数，但是在许多证明中，做了无穷多次任意选择，每当这种情形，我们实际上暗 
中使用了选择公理. 

我们必须承认，在本书上一节的一个证明中，从无穷多种可供选择的函数中作出了一个确 
定的函数，似乎没有用到选择公理.这种误解要加以澄清.请你找找看，我们说的究竟是哪一 
个证明. 

为选择公理加一个最后的附注.这个公理有两种形式. 一 种称为 有限选择公理 （finite 
axiom of choice ) , 它说对于一个两两无交的非空集合的有限族扁，存在一个集合 C ， 恰好与為 
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的每一个元素只有一个公共元.我们一直需要选择公理的这种弱形式，以前我们一直自由地使 
用它而不加说明.对于有限选择公理，任何一个数学家也不会觉得不妥，它是所有集合论的组 
成部分.换言之， 一 个证明如果只涉及有限多个任意选择时，没有人会提出 疑问. 

选择公理的强形式是对非空集合任意的一个族乂而言的，只有它才叫做“选择公理”.每当 
数学家 写道： “这个证明依赖于选择公理”时，它总是指选择公理的这种强形式. 


习题 


1. 不用选择公理定义一个单射/: Z + ^ X % 其中 X 为二元素集{0, 1}. 

2. 如果有可能的话，试对下列各个集族不用选择公理而求出来一个选择函数. 

U ) Z + 的所有非空子集的族為. 

( b ) Z 的所有非空子集的族 

( C ) 有理数集 Q 的所有非空子集的族 e . 

( d )；5- 的所有非空子集的族沿，其中 X ={0, 1}. 

3. 设 A 是一个集合， { ALez +是 加标单射的一个族，其中 

/„：{!,••• , n } - ► A . 

证明 A 是一个无限集.你能不用选择公理定义一个单射/: Z +— A 吗？ 

4. 在第7节中，有一个定理的证明包含有无穷多次任意选择，它是哪一个呢？重新写出一个 
证明，以便弄清楚选择公理的用法.（前面有一些习题也用到过选择公理 .） 

5. ( a ) 应用选择公理 证明： 若/: A — B 为满射，则/有一个右逆 A : A . 

( b ) 证明： 若/: A - b 为单射， A 非空，则/有一个左逆.这需要用选择公理吗？ 

6. 朴素集合论中大多数著名的悖论，都以这种或那种方式与“所有集合的集合”这个概念有关. 
前面曾经给出过的用来构成集合的各种法则，没有一个允许我们考虑这样的集合.我们有 
足够的理由指出，这个概念本身是自相矛盾的.假定用 A 表示“所有集合的集合”. 

( a ) 证明沪（兑）[必，并且由此引出矛盾. 

( b ) ( R US ell 悖论).设忠是 A 的一个子集，它由所有不是它自身的元素的集合组成，即 

忠 = {A | A 6為并且 A $ A }. 

(当然，可能没有集合 A 会使得 A 6 A . 这时，£ =炅.）龙是不是它自身的一个元素呢? 

7. 设 A 和 B 是两个非空集合.如果从 B 到 A 中有一个单射，而从 A 到中没有单射，我们 

说 A 有比 B 较大的基数 （greater cardinality ) ①， 

( a ) 根据定理 9. 1得出，每一个不可数集的基数都大于 Z + 的基数. 

( b ) 证明： 若 A 的基数大于 B 的基数， B 的基数大于 C 的基数，则 A 的基数大于 C 的基数. 

( c ) 求出无限集的一个序列 A " A 2 ，…， 使得对于每一个 n 6 Z + ， 集合 A 以的基数大于 A „ 
的基数. 


①习惯上常说成 “ A 的基数大于 B 的基数”.要注意的是，就像没有对“序型”下定义一样，也没有对“基数”下定 
义.——译者注 
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( d ) 求出一个集合，使得对于任意〃，它的基数大于八„的基数. 

*8 •证明沪 （ Z +) 与 R 的基数相同 • [提 示： 你可以利用这样一个事实，即每一个实数有唯一的一 
个十进制展开，只要在这个展开式中不允许出现无穷多个9构成的串 .] 

集合论中一个著名的猜想，称为 连续统假设， 它断言不存在基数大于 Z + 小于 R 的集合 .广 
义连续统假设则 断言，对于无限集 A ， 不存在基数大于 A 小于沪 （ A ) 的集合.令人吃惊的 
是，这两个论断与集合论的常用公理是独立的.比较易读的阐述可参见 [ Sxn ]. 

10 良序集 


正整数集有一个有用的 性质： 每一个非空子集有一个最小元.将它加以推广就得到良 
序集概念. 

定义 具有全序关系 <的一个集合 A 称为 良序的 （ well - ordered ) ， 如果 A 的任意非空子集 
有一个最小元. 

例1 在字典序下考虑集合{1， 2 }XZ + . 它可以表示成一个无穷序列紧跟着另一个无穷 
序列： 


a \ ， a 2 ，“3，…； H 心 3 ，…， 

其中每一个元素都比它右边的每一个元素 要小. 不难看出，这个全序集的每一个非空子集 C 都 
有一个最小元.如果 C 包含任何一个元素〜，这个最小元便是 C 与序列 fll ， a 2 ， …的交的最 
小元； 而如果 C 不包含心，那么 C 是序列心，6 2 ，…的一个子集，因此有一个最 小元. ■ 
例2 在字典序下考虑集合 z + XZ +. 它可以表示成一个无穷序列的无穷 序列. 我们断定 
它是一个良序集.设 X 是 Z + XZ + 的一个非空子集， A 是 Z 十中由所有 X 的元素的第一 个坐标 
组成的子集. A 有最小元， 设为 a 0 ，则族 


{ b \ aoXbe X } 

是 Z + 的一个非空 子集. 设~为其最 小元. 根据字典序的定义，就是 X 的最小元（参见 
图 10.1)- 
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例 3整数集在通常全序关系下不是良序集.这是因为由负整数组成的子集没有最小元. 
区间 0<: r < l 中的全体实数也不是良序集，这是因为由 0<: c < l 中所有: r 组成的子集没有最小 
元(尽管它有一个下确界）. ■ 

有几种构造良序集的方法，下面是其中的 两种： 

(1) 如果 A 是一个良序集，则 A 的任意子集在限制全序关系下是一个良序集. 

(2) 如果 A 和 B 都是良序集，则 A XB 在字典序下是一个良序集. 

(1) 的证明是显然的， （2) 的证明可以按例2的方式给出. 

由此可得， Z + X(Z + XZ+) 在字典序下是良序的，它可以表示成一个无穷序列的无穷序列 
的无穷 序列. 类似地， （ Z +) 4 在字典序下是良序的， 等等 • 如果你试图把它推广到无穷个 Z + 
的积，那就要遇到麻烦了.我们将要简单地讨论这种情况. 

给定一个没有全序关系的集合 A ， 人们自然会问，在 A 上是否存在一个全序关系，使其 
成为良序集呢？如果 A 是有限集，那么任意 一一 对应 

/： A ► {1，…， w } 

就能够定义 A 上的一个全序关系，使 A 与全序集{1， …， n } 的序型相同.事实上，有限集上 
的任意全序关系都可以用上述方法得到. 

定理 10.1 任意非空有限全序集具有 Z +的 一个截{1，…， n } 的序型，因而必定是良序集. 
证 这个定理已在第6节中作为一个习题给出，现在予以证明.首先证明任意有限全序集 
A 有一个最大元 • 如果 A 只有一个元素，这是显然的.假定结论对于具有 n — 1个元素的集合 
成立，设焱有^个元素并且那么 A — U 。} 有一个最大元〜，而{〜，的最大者就是 
A 的最大元. 

其次证明，对于某一个〜存在一个 A 与{1，…， 《} 之间的保序——对应.如果 A 有一个 
元素，这是显然的 • 假定结论对于有”一 1个元素的集合成立_设6为 A 的最大元.根据归纳 
假定，存在一个保序一一对应 

/' : A — {6} - ► { 1，…， 7 Z — 1 }. 

再由下式 

/(■X) = f ioc) ,x ^ bf 

fib ) = n 

定义一个保序一一对应 /: A — {1，…， ■ 

因此，一个有限全序集只有一种可能的 序型. 对于无限集，情形就完全不 同了. 良序集 

Z +， 


{ 1，…， ”} X Z + ， 

Z+X Z +， 

Z 十 X (Z 十 X Z 十） 

都是可数无限集，而它们有不同的序型. 

我们已经给出的所有良序集的例子都是可 数集. 人们自然会问，能不能找到一个不可数的 
良序集呢？ 
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大家熟悉的不可数集是可数无穷多个 Z + 的积 

X = Z 十 X Z+X …= ( Z +)' 

可以用一种自然的方式在这个集合中引进广义的字 典序： 如果对于某一个 

当 f < n 时， a , = 6,;并且 a „ < , 

则定义 

(di ^a 2 ，… ）<i Uh ， b 2 ，•••）• 

事实上，这是集合 X 上的一个全序关系.可惜它不是一个良序.考虑 X 中所有形如 

x = (1，…，1，2，1，1，*“） 

的元素 jc 的集合 A , 其中 X 只有一个坐标等于2,其余的都是 1. 显然 A 没有最小元. 

我们已经看到，字典序至少没有给出集合 ( Z + P 的一个良序.那么在这个集合上是不是有 
别的全序关系，使它成为良序集呢？我们虽然没有一个在 （ Z + ： r 上作出特定良序的方法，但是 
有一个著名的定理，可确认这样的良序是存在的. 

定理[良序定理 （ well-ordering theorem)] 若 A 是一个集合，则存在 A 上的一个全序关 
系，使 A 成为一个良序集. 

这个定理是 1叩4 年由 Zermelo 证明的，曾震动了数学界，并对其证明的正确性展开大量 
辩论. 对于任意不可数集，没有一个将其良序化的构造性程序就引起了许多 怀疑. 在进一步分 
析这个证明时，我们发现只有一处可能有点问题，就是在构造的过程中包含着无穷多次选择， 
也就是说其做法包含了选择公理. 

一些数学家曾经拒绝把选择公理作为一个结果，多少年来每涉及一个新定理就要提出这个 

问题： 它的证明是否涉及选择公理？因为一个定理的证明中如果使用了选择公理，便会被认为 

基础不稳固.一般说来，时下的数学家大都已经不再有这样的烦恼了.他们把选择公理作为集 

合论中的一个合适的假定，良序定理也就随之得以被承认. 

选择公理蕴涵良序定理的证明过于冗长（虽然不是特别困难），而且主要是逻辑学家的兴趣 

所在，我们略去其证明.如果你有兴趣的话，可以在本章最后的附加习题中找到证明的纲要. 

本书承认良序定理，读者也可以将其视作另外的一个公理！ 

我们只是偶尔需要良序定理的全部“功效 ”• 一般情况下，我们将仅用到下面这个较弱的 
结果： 

推论 存在一个不可数的良序集. 

我们将使用这个结果来构造一个很有用的良序集， 

定义 设 X 是一个全序集.给定用 S a * 示集合 

S Q = {x \ x ^ X 并且< a }. 

称之为 X 在 a 处的截 （ section ). 

引理 10.2 存在一个以 D 为最大元的不可数良序集 A ， A 在 D 处的截 Sd 是一个不可数 
集，而 A 的每一个其余的截都是可数集. 

证 假定 B 是一个不可数的良 序集. 设 C 为{1， 2} XB 在字典序下的不可数的良序集， 
则 C 的某一个截不可数.（事实上， C 在每一个形如 2 X 6 的元素处的截都是不可数的 .） 记^为 
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使得 C 在处的截为不可数集的最小元.取 A 为这个截加上 D 所组成的集合. ■ 

值得注意的是，5^是一个不可数良序集，并且它的每一个截都是一个可数集.事实上， 
它的序型由此而唯一确定.我们称之为 极小不可数良序集. 进而，我们将用记 号&来 表示不 
可数良序集 A = SnU{m (理由 后述乂 

就我们的目的而言，的最有用的性质是以下 定理： 

定理 10.3 如果 A 是 S 。 的一个可数子集，则 A 在中有上界. 

证 设 A 为的一个可数子集.对于每一个 a € A ， 截次是可数的.因此，并召= 
也是可数的.因为不可数，所以集合 B 不会等于 S n . 设工为 中不属于 B 的点， 
则 x 为 A 的一个上界.因为，如果对于 A 中某一个 a 有:成立，那么： r 属于 S n ， 从而属 
于 B ， 这与 a ： 的选取矛盾. ■ 


习题 


1 . 证明： 每一个良序集都有上确界性质. 

2 . U ) 证明： 在良序集中，每一个不是最大元(如果存在的话）的元素有一个紧接后元. 

( b ) 作出一个集合，它的每一个元素有一个紧接后元，但这个集合不是良序集. 

3. 集合{1， 2} XZ + 与 Z + XU , 2} 在字典序下都是良序集，它们有相同的序型吗？ 

4. U ) 用 Z - 表示常用全序关系下的负整数集. 证明： 一个全序集 A 不是良序集的充分必要条 

件是它包含一个与 Z - 有相同序型的子集. 

( b ) 证明： 若 A 是一个全序集并且其每一个可数子集都是良序集，则 A 是一个良序集. 

5. 证明良序定理蕴涵着选择公理. 

6 . 设乂 为极小不可数良序集. 

U ) 证明： 没有最大元. 

( b ) 证明： 对于每一个集合 U | 是不可数的. 

( c ) 设 X 。为的一个子集，它由所有没有紧接前元的元素: r 组成.证明^是不可数的. 

7 •设 J 是一个良序集 . J 的子集 / d 称为一个 归纳集 （inductive set ) ，如果对于任意 a6 / » 

( s a 匚 j 0 )=^a e / o . 

定理[起限归纳原理 （principle of transfinite induction )] 若 J 是一个良序集，并且 J 0 是 J 
的一个归纳子集，则 Jo = J . 

8 . (3)设 A , 和 A 2 是两个无交的集合，并且分别对于序<:和序< 2 而言是良序集.在乂，。、 

上定义一个全序关系如果有 a ， SGAi 和或者有 a , 或者 

有《6八 1 和6€4 2 时 ； 定 Xa < b , 证明这是一个良序. 

( b ) 把 U ) 推广到无交良序集的任意一个族上去，其指标集为良序集. 

9. 考虑 （ Z + ： T 的子集 A , 这里 A 由尾部全是1的正整数序列戈=(^，： r 2 ， …）所构成.在 A 
上定义一个序：如果那么并且当时， Xi = y it 我们将此序称之为 A 上的 
“反字典序 

( a ) 证明： 对于每一个〜存在 A 的一个截与在字典序下的 （ Z +)” 有相同的序型. 

( b ) 证明 A 是良序的. 
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10. 定理设 J 与 C 是两个良序集.假定不存在从 J 的一个截到 C 上的满射.则对于每一个 

xe /, 存在唯一的一个函数 / i : j — c 满足 

hix ) - [ C -/ i ( S ,)] 的最小元， （ *> 

其中 SU 在: T 处的截. 

证明： 

( a ) 如果/^和是将 J 的截或 J 映人 C 中，并且对于它们各自定义域中的所有 a ： 满足 （* )， 
证明对于定义域中公共元： c 有 Mx ) = Kx ). 

( b ) 如果存在满足 （*) 的函数 / i : S a — C ， 证明存在满足 （*) 的函数 U { a }^ C . 

( c ) 如果并且对于所有存在满足 （*) 的函数 S a — C ， 证明存在满足 （*) 
的函数 


k ： (J S c — -C. 

a6K 

Cd ) 用超限归纳法证明，对于每一个 J ， 存在满足 （* ) 的函数 — [提 示：若 0有紧 
接前元《，则^ = S a U {«} •否则， S #= U a < j 9 Sa .] - 

( e ) 证明本定理. 

11. 设 A 和 B 是两个集合.用良序定理 证明： 或者它们有相同的基数，或者一个集合的基数大 
于另一集合的基数. [提 示： 若满射/: A — B 不存在，应用前面的习题 .] 

*11 极大原理① 

我们已经说过，由选择公理可以得出任何集合都能良序化这一深刻的定理.在数学中，选 
择公理还有更加重要的推论.这里所提及的“极大原理”有多种版本.在1914年至1935年间， 
多位数学家曾对极大原理独立地予以论述，他们包括 F . Hausdorff 、 K . Kuratowski 、 
S , Bochner 及 M . Zorn . 而当时一种典型的处理思路是用良序原理证明他们各自的“极大原 
理后来人们发现，实际上这些“极大 原理” 都是与良序原理等 价的. 以下我们就其中的一些 
予以介绍. 

首先给出一个定义.给定集合 A ， A 中的一个关系 < 称为 A 上的严 格偏序 （strict partial 
order ) ,如果它具有下面两个 性质： 

(1) ( 非自反性）关系不成立. 

(2) ( 传递性)若并且则 a < c . 

这刚好是全序性质(见第3节）的第二条和第三条，去掉了可比较性.换言之，一个严格偏 
序关系与全序关系十分类似，只是不要求对于集合中两个不同的点： r 和或者成立， 
或者 y < x 成立. 

如果夂 是集合 A 上的一个严格偏序关系，则不难看出 A 有某子集 B ， 它是这个关系下的 
全序集 * 也就是说 B 中任意元素偶对 在弋下 都可以比较. 

现在讲述以下极大原理，它是1914年由 Hausdorff 首先提出的. 


①这部分内容将在第5章和第14章中用到. 
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定理 11* 1[极大原理 （maximum principle )] 设 A 是一个集合，<为 A 上一个严格偏序. 
则存在 A 中的一个极大全序子集 B . 

换句话说，存在 A 中的子集 B ， 使得 B 是一个关于<的全序集，并且 A 中任何以 B 作为 
其真子集的集合都不是关于 < 的全序集. 

例1如果 A 是任意一个集族，关系“是某集合的一个真子集”为 A 上的一个严格偏序关 
系.设4为平面上所有圆域（圆周的内部）的族. A 的一个极大全序子族由所有中心在原点的 
圆域组成.另一个极大全序子族由所有下述圆域组成，其边界圆周在^轴右边并且在原点处与 
7 轴相切，参见图 11.1. 



图 11. 1 


例2 若(: c D ， >) 和 (〜， ％)为平面 R 2 中的两点，当: y。：％ 并且心 <々 时，定义 

( oc 0 9 y 0 ) < { x-i ). 

这是 R 2 上的一个偏序，在这个关系下，两个点仅当它们位于同一水平线上时才可以比较.于 
是极大全序集为 R 2 中的水平直线. ■ 

我们只能给出极大原理的一个直观“证明”.把它分为几步来做，下面予以形象地描述.取 
一个盒子，我们依以下方式把 A 的某些元素依次放人 盒中： 首先任意选取 A 的一个元素，将 
其放入盒子中 • 然后，在 A 中另选一个元素，如果它与盒子中的元素都可以比较，则将其放 
入盒子中，否则，就将其放在一边.到某一步，我们就有了在盒中元素的一个族以及被扔在一 
边的元素的族.再在 A 剩余元素中取一个，如果它与盒中每一个元素都可以比较，便把它放 
入盒子中，否则，将其放在 一边. 以此方式一直做 下去. 当你对 A 中的所有元素都验证之后， 
则盒子中的元素是可以互相比较的，因而它们组成一个全序集.而不在金中的每一个元素都至 
少与盒中的一个元素不能比较，这正是我们把它放在一边的原因.由于 A 已经不再有满足可 
比性条件的更大的子集，因此，盒中的全序集是极大的. 

当然，上述“证明”有一个薄弱环节，就是我们说的“当你对于 A 的所有元素都验证之后”. 
你怎么知道你“做完了”对于 A 中所有元素的验证呢？如果 A 是可数集，那不难把这种直观证 
明变成实际的证明.我们来看可数无限的情形（有限情形是比较容易的）.将 A 的元素逐一给 
以各不相同的正整数指标，即 

A = <ai , a 2 ，•••}. 

这种指标提供了如何验证 A 中元素的方法，也可以使我们知道什么时候全部验证完毕了. 
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让我们定义一个函数 M Z +- MO , 1}，它的指派法 则是： “将〜放入盒中”的 i 对应于0, 
“ 将〜放 在一边”的；对应于 1. 这意 味着： 4(1)=0. 对于每一个 f > l ， 我们有 MO = 0 当且 
仅当^与集合 

{ o-i 丨 j z .和 W ) = 0} 

中的每一元素都是可比较的.由归纳定义原理，这个公式决定了唯一函数 A : Z + — <0, 1}. 容 
易 验证： 所有使得 = 0 的 A 的集合是 A 的一个极大全序子集. 

如果 A 不是可数集，只要允许我们使用良序定理，就可以将上述程序改变得可行.我们 
以某一良序集 J 代替原来的 Z +， 对 A 的元素逐一加以标记（即建立 一一 对应），使得 A={aJ 
« e /}. 为此，我们需要良序定理，得到 A 与良序集 J 之间有一个一一对应.这时便可以像上 
一段中那样，用 a 代替 i 进行论证.严格地讲，需要把归纳定义原理推广到良序集上去，而这 
件事并不是十分困难（见附加习题）. 

因此，良序定理蕴涵着极大原理. 

尽管 Hausdorff 极大原理出现得最早，并且可能是最易于理解的一种说法，然而，当今引 
用最多的却是另一个与之有关的说法.这就是人们常说的 Zom 引理，尽管 Kurat 0 wskK 1922) 
及 B OC hner (1922) 都曾先于 Zorn (1935) 阐述并证明了某种形式的 Zorn 引理.相关历史以及与 
之有关的资料，请参见文献 [ C ] 及 [ Mo ]. 为陈述这一原理，我们需要引进某些术语. 

定义设 A 是一个集合，<是益上的一个严格偏序.若 B 为 A 的一个子集， c £ A ， 使得 
对于每 一 个都有 b^c 或者 d = c ， 则称 c 是 B 的一个上界 （upper bound ). 若 m 是 A 的一 

个元素，并且对于每一个 a € A ， 都不成立，则称 m 是 A 的一个极大 元（ maximal 
element ). 

Zorn 引理 设 A 是一个严格偏序集.若 A 的每一个全序子集有上界，则 A 中必有一个极 
大元. 

Zom 引理是极大原理的一个简单 推论： 给定 A ， 极大原理蕴涵着 A 有极大的全序子集 
由 Zorn 引理的假设可见， B 在 A 中有上界 c . c 自然是 A 的一个极 大元. 事实上，若存在某 
deA ^ c < d , 那么对于每一个有从而，是一个全序集且以 B 为其真子 
集，这与 B 极大性矛盾. 

事实上，极大原理也是 Zom 引理的一个简单推论.见习题5〜 7. 

最后还要加一个 附注. 我们已经给出了集合上严格偏序的定义，却没有说偏序是什么. 
设夂 是集合 A 上的一个严格 偏序. 将定义为或者 a =6， 则关系 <为 A 上的一个偏 
序 （partial order ). 例如，集族中的包含关系 C ： 是一个偏序，而真包含关系是一个严格偏序. 

大多数作者宁可讨论偏序，而不讨论严格偏序.极大原理和 Zom 引理也往往用偏序加以 
描述. 究竟使用哪一种，这仅是一个嗜好与方便的问题. 

习题 

1 .若《和6 是两个实数，当 a 为正有理数时定义证明这是 R 上的一个严格偏序.它 
的极大全序子集是什么？ 
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2 . (3)设< 是集合 A 中的一个严格偏序. A 中的一个关系 < 定 义为： 当或者时， 

a < b . 证明这个关系具有下述称之为偏序公理 （partial order axioms ) 的 性质： 

«对于所有 a ^ A , a < a . 

( ii ) a <6 和办: => a = b . 

( iii ) a ：^6 和 6 < c=^-a < c . 

( b ) 设 P 为 A 上满足性质 （ i )、（ ii )、（ iii ) 的一个关系. A 上的关系 S 定 义为： 当并且 
a 关 6 时， aSb . 证明 S 是 A 上的一个严格偏序. 

3. 设 A 是有严格偏序<的一个集合，如果我们想找出 A 的包含 x 的一个极大全序子集 
B ， 一个办法是试图将 B 定义为 A 中所有可 与工比 较的那些元素的集合，即 

B = {y \ y ^ A 并且或者 x < y 或者 : y < a ：}. 

但是这并不总是可行的.例1和例2中的哪一个是按照这个方式去做的，哪一个不是？ 

4. 给定 R 2 中的两点 （工。， ： y 。） 和 (x" %).当 工。 并且:时定义 

(X 。， : yo) < ( 工 1 ， : yi). 

证明： 曲线 y = 与 y = 2 都是 R 2 的极大全序子集.而曲线 : y = * r 2 不是.试求出所有极大全 
序子集. 

5. 证明： Zorn 引理蕴涵着以下 引理： 

引理 （ Kuratowski ) 设* >4为一个集族.如果 A 的每一个对于真包含关系而言的全序子族 iB 
的所有元素之并仍属 于鴻， 则扁中有一个元素不真包含于 為的任 何元素之中. 

6 . 设為为集合 X 的子集的一个族.若 X 的子集 S 属于為当且仅当 B 的每一个有限子集属于 
為，则称 A 是具有有限特征的.证明 Kuratowski 引理蕴涵着以下 引理： 

引理 （ Tukey ，1940) 设是一个集族. 若扁 是具有有限特征的，则扃中存在一个元素， 
使得它不真包含于 炅的任 何元素之中. 

7. 证明 Tukey 引理蕴涵着 Hausdorff 极大 原理. [提 示： 设<是 A 上的一个严格偏序. 用扁表 
示按相对于<而言 A 的所有全序子集的族.证明 A 是具有有限特征的 .] 

8 . Zom 引理在代数中的一个典型应用是证明每一个向量空间有一个基.首先回忆几个有关概 
念.设 A 为向量空间的一个子集，倘若一个向量是 A 的某些元素的有限线性组合，则称它 
是一个由 A 所张成 的向量 • 集合 A 被称为是无 关的， 若将零向量写成 A 中有限个元素的线 

性组合时，所有系数必全为零.如果 A 是无关的并且 V 的每一向量都是由 A 所张成的向 
量，那么 A 是 V 的一个基. 

( a ) 若 A 是无关的并且 t ； eV 不是由 A 所张成的，证明 A UU } 是无关的. 

( b ) 证明 V 的所有无关的子集的族有极大元. 

( c ) 证明 V 有一个基. 

# 附加 习题： 良序 

在以下习题中要求证明选择公理、良序原理与极大原理的等价性.我们要特别指出的是， 
只在习题7中用到了选择公理. 
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1. 定理（广义归纳定义原理）设 J 是一个良序集， C 是一个集合.以 F 表示将 J 的所有截映 

% 

入 C 的函数的全体.对于给定的一个函数 p F — C , 存在唯——个函数 / i : J -* C , 使得对 

于每一个 hia ' y-pih \ s a \ 

[提 示： 仿照第 io 节习题10中所给的证明思路 .] 

2. ( a ) 设 J 与£:都是良序集，设 / I : J ^ E . 证明以下两个条件 等价： 

COh 是保序的并且它的像是£或£：的一个截. 

( ii ) Ma ) = [ f ：_； i ( S a )] 的最小元素，其中 a 取遍 J 中所有元素. 

[提 示： 证明上述每一条件都蕴涵着 KSJ 为 E 的一个截，因而必定是在处的一 
个截 •] 

( b ) 设 E 是一个良序集.证明 E 不具有与£:有相同序型的截， E 的任何两个不同的截也没 
有相同的序型.[提 示： 对于任意给定的/，最多只有一个从 J 到 E 中的保序对应的像 
集为£：或£:的一个截 .] 

3. 设/和 E 都是良序集， A : £：是一个保序对应，应用习题1及习题2 证明： 或者 J 与 E 

有相同的序型，或者 J 与 E 的一个截有相同的序型.[提 示： 选取 e Q 6 E . 据以下归纳公式 
定义 A : J — E : 当；:时， 

h ( a ) - [ E - ACSJ ] 的最 小元； 

否则， h ( a ) = e 0 . 证明对于所有 or , h ( aXk ( a ) ; 从而推得，对于所有 a ， h ( S a ) 9^ E . J 

4. 根据习题 1 〜 3 证明以下 结论： 

( a ) 设 A 和 B 都是良序集，那么以下的三种可能中恰有其中之一 成立： A 与 B 有相同的序 
型； A 与 B 的一个截有相同的 序型； B 与 A 的一个截有相同的序型.[提 示： 仿照第10 
节习题8构造一包含 A 和 B 的良序集，然后再应用上一个习题的结论 .] 

( b ) 设 A 与 B 都是不可数的良序集，使得 A 和 B 的每一个截都是可 数集. 证明 A 与 B 有相 
同的序型. 

5* 设 X 是一个集合，是所有 ( A ，<) 偶对的族，其中 A 是 X 的一个子集，<为义上的一个 
良序.当 ( A , <) 是 ( A 、<') 的一个截时，定义 

( A ，<) < ( A 、 <，)， 

(a) 证明<是為中的一个严格偏序. 

( fc ) 设 忠 关于<是扃的一个全序子集*令 b ' 为所有使得 （ b ，<) es 的集合 B 的并.再定 
义<'为所有使得 （ B ，<)6 £的关系 < 之并.证明 （ B '，<') 是一个良序集. 

6. 应用习题1〜5 证明： 

定理极大原理等价于良序定理. 

7. 应用习题1〜5 证明： 

定理选择公理等价于良序定理. 

证明： 设 X 是一个集合 • c 是 X 的所有非空子集的族的一个取定的选择函数. 设下是 X 的 
一个子集，< 是了中 的一个 关系. 如果 < 是了上 的一个良序，并且对于每一个1 6 丁有 

x - c ( X - S x ( T )>, 
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则称（了， <) 是一个塔 ( tower )， 其中 S / T ) 为 T 在 x 处的一个截. 

( a ) 设（几，与 （丁 2 , < 2 )是 X 中的两个塔. 证明： 或者两个有序集相同，或者其中之一 

为另一个的一个截.[提 示： 必要时调换下标，总可以假设/ I : 丁 2 保序，并且 MT !) 

等于 T 2 或者奴^是乃的一个截.应用习题2证明，对于所有 x ， hU )= 二] 

( b ) 若（丁， <) 是 X 中的一个塔并且: T 关 X ，证明存在 X 的一个塔使得（: T , <) 为其一个截. 

( c ) 设{( I ，为由 X 中所有塔所组成的族.设 

T =\ jT k 并且 <= IJ (<*)• 

k^K *eK 

证明（ 7 % <) 是 x 的一个塔，从而得到： r = x , 

8 . 应用习题1〜4中的结果，按照以下方式构造一个不可数良序集.设 A 是所有偶对 
( A ，<) 的族，其中 A 是 Z + 的一个子集，<是义中的一个良序.（允许 A 为空集 .） 如果 
( A ，<) 与 （ A % <') 有相同的序型，则定义 （ A ，<) 〜 （ A '，<'). 显然，这是一个等价 
关系. 设 [( A ，<)] 为 （ A ，<) 的等价类， E 为所有等价类的族.当 [( A ，<)] 与 
[( A '，</)] 的一个截有相同的序型时，定义 

[( A ，<)] 《 [( A ’， < ’）]• 

( a ) 证明关系《的定义是确切的，并且是 E 中的一个全序.等价类[(0， 0)] 是 E 的最 
小元. 

( b ) 证明若 《=[( A ，<)] 为 E 的一个元素，贝 ij ( A , <) 与£在《处的一个截 S / E ) 有相同的 
序型.[提 示： 定义一个映射/: A — E ， 使得对于每一个： rGA ，/(^)-[( S j ( A ), 〈的 
限制）] .] 

( c ) 证明《是 £: 中的一个良序. 

( d ) 证明 E 是不可 数的. [提 示： 若/ E—U 一一 对应，则 A 导出 Z 十上一个良序 .] 

以任何一个良序集 X 更换 Z +， 经相仿的讨论，证明（不用选择公理）存在一个良序集 E ， 使 
得它的基数大于 X 的基数. 

本习题说明，不用选择公理我们也能以一个简练的方式构造不可数良序集，从而得到最小 
不可数良序集.然而，这种构造使得最小不可数良序集本身所应当呈现出的性质有所削弱. 
我们通常使用的 S „ 关键性质是的每一可数子集在 S fl 中有上界.事实上，它依赖于可数 
集的可数并依然是可数的这一事实.而这一事实的证明（如果你仔细考察）已涉及无限多次 
的任意选取，即它依赖于选择公理. 

换言之，不用选择公理我们也可以构造最小不可数良序集，但却难以用它来处理所有问题. 
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拓扑空间的概念，产生于对实直线、欧氏空间以及这些空间上的连续函数的研究.我们在 
这一章将给出拓扑空间的定义，并研究在集合上构造拓扑的一些方法，以便使这些集合成为拓 
扑空间.我们还要研究与拓扑空间相关的一些基本概念.作为实直线和欧氏空间中相应概念的 
自然推广，我们还将引人开集、闭集、极限点和连续函数的概念. 

12拓扑空间 

这里给出的拓扑空间的标准定义是经历了很长时间才形成的.许多数学家，如 Fr & het 、 
Hausdorff 等人，在20世纪的头十年里给出过不同的定义，但是这些定义很快成为过眼烟云， 
数学家们很快就确定了最合适的定义.当然，他们希望定义能够有尽可能广泛的包容性，从而 
把数学中许多有用的例子，如欧氏空间、无穷维欧氏空间及它们之间的函数空间，都作为它的 
特例包括 进去. 他们又希望使定义尽可能地狭窄，从而使得那些熟知的空间中的标准定理对于 
一般拓扑空间也能够 成立. 当我们试图整理一个新的数学概念时，常常会遇到这样的问题，即 
如何给出恰如其分的 定义. 最后确立的拓扑空间的定义看上去有些抽象，但是，当你用不同的 
方法构造拓扑空间时，将会对它的真正内涵有更好的理解. 

定义集合 X ■上的一个拓扑 （ topology ) 乃是 X 的子集的一个族了，它满足以下 条件： 

(1) 0 和 X 在: T 中. 

(2) T 的任意子族的元素的并在: T 中. 

( 3 ) T 的任意有限子族的元素的交在: T 中. 

—个指定了拓扑! T 的集合 X 叫做一■个拓扑空间 (topological space). 

确切地说，一个拓扑空间就是一个有序偶对 （ x , 了），其中 x 是一个集合， ： r 是 x 上的 
一个拓扑.在不致混淆的情况下，常常不专门提到; T . 

如果 x 是带有拓扑： r 的一个拓扑空间，我们说 x 的一个子集1/是 x 中的开集，如果 u 
是族; r 的一个元素 • 使用这个术语，就可以把拓扑空间说成是一个集合 x 连同它的子集（称之 
为开集）的一个族，使得0和 x 是开集，开集的任意并和有限交都是开集. 

例 1 设 x 是三元素集， x = 

{ a , b 9 c }. 在 X 上有多种可能的拓扑，有 
几种画在图 12. 1中，其中右上角图所表示 
的拓扑中，其开集是 X ，0， ㈠ ， 

{6} 和{6, d . 左上角图所表示的拓扑中只 
有两个开集 X 和 0. 右下角图所表示的拓 
扑由 X 的所有子集组成.通过 a ， c 间 
的置换还可以得到 X 上的另外一些拓扑. 

由此可见，即使是只有三个元素的集 



图 12. 1 
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合，也有许多种不同的拓扑.但这并不是说 X 的子集的任意一个族都是 X 的拓扑.比如， 
图 12. 2所表示的族就不是一个拓扑. 

例2如果 X 为任意的一个集合， X 所有子集的 
族是 X 的一个拓扑，称之为离散拓扑（ discrete 
topology ). 仅由 X 和0组成的族也是 X 的一个拓扑， 

称之为密着拓扑 （indiscrete topology ) 或平庸拓扑 
(trivial topology ). ■ 

例 3 设 X 是一个集合，： T / 是使得 X — U 或者是有限集或者等于 X 的那些 X 的子集 L 7 的 
全体. 那么 TV 是 X 上的 一 个拓扑，称之为有限补拓扑 （finite complement topology ). 因为 

X — X =0 是有限集， X -0 = X , 所以 X 与0都在77中.若 { R } 是中非空元素的一个加标 
族，为了证明 UK 在中，只要确定 

X — uu a =n ( X - UJ . 

因为每一个集合是有限集，所以右边的集合是一个有限集.如果 ，…， 是乃的 
非空元素，为了证明 na 在中，只要确定 

n n 

X - fl L 7, = IJ 

!♦ 1 4 ■ _ ^ 

因为上式右边是有限集的有限并，所以是有限集. ■ 

例 4 设 X 是一个集合. 7%是使得 X — [ J 是可数集或者等于 X 的所有 X 的子集 C ； 的全 
体.容易验证，：^是 X 上的一个拓扑. ■ 

定义 设； T 和; T ' 是给定集合 X 上的两个拓扑，如果; T ' lDT "， 则称: T ' 细于 （ finer )： T . 若 
T'ZD T 是真包含关系，则称； T ' 严格细于 （strictly finer ) T . 这两种情形有时也分别称之为 T 粗 
于 （ coarser )?"'， 和 7" 严格粗于 （strictly coarser )/. 我们说！ T 与 7^ 是可比较的，如果或者: T ']?" 

或者 ; T ID IT '. 

受这个术语的启发，我们不妨把拓扑空间设想成一辆装满石子的卡车，一堆石子以及若干 
堆石子合在一起都是开集.现在把石子敲成小碎块，那么开集族就变大了.因此，按照这种运 
算，拓扑，如同石子一样，就变细了. 

入上的两个拓扑不一定可以比较.在前面的图 12. 1中，右上角拓扑严格细于第一列中三 
个拓扑中的每一个拓扑，又严格粗于第三列另外两个拓扑中的每一个 拓扑. 但是它与第二列中 
的任何一个拓扑都不可比较. 

对于这个概念有时也使用其他的术语.有些数学家把： r ' iDT 称为 夂大于 （ i arger )： T ， 或者 
: T 小于 （ smaller ) 7'. 如果不用那个比较形象的术语“细于”和“粗于”的话，这倒也是一个合适 
的用语. 

有许多数学家对这个概念使用“弱于”和“强于”这种词.不幸的是，他们中有些人（特别是 
分析学家)往往把； T '〕 T 称为: T 强于: T ， 而另一些人（特别是拓扑学家）则称为夂弱于: T . 如 
果读者在有些书中见到“强拓扑”或“弱拓扑”这类的术语，那就必须从文章中去判断它的含义. 
本书不采用这些术语. 
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13拓扑的基 

上节的每一个例子都是用开集族; r 来刻画拓扑的，这样做一般显得不太方便.更多的时候 
是首先指定 x 的子集的一个较小的族，然后用它来确定拓扑. 

定义 如果 X 是一个 集合. X 的某拓扑的一个基 （ basis ) 是 X 的子集的一个族忠（其成员 
称为 基元素 （basis element )) ,满足 条件： 

(1) 对于每一个 0:6 X ， 至少存在一个包含 X 的基元素 

(2) 若 x 属于两个基元素 Bi 和氏的交，则存在包含： c 的一个基元素 B 3 ， 使得艮匚 

B x HB 2 . 

如果 <8满足以上两个条件，我们定义由 忠生成的拓扑 7" (topology generated by < S ) 如 
下： 如果对于每一个0:61/，存在一个基元素使得:并且 BCU ， 那么 X 的子集 U 
称为 x 的开集（即是; r 的一个元素）. 

我们将简短地验证 t 确实是 x 的一个 拓扑. 在此之前，先看几个例子. 

例1设 s 为平面上所有圆形域（圆周的内部）所组成的族， 

则<8满足基的定义中的两个条件.第二个条件如图 13.1 所示. 

在由忠生成的拓扑中，平面的一个子集1/是开集，是指对于 L 7 
中任意: c ， 都有含于 U 中的某一个圆域. ■ 

例 2设倉为平面上所有矩形域（矩形的内部）的族，其中矩 
形的边平行于两个坐标轴，则政满足基的定义中的两个条件. 

第二个条件如图 13.2 所示.这个条件是显然满足的，这是由于 图 13.1 

任何两个基元素的交，其本身就是一个基元素（或者是空集）.以 
后我们将会看到，在平面上由基 <©' 生成的拓扑与例1中基忠生 
成的拓扑是一样的. ■ 

例 3设 X 是任意的一个 集合. X 的所有单点子集的族是 X 
上离散拓扑的一个基. ■ 

现在我们来 验证： 由基 龙生成 的族: T 的确是 X 的一个拓扑. 

若 C 7 为空集，它显然满足开集的定义.同样，因为对于每一个 

存在包含: r 的某一个基元素 B 且 BCX ， 所以 X 在; T 中. 

现在取: r 中元素的加标族 { u a h e/ ， 并且证明 

a6 J 

属于; r . 对于 xeu ， 存在一个指标 a ， 使得: cea . 因为 r 是开集，所以存在一个基元素 b ， 
使得由于: cGB 并且 BCU ， 根据定义可见 U 为 开集. 

任意选取 5" 的两个元素 LA 和(7 2 ，以下证明属于: T . 给定 iGLAnt /2, 选取一个 
包含 x 的基元素艮，使得.再选取包含: r 的基元素 B 2 ， 使得私 CI 7 2 . 根据基所满足 
的第二个条件，存在一个包含 x 的基元素 B 3 ， 使得 B 3 CZ ^ 门私（参见图 13.3). 于是： r € 压 
并且从而根据定义可见 anu 2 属于了. 
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最后，我们归纳地证明: r 中元素的任何有限交仏门…门仏在! r 中.当 n = i 时这是显然 
的.现在假定对于 《 — 1 结论已经成立，证明对 n 这结论还是正确的.因为 

肌 n … n u”） = oa n … n Dm 

由归纳假设，1/ 1 [>“门1/,- 1 属于7,应用刚才证明的结果，的交也属 
于： T . 

这样一来，我们就验证了由基涊生成的开集族的确是一个拓扑. 

由棊生成拓扑的另一种描述方法是由以下引理给出的. 

引理 13.1 设 x 是一个集合，龙是久的拓扑: r 的一个基.则： r 等于 s 中元素所有并 
的族 0 . 

证给定 忠中元 素的一个族，这些 忠的元 素也是 t 的元素.由于 t 是一个拓扑，于是它们 
的并也在: r 中. 反之，给定 ueir ， 对于每一个 ： r 6 U ， 选 取忠的 一个元素艮，使得 xe 艮 czu . 
从而， c ; 等于忠中元素的一个并. ■ 

上述引理表明 x 中的每一开集 u 都可以表示成某些基元素 之并. 然而， L 7 这种表示不是 
唯一的.因而，拓扑学中“基”这个概念有别于它在代数学中的用法，在代数学中，将一个给定 
向量写成基向量的线性组合时其表达式是唯一的. 

我们已经使用两种不同的方法描述了如何由基生成拓扑.有的时候我们需要反过来做，即 
由一个拓扑找出生成它的基.下面介绍如何由给定的拓扑得到基的一种方法，以后要多次 
用到. 

引理 13.2 设 X 是一个拓扑 空间. e 是 X 的幵集的一个族，它满足对于 X 的每一个开集 
u ■及每一个:存在 c ? 的一个元素 c ， 使得 J ： ec [ u . 那么 e 就是 x 上这个拓扑的一 
个基. 


①这句话极易被误解（原书中英语表述同样如此）.精确的说法应当是：： r 等于这样一个族，它由所有可表示为龙的某 
些成员的并的那些集合组成.或者用公式表达 如下： 



{ y b | c：^}. 


译者注 
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证 我们必须证明 e 是一个基..基的定义中的第一个条件是显然满 足的： 对于 xex ， 因 
为 X 本身是开集，根据假设存在 CGC ， 使得: rGCCIX . 为了验证第二个条件，设: reCiflG ， 
其中 G 和0 2 是6的两个元素.因为 Q 和 C 2 是开集，所以也是开集.于是根据假设， 
存在 c 3 ee ， 使得: ceGeCiHG . 设 r 表示 x 的由 e 所生成的拓扑，7为 x 的拓扑.上述 
引理表明； r ' 细于; r . 反之，因为 e 的每一个元素都是: r 的一个元素，所以 e 的元素的任意并 
也在了中.于是根据引理 13.1 这就证明了:^=了. ■ 

当拓扑是由基给出的时候，就可以用基作为判定拓扑粗细的一个标准.下面就是这样的一 
个准则. 

引理 13.3 设 <8和 <8' 分别是 X 的拓扑 T 和 T ' 的基.则下列条件 等价： 

(1) 7" 细于: T . 

(2) 对于每一个： reX 及包含 *r 的每一个基元素存在一个基元素 B ' G 政， 使得 
xeB'CZB. 

证 （2)4(1). 对于; r 的一个元素 L /， 我们证明 i / e〆 . 取 xeu . 因为忠生成; r ， 则存 
在一个元素使得 ： reBC ： l /. 条件 (2) 告诉我们，存在一个元素 B ' es '， 使得 
B . 于是: rGB ' CLT . 根据定义 5". 

(1)^>(2).给定: rGX 和其中： rGB . 根据定义， Bd 再根据条件（1)， 丁[ 
7\ 因此 Be : r '. 因为政 生成: r '， 所以存在一个元素 We 政，使得 xe b ' cib . ■ 

有的学生认为这个条件不容易记住.他们 问道： “怎样才能记住这个包含关系呢?”回忆一 
下我们把拓扑空间看成为一辆装满石子的汽车就好记了.每一个石子看成拓扑的基元素，然后 
把每一个石子敲碎，将每颗碎粒看成新拓扑的一个基元素.新拓扑就比原拓扑细，而每一颗碎 
粒必能被原先的一个石子包含，这正是前面这个准则中所讲的事情. 

例 4现在可以看出，平面上所有圆形域的 
族忠 与所有矩形域的族忠、生成的是同一拓扑， 

图 13.4 给出了证明的图示，在学习了度量空间 
之后，我们还将对这个例子更正式地加以讨论. 

下面我们来定义实直线 R 上三种有趣的拓扑. 

定义 设忠为实直线上所有开区间 



(a 9 b) = {x I a <Z x <^b) 

的族.由 《 S 生成的拓扑称为实直线上的标 准拓扑 （standard topology ). 当我们考虑 R 时，若无 
特别声明，我们将总假设考虑的是这个标准拓扑.设政为所有半开区间 

[a ， 6) = {工 | a 《 x <ib) 

的族，其中 a<Cb. 由 忠' 生成的拓扑称为 R 的下限拓扑 （lower limit topology ). 具有下限拓扑的 
IR 记作 R ,. 对于” 令 K 表示所有形如丄的数所组成的集合，令於是由所有开区间 
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U ， W 及形如 U ，6) — K 形式的集合的族.由貧所生成的拓扑称为 R 上的 拓扑 
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( K - topology ). 具有 K - 拓扑的 R 记作 R k . 

易见，这三个集族都是基，在每一集族中的两个基元素的交或者是另一个基元素，或者是 
空集_这些拓扑间的关系 如下： 

引理 13.4 和 R K & 拓扑都严格细于标准拓扑，但它们之间不可比较. 

证 以: T ， 7"，，分别表示 R ， R ,， R K 中的拓扑.任意给定 T 中的一个基元素 U ，6) 以 
及一个点 z6 ( a ， 6)，中的元素 [: c ，6) 包含着 x 并且包含于 （ a ，6). 另一方面，任意给定 
r 中的一个基元素 [ x , d )， 却不存在! T 中的元素 U ， W ， 使得它包含于[: r ， 心同时又包含着 
: r . 因此 r 严格细于; T . 

对 Rk 进行类似的 讨论. 任意给定; T 中的一个基元素 U ，6) 以及一个点:6)，则 U ，6) 
是； T 中的一个基元素并且包含着 x . 另一方面，任意给定: T 中的一个基元素 B =( — 1， 1 )-K 
以及 B 中一个点0,却不存在包含于 B 中并且包含着0的开区间. 

请读者自行验证 R , 的拓扑与 R K 的拓扑不可比较. ■ 

这里有一个问题.对于由一个基忠生成的拓扑，可以描述成忠中元素任意并 的族. 那么， 
如果对于集一个给定的族，就像取任意并那样取它们的有限交将得到些什么呢？这个问题引出 
拓扑的子基这个概念. 

定义 X 的某拓扑的一 个子基 （ subbasi S )S 是 X 的子集的一个族，它的并等于 X . 由子基 
S 生成的拓扑 （topology generated by the subbasis S ) T 定义为 S 中元素的有限交的所有并 
的族 l 

当然必须验证 tr 确实是一个拓扑.为此，只要证明 s 中元素的所有有限交的族龙是一个基 
就行了，再根据引理 13.1 可见龙中元素任意并的族： T 是一个拓扑.给定: r 6 X ， 它一定属于 s 
的一个元素，因而属于忠的一个元素，这就是基的第一个条件.下面验证第二个条件.设 

氏=& n … n 心和 b 2 = s ; 门 … n s : 

为 S 的两个元素，它们的交 

坎 n 氏 = (& n … n s m ) n (式 n … n 丈） 

仍然是 s 中元素的一个有限交，因而属于 s . 

习题 

1 . 设 X 是一个拓扑空间， A 是 X 的一个子集.假定对于每一个: r6A ， 存在包含: r 的一个开 
集 U ， 使得 UCZA , 证明 A 是 X 中的一个开集. 

2 . 将第12节例1中集合 X ={ a ， 6, 4的9个拓扑加以比较.即对于每两个拓扑，判定它们 
是否可以比较.如果可以比较，请指出哪一个较细. 

3. 证明第12节例4中给出的族7%是集合 X 的一个拓扑.族 


O 这句话极易被误解（原书中英语表述同样如此 >. 我们用公式来陈述它以消除 误解: 

r = { | Jb i <^ 3 }, 

其中忠 ={ Sifv - ns " 1 SA 5, f = …， n , nez +}. ——译者注 
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= {u \ x-u 


或为无限集，或为空集，或为 X } 


是 X 上的一个拓扑吗？ 

4. ( a ) 设 <7；>是义的拓扑的一个族.证明 A 是 X 上的一个拓扑.口乃是叉上的一个拓 

扑吗？ 

( b ) 设 <0是 X 的拓扑的一个族.证明 X 上存在包含所有: n 的唯 一一 个最小的拓扑，也 


存在包含于所有 h 的唯 一一 个最大的拓扑. 

((：)设叉=沁，6, c }， 令 

Ti = {0, X ,{ a },{ a ,6}} 和 72 = {0, X ,{ a },{6, c }}, 

求出包含着 f 和乃的最小拓扑，以及包含于： n 和： r 2 的最大拓扑. 

5. 证明：若扃是 X 的拓扑的一个基，则由扃生成的拓扑等于包含 着扃的 X 的所有拓扑的交. 
若扁 是一个子基，请证明同样的结论. 

6 . 证明： R , 的拓扑与1^«的拓扑不可比较. 

7. 考虑 R 的下列 拓扑： 


ri = 标准拓扑， 

了 2 = Rk 的拓扑， 

T 3 = 有限补拓扑， 

= 上限拓扑，即以全体形如的集合为基的拓扑， 

7^5=以全体形如(一 oo ， a ) = {；(： | < a 丨的集合为基的拓扑. 

对于上述每一个拓扑，确定它包含着上述拓扑中哪些与它不同的拓扑. 

8. (a) 应用引理 13. 2 证明可数族 

<56 = {(a,6) \ a <C b , a 和 6 都是有理数 } 

为生成 R 的标准拓扑的一个基. 

( b ) 证明集族 

C = {[a,6) | a < 6, a 和 6 都是有理数 } 

为 R 的某一个拓扑的基，并且所生成的拓扑与下限拓扑不同. 


14序拓扑 

若 X 是一个全序集，那么可以应用序关系在 X 上定义一个标准拓扑，称之为序拓扑.本 
节讨论序拓扑并且研究它的某些性质. 

设 X 是具有全序关系<的一个集合，给定 X 的两个元素 a 和 6, a<6. 则存在 X 的 4 个 
子集，称为由 a 和6所决定的区间.它 们是： 

(a,b) = {:c|a 〈 x 〈 6}, 

(a，&]= {i I a x ^ b}, 

[a,6)= {x I a ^ x <C b], 

\_a^b~\= {x I a ^ x ^ b}. 

这里采用的记号与你所熟悉的当 X 是实直线时所用过的记号相似，只不过这里的区间是 
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在任意全序集上的.第一种类型的集合称为X的开区间 （open interval)， 最后一种类型称为X 
的闭区间 （closed interval ), 第二种、第三种类型的集合则称为 X的半开区间 （half-open 
interval). 用“开”字，是暗示在赋予X某一个拓扑之后X中的开区间都是开集.其他术语的 
用意类此. 

定义 设X 是具有全序关系的一个集合，其元素多于一个.设忠为下述类型所有集合 
的族： 

(1) X 的所有开区间 U，6). 

(2) 所有形如 O。， 《的区间，其中％是X的最小元（如果存在的话）. 

(3) 所有形如 （a， 6。]的区间，其中6。是X的最大元（如果存在的话）. 

则族是X 的某一个拓扑 的基. 此拓扑称为 序拓扑 （order topology). 

如果X没有最小元，那就没有第二种类型的集合，如果X没有最大元，那就没有第三种 
类型的集合. 

我们验证<8满足作为一个基所要满足的 条件. 首先注意，对于X的任意一个元素1，它 
至少在怎的一个元 素中； 最小元（如果存在）在所有类型 （2) 的集合中，最大元（如果存在）在所 
有类型 (3) 的集合中，其他的元素则在类型 （1) 的集合中.其次注意，上述各类型中任意两集合 
之交，仍然是属于上述类型的一种，或者是一个 空集. 其他需要验证的情形留给读者完成. 

例1 上一节定义的 R 的标准拓扑，恰好就是由 R 中的常用序关系给出的序 拓扑. ■ 

例2 在字典序下研究集合 R XR ，其元素记作： cXW 这样是为了避开记号上的困难）. 
R XR 既无最大元也无最小元，于是 R X3R 上的序拓扑有一个以形如 （ a X6, cXd) (其中 
或者 a=c ， 的所有开区间的族组成 的基. 这两种类型的区间画在图 14. 1中.可以验证， 
仅由第二种类型的区间组成的子族也是 R XR 上序拓扑的一个基 • 请读者自己验证. 



n\ aXd 


aXb 


图 1屯1 



例3 正整数集 Z+ 是具有最小元的全序集. Z+ 上的序拓扑是离散拓扑，因为它的每一个 
单点集是 开集： 若 n>l ， 则单点集 {«} = (〃 一 1， n +1) 是一个基 元素. 若 n = l ， 则单点集 
{1}=[1， 2) 也是一个基元素. ■ 

例 4具有最小元的全序集的另一个例子是在字典序下的集合 X= {1， 2}XZ +. 用〜记 
用^记 2 Xn ， 则 X 可以表示成 


， a 2 ，… ?6i ， b 2 ，…， 
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X 上的序拓扑不是离散拓扑.它的大部分单点集是开集，但是有一个例外，就是单点集{仏}. 
任何包含仏的开集，必定包含着 包含乂 的一个基元素（根据定义），而包含~的任何一个基元 
素必含有序列 a , 中的点 * ■ 

定义 若 X 是一个全序集， a 是 X 的一个元素，则 X 有4个子集称为由 a 决定 的射线 
(ray) ,它 们是： 

(a , + cx>) = {x I a} ^ 

( — co,a) = {x I x < a }； 

[ a ， +oo)= {x I x ^ a}; 

(—oo ， a]= {x I x ^ a}. 

前两种类型的集合称为 开射线 （open ray) ,后两种类型的集合称为 闭射线 （closed ray). 

使用“开”这个词，是因为 X 中的开射线在序拓扑下是 开集. 其余的情形 类此. 例如，我 
们来看射线 U, + ⑺）. 若 X 有最大元 6 。， 则 U ， +^)等于基元素 （ a ， ％]• 若 X 没有最大 
元，则 ( a , + oo ) 等于所有形如 ( a ， ： c ) 的基元素的并，其中 x > a . 所以，不论在哪种情形下， 
Gz ， +oo) 总是开集.对于射线 （ _oo, a ) 来说也是如此. 

所有开射线组成 X 上序拓扑的一个子基.事实上，由于开射线在序拓扑下是开集，所以 
由开射线所生成的拓扑含于序拓扑.另一方面，序拓扑中的每一基元素为有限个开射线 之交. 
而 U ， 《等于（一 oo , 6) 与 （ a ，+ oo ) 之交，同时 [ a 。， b ) 和 （ a ， 6。](如果存在的话）都是开射 
线.因此，由开射线所生成的拓扑也包含了序拓扑. 


15 xxy 上的积拓扑 


若 X 和 Y 是两个拓扑空间，则有一个在笛卡儿积 XX Y 上定义拓扑的标准方法.下面就 
来研究这个拓扑及它的一些性质. 

定义设 X 和 Y 是两个拓扑空间 ，XX Y 上的积拓扑 （product topology ) 是以族龙为基的 
拓扑，其中迟是所有形如 UXV 的集合的族， L 7 和 V 分别是 X 和 Y 的开子集. 

我们来验证忠是一个基.第一个条件是显然的，这是由于 XXY 本身就是一个基元素.第 
二个条件也是易于验证的.事实上，任意两个基元素*^/%与17 2 \7 2 的交是 


v 


(u, xvj n (l / 2 xv 2 ) = a；! n u 2 ) x (V! n v 2 ), 

由于 ana 和％门％分别是 x 和 y 的开集，所以上述集合是一个基元素，参见图 15.1 
值得注意 的是： 族 忠不是 的一个拓 
扑.例如，图 15. 1中两个矩形的并就不是两个 
集合的积，因而不属于 <8,但它是 XXY 中的 
开集. 

我们每次引进一个新概念，总是试图弄清它 
与前面引进的概念之间的关联.我们现在 要问： 

当 X 和 Y 的拓扑是由它们的基给出时，关于积拓 

扑能说些什么呢？下面的定理给出了 回答： m 15< 
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定理 is.1 若忠是 x 的拓扑的一个基， e 是 y 的拓扑的一个基，则族 

- {b x c | b e s 并且 c e e } 

是 XXY 的拓扑的一个基. 

证我们应用引理 13. 2. 给定 XXY 的一个开集 W 以及 W 的一个点: rX % 根据积拓扑 
的定义，存在一个基元素 L / xv ， m ^ xXyeuxvaw . 因为 s 和 e 分别是 x 和 y 的基，所 
以我们可以在忠中选取一个元素使得: cGBCU ， 也可以在 e 中选取一个元素 C , 使得 ye 
CCZV . 于是: cXyeBXCCZW . 从而族 e 符合引理 13.2 的条件，因此 5) 是 XXY 的一个基. ■ 
例1我们有 R 的一个标准拓扑——序拓扑.这个拓扑与它自身的积称之为 R XR = R 2 上 
的标准拓扑.它有一个基是 R 上所有开集的积的族，而刚才证明的定理告诉 我们： R 中所有开 
区间的积 U ，« X ( c 心这个更小的族也可以作为 R 2 的拓扑的一个基.每一个这样的积可以画 
成 R 2 中一个矩形的内部.因此 R 2 的标准拓扑正好是第13节例2中研究过的那一种. ■ 

有时也需要用子基来表示积拓扑.为此，我们先定义某些叫做投射的函数. 

定义 设 7 T 1: XXY — X 定义为 

I 

TTi = x. 

tt 2 ： XXY — Y 定义为 

= y, 

映射？ ri 和 7 T 2 分别称为 _ XXy 到它的第一因子和第二个因子上 的投射 （ projections ). 

我们使用“到……上”这个词，是因为 m 
和& 都是满射（除去 X 和 Y 中 有一个是空集 
的情形，因为这时 XXY 是空集，整个讨论就 
没有意义了！） . 设 L 7 是 X 的一个开子集，那 
么集合 TTrOJ ) 恰好就是 LJXY ， 它是 XXY 中 
的开集.同样地，若 V 是 Y 的一个开集，则 

TTsUV ) -XXV 

也是 xxy 中的开集.这两个集合的交是 L/X 
V ,参见图 15.2. 这个事实引导出下面的 
定理： 

定理 15. 2 族 

s = urH ⑴ I u 是 x 中的开集}」 {^( V ) | v 是 y 中的开集} 

是 XXY 的积拓扑的一个子基. 

证用; T 表示 XXY 的积拓扑，设 r 是由 S 生成的拓扑，因为 S 的每一个元素都属于: T ， 
所以 S 的元素的有限交的任意并也属于: T . 因此， rd 另一方面，拓扑: T 的任意基元素 
L / XV 是 S 中元素的有限交，这是因为 

UXV = kT 1 ( u ) rw ( V )， 

所以 l / xv 属于; r ， 因此; rc ； r . _ 
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16子空间拓扑 

定义设 X 是一个拓扑空间，其拓扑为: T . 若 Y 是 X 的一个子集，则族 

Tv = {Y n u | LT e r } 

是 Y 的一个拓扑，称为子空 间拓扑 （subspace topology ). 具有这种拓扑的 Y " 称为 X 的一个子 
空间 （ subspace ) ， 其开集由 X 中的开集与 Y 的交组成. 

容易看出，是一个拓扑.因为 

0 - y n 0* Y ^ Yf ) X , 

所以0和 Y 是; Ty 的元素（其中0和 X 是7的元素）.由等式 

oa n y ) n … n (r n y )= (认 n … n u „) 门 y ， 

\J(u a n y)= (U u «) 

可以 得到： ：对于有限交、任意并的运算是封 闭的/ 

引理 16. 1 若涊是 x 的拓扑的一个基，则族 

办 = {b n y | b e 忍 } 

是 Y 上子空间拓扑的一个基. 

证给定 X 的一个开集17及 jeuriY , 我们能在忠中选取一个元素 B ， 使得匚 U . 
因此， ^ eBnveanY . 根据引理 13.2 可见，忠 y 是 y 的子空间拓扑的一 个基. ■ 

当我们处理空间 X 和子空间 Y 的时候，使用“开集”这个词必须特别小心.究竟它指的是 
Y 的拓扑的一个元素，还是 X 的拓扑的一个元素？我们作出以下规定，若 Y 是 X 的一个子空 
间，集合 1/ 属于 Y 的拓扑，则称 U 是 Y 中的一个幵集 （或者说是相对于 Y 而言的一个开集）， 
特别地，这意味着 U 是 Y 的一个子集.如果 U 属于 X 的拓扑，则称 L 7 是 X 中的一个开集. 
在一种特殊情况下， Y 中的任何一个开集也是 X 中的 开集： 

引理 16.2 设 Y 是 X 的一个子空间，若 U 是 Y 的一个开集并且 Y 是 X 的一个开集，则 
U 是 X 的一个开集. 

证因为 U 是 Y 的一个开集，则存在 X 的某一个开集 V ，使得 u = Ynv . 又因为 Y 与 V 
都是 X 的开集，所以 Yf | V 也是 X 的开集. ■ 

以下我们讨论子空呼拓扑与序拓扑和积拓扑之间的 关系. 我们将 看到： 有关积拓扑的相应 
结论与人们的期望相符/而关于序拓扑的相关结论则不然. 

定理 16.3 若 A 是 X 的一个子空间， B 是 Y 的一个子空间，则 AXB 的积拓扑与它从 
XXY 继承的子空间拓扑是同一个拓扑， 

证集合 UXV 是 XXY 的一个基元素，其中 U 是 X 的一个开集并且 V 是 y 的一个开集. 
于是 OJX \ on ( AXB ) 是 AXB 的子空间拓扑的一个基元素. 注意： 

07 X V) n (A X B) = 07 fl A) X (V fl B). 

因为 UHA 和分别是 A 和 B 上子空间拓扑的幵集，所以集合 a / DA ) X ( vnB ) 是 AXB 
的积拓扑的一个基元素.这样我们 得到： 作为 AXB 上子空间拓扑的基与作为 AXB 上积拓扑 
的基是一样的，因此这两个拓扑相同. ■ 


16 子空间拓扑 69 


以下设 X 为具有序拓扑的全序集， Y 是 X 的一个子集.将 X 上的序关系限制在 Y 上使 y 
成为全序集.然而， 由此得到的 Y 上的序拓扑与 Y 从 X 继承的子空间拓扑未必是同一拓扑. 
下面给出一个二者相同的例子和两个二者不同的例子. 

例 1就子空间拓扑而言，研究实直线 R 的子集 Y =[0, 1]. 子空间拓扑的基是所有形如 
( a , WAY 的集合所成的族，其中 ( a ， 《是 R 的一个开区间.这种集合是下面几个类型的一种： 

如果 a 和6都属于 Y ， 

/ ua 、， [ 0 , 6) 若仅6属于 V ， 

( a ’ 6) nY = 若仅 a 属于 Y ， 

或者0如果 a 和6都不属于 

根据定义易见，上述每一个集合都是 Y 的开集.但是，第二、三两种类型的集合不是空间 R 的 
开集. 

注意，上述形式的集合组成了 Y 上序拓扑的一个基.从而对于集合 Y =[0, 1] 的情形，它 
的子空间拓扑(作为 R 的一个子空间）与序拓扑是一样的. ■ 

例2 设 Y 是 R 的子集[0, 1 )U {2}. 对于 Y 的子空间拓扑而言，单点集 {2} 是开集.这 

是由于它是开集 (f ， 吾)与 Y 的交的缘故.但是对于 Y 的序拓扑而言，集合 {2} 不是开集.对 
于 Y 序拓扑的任何包含2的基元素，形如 

( j ： | -r G ^ 和 a <i x ^2} ^ 

其中 a 为 Y 中某一点.这种集合必定包含 Y 中小于2的点. ■ 

例3 设1=[0, 1]. 由 1 RX 1 R 上字典序的限制得到上的字 典序. 然而 JX 7 上的序拓 
扑与它从 R XR 上继承的子空间拓扑是不同的拓扑！例如， { l /2} X ( l /2，1] 是 IXJ 的子空间 
拓扑的开集，但是，易见它不是序拓扑中的开集.参见图 16. 1. 



子空间拓扑 序拓扑 

图 16-1 


具有字典序拓扑的拓扑空间 JX J 称为有 序矩形 （ordered square ) ,记作 J 〗. ■ 

对于全序集 X 上的一个区间或一条射线而言，将不会出现例2和例3所示的不正常情况. 
见下面的定理. 

对于全序集 X ，它的一个子集 Y 称为在 X 中是 凸的 （ convex )， 若对于 y 中的每一个点的 
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偶对 a <6, X 中的整个区间 （ a ，6) 包含于 Y . 注意， X 中的区间和射线都是 X 中的凸子集. 

定理 16.4 设 X 是具有序拓扑的一个全序集，并且 Y 是 X 的一个凸子集，那么 Y 的序拓 
扑与它从 X 继承的子空间拓扑是同一个拓扑. 

证 设 u ，+ oo ) 是 x 的一条射线，考虑它与 y 的交.若则 

(a,+oo)f|Y = {xlxGV 和 X > a } 

为全序集 Y 中的一条开射线.若 a 泛 Y ， 由于 Y 是一个凸子集，则或者 a 是 Y 的一个下界，或者 a 
是 Y 的一个上界.对于前者， （ a ，+ a >) HY 等于空间 Y . 对于后者， U ，+ co ) ny 为空集. 

类似的讨论 说明： 射线（一 oo , a ) 与 Y 的交或者为 Y 中的一条开射线，或者为 Y 自身，或 
者为空集.由于所有形如 （ a ， 十 oo ) DY 和（一 oo , a ) f | Y 的集合已构成了 Y 的子空间拓扑的一 
个子基，并且它们中的每一个都是序拓扑的开集，从而序拓扑包含了子空间拓扑. 

为了证明反过来的包含关系，注意 Y 的每一条开射线都是 X 中的一条开射线与 Y 的交， 
因而它是 r 的子空间拓扑的开集.由于 y 的开射线构成了 Y 的序拓扑的一个子基，从而序拓 
扑包含于子空间拓扑. ■ 

为了避免混淆，我们作这样的 约定： 当讨论全序集 X 的子集 Y 时，除非有特别的说明， 
总 是假设 Y 取定的是子空间 拓扑. 若 Y 是 X 中的凸子集，子空间拓扑与序拓扑 相同； 否则， 
它们可能不同. 


习题 


1. 证明： 若 Y 是 x 的一个子空间并且 a 是 Y 的一个子集，则 A 从 r 继承的子空间拓扑与 a 
从 X 继承的子空间拓扑是同一个拓扑. 

2. 若: r 和;^是又上的两个拓扑，并且 r 严格细于； r ， 那么对于 x 的子集 y 上的相应的子空 
间拓扑有些什么结论？ 

3. 考虑作为 R 子空间的集合1^=[一 1，1]，下面集合中哪些是 Y 的开集？哪些是 R 的开集？ 

A= I y <1 a ： I < 1 J , 

卜 I + <丨 x |< l} ， 

c= |x I y x I< 1 

I y <1 ^ l < 1 

E = I 0 C \ x |<1 和 l/x $ Z + }. 

4- 映射 /: 称为一个 开映射 ( open map )， 如果对于 X 的每一个开集17，集合 /( L 0 是 Y 

中的一个开集.证明 xxyh ” xxy — Y 都是开映射. 

5. 设 X 和 X '分别表示具有拓扑 5" 和的同一个集合 • Y 和疒表示分别具有拓扑乜和的同一 
个集合. 

( a ) 证明： 若; r '=)： r 并且以'〕^，则 txr 上的积拓扑细于 XXY 上的积拓扑. 

( b ) ( a ) 的逆是否成立？验证你的结论. 
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6. 证明可数族 

{ ( a ,6) X Ccyd ) I a <； b 9 c < d y 其中 都是有理数 } 

是 R 2 的一个基， 

7. 设 X 为全序集. 试问： Y 为 X 的一个凸子集，是否意味着 Y 是 X 的一个区间或射线？ 

8. 设 L 为平面上的一条直线，试描述 L 分别从 R , XR 和]继承的 子空间 拓扑.这两种拓 
扑都是我们所熟悉的拓扑. 

9. 证明 R XR 上的字典序拓扑与积拓扑 R d XR 是同一拓扑，这里 R , 表示 R 上的离散拓扑.并 
将这个拓扑与] R 2 上的标准拓扑进行比较. 

10■设 J =[0，1]. 试比较 JXI 的积拓扑， JXJ 上的字典序拓扑， JXJ 从 RXR 的字典序拓扑 
继承而来的子空间拓扑. 

17闭集与极限点 

我们已经掌握了少数几个拓扑空间的例子，以下我们着手引人一些与拓扑空间有关的基本 
概念，本节将讨论闭集、集合的闭包、极限点等概念，而这些又将导致我们去讨论拓扑空间中 

的一个公理，即 Hausdorff 公理. 

闭集 

• ^ 

拓扑空间 X 的一个子集 A ,如果 X - A 是开集，则称 A 为一个闭集 (closed se t ), 

例 1 R 的子集 U ， 幻是一个闭集，这是由于它的补 

: R _ [ a ，6] = (― oo ， a ) (J (6,十 oo ) . 

是一个开集.类似地， [ a ，+ oo ) 是一个闭集，这是由于它的补 （一 oo , a ) 是一个开集.这些事 
实正是我们使用“闭区间”、“闭射线”这类术语的原因. IR 的子集 [ a ，6) 既不是开集又不是 
闭集. _ 

例2 在平面 R 2 上，集合 

{xX ^ 丨 i >0 和： y >0} 

是闭集，这是由于它的补是下面两个集合 

* T 

(- oo ,0) XR 和 RX (-00,0) 

的并，而其中每一个都是 R 中两个开集的积，所以是硭中的一个开集. ■ 

例 3对于集合 X 的有限补拓扑， X 自身及 X 的所有有限集构成 X 的闭集族. ■ 

例 4 对于集合 X 的离散拓扑，每一个集合都是开集，从而每一个集合也部是闭集. ■ 
例 5考虑实直线上具有子空间拓扑的子集 ' 

• I 

^ = [0,1] U (2,3), 

在这个空间中，由于[0, 1] 是 R 中的开集(一+，与 y 的交，所以集合[0, 1] 是一个开集. 

类似地，（2, 3) 作为 Y 的子集也是一个开集，同时，作为 R 的子集也是 开集. 由于[0， 1] 及 
(2, 3) 在 Y 中互为补，因此[0, 1] 和 （2, 3) 作为 Y 的子集都是闭集. ■ 

这些例子解开了数学家们心中 的谜： “一个集合与一扇门究竟有什么不同呢?”现在可以 
说： “一扇门或是开，或是关，不可能是既开又关的.但是一个集合却可以是开的，可以是闭 
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的，可以是既开又闭的，还可以是既不开又不闭的！”① 

空间 X 的闭集族与开集族的性质十分类似. 

定理 17. 1 设 X 是一个拓扑空间.则下述结论 成立： 

(1) 0 和 X 都是闭的. 

(2) 闭集的任意交都是闭的. 

(3) 闭集的有限并都是闭的. 

证 （1) 因为0与 X 的补分别是开集 X 与0，所以0与 X 都是闭集. 

(2) 给定闭集的一个族 { A fl ) a u ， 应用 DeMorgan 定律 得到： 

X— f\A a = lJ ( X - A a ). 

根据定义， 人 是开集，而等式右边 i 幵集的&意并 ，所 以它是开的，于是 n 戌 是闭的. 

(3) 类 似地， 若对于 f = l ， …， n ， A , 为闭的，考虑以下等式： 


X — [J A, — p) (X —A t ). 

i = l i= 1 

上式右边是开集的有限交，所以是开的，因此 U 人是闭的. ■ 

我们可以用满足本定理三条性质的集族(将其元素称之为“闭集”)替换开集族来刻画空间的 
拓扑. 然后把开集定义成闭集的补并且完全像从前一样去做.由于这个做法不会给我们带来什 
么特别的方便，所以大多数数学家还是用开集来定义拓扑. 

当涉及子空间时，对于“闭集”这个词的使用就要小心_设 Y 是 X 的一个子空间，我们称 
A 是 Y 中的闭集，是指 A 是 y 的一个子集，并且 A 是 Y 的子空间拓扑中的闭集（也就是说， 
y — A 是 y 中的开 集）. 有下面的定理. 

定理 17.2 设 Y 是 X 的一个子空间 • 集合 A 是 Y 的一个闭集当且仅当 A 是 X 中的一个 
闭集与 Y 的交. 


证假定 A = Cfir ， 其中 C 为 X 的一个闭集（参见图 17. 1), 那么 X — C 是 X 的一个开 
集.根据子空间拓扑的定义可见 （ X - C ) AY 是 Y 的一个开集.而 （ X — C ) nY = Y — A , 因此 
Y — A 是 y 的一个开集，于是 A 是 Y 的一个 闭集. 反之，假定 A 是 Y 的一个闭集（参见 
图17.2)，那么是 Y 的一个开集.根据定义， Y _ A 等于 X 的一个开集17与 Y 的交. 
X—U 是 X 的一个闭集并且八='^(久_17)，因此 A 等于； C 的一个闭集与 y 的交. 



①这一段话没有任何意义，建议读者不予理会，——译者注 
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集合 A 是空间 X 的子空间 Y 的一个闭集，那它可能是空间 X 的闭集，也可能不是空间 X 
的 闭集. 如同开集的情形那样，集合 A 是否是 X 的闭集也有一个判别准则，以下定理留给读 
者自己证明. 

定理 17.3 设 Y 是 X 的一个子空间.若 A 是 Y 的一个闭集并且 Y 是 X 的一个闭集，则 
A 是 X 的一个闭集. 


集合的闭包与内部 

拓扑空间 X 的一个子集 A 的内部 （ interior ) 定义为包含于 A 的所有开集的并 . A 的闭包 
( closure ) 定义为包含着 A 的所有闭集的交. A 的内部记作 IntA 或 A ， A 的闭包记作 C 1 A 或 
A . 显然， A 是开集， A 是闭集.因此有 


A 匚 A 匚 A. 

若 A 是一个开集，则' =乂.若 A 是一个闭集，则，=万. 

集合的内部我们用得不多，但是集合的闭包却很重要. 

如果涉及拓扑空间 X 和一个子空间 Y ， 在取集合的闭包时需要十分小心.若 A 是 Y 的一 
个子集，那么 A 在 Y 中的闭包与 A 在 X 中的闭包一般并不相同. 这时，我们仍然用记号 A 表 
示 A 在 X 中的 闭包. 而 A 在 Y 中的闭包可以藉助于 A 给出.见以下的 定理. 

定理 17. 4 设 Y 是 X 的一个子空间， A 是 Y 的一个子集， A 表示 A 在； T 中的闭包.那么 
A 在 Y 中的闭包等于 AflY . 

证用 B 表示 A 在 Y 中的闭包. A 是 X 中的闭集，根据定理17.2, AflY 是 Y 的闭集.因 

为 AAY 包含 A ， 并且根据定义， B 等于 y 中包含 A 的所有闭子集的交，所以有 BC ( Af ! Y ). 

另一方面，已知 B 是 Y 的一个闭集.根据定理17.2,存在 X 中某闭集 C ， 使得 B = C 门 Y ， 

卵 K ： 是 X 中包含 A 的一个闭集.又因为 A 是所有这种闭集的交，所以有 ACC , 于是 

(AC]Y)^(Cf)Y)=B. ■ 

集合闭包定义本身并没有向我们提供求出具体集合的闭包的简单方法，因为 X 的闭集族 
就像开集族一样，往往是太多了.下面的定理给出了描述一个集合闭包的另一种方法，它仅仅 
用到 X 的拓扑基，因而十分方便. 

我们首先引进一个术语.所请集合 A 与集合 B 相交 （ intersect )， 是指交不是 空集. 
定理 17. 5 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集. 

Ca ) x 6 A 当且仅当每一个包含 a ： 的开集 U 与 A 相交. 

( b ) 假定 X 的拓扑由一个基给出，则 xGA 当且仅当含有 i 的每一个基元素 B 与 A 相交. 

证考虑论断 ( a )， 它是 P ㈡ Q 的形式.我们对于每一个蕴涵关系都考虑它的逆否命题， 
从而得到一个等价的论断(非 P ) ㈡ (非 Q ). 正式写出 来是： 

x ^ A M 存在一个包含: c 的开集 U , 它与 A 无交. 

把定理写成这种形式就容易证明了，若工$万，则包含的一个开集与 A 无交. 
反之，若存在包含: r 的一个开集 L 7 与 A 无交，则 X — L 7 是包含 A 的一个 闭集. 根 据闭包 A 的 
定义， X — [/必定包含 A . 因此 ： c 不可能在 S 中. 
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论断 ( b ) 的证明是容易的.如果每一个包含 x 的开集都与 A 相交，那么每一个包含 x 的基 
元素 B 也与 A 相交，这是因为 B 是开集.反之，如果每一个包含 x 的基元素都与 A 相交，那 
么每一个包含: r 的开集 U 也与 A 相交，这是因为 C ； 包含一个含有: r 的基元素. ■ 

数学家们往往在这里使用一个专门术语，它们把 “ U 是包含: r 的一个开集”这句话简单地说 

成 - jj 是工的 一 个邻域 ( neighborhood ). 

使用这个术语，上面定理的前半段就可以 写成： 

若 A 是拓扑空间 X 的一个子集，则:当且仅当: c 的每一个邻域与 A 相交. 

例6设 X 为实直线 R . 若 A =(0， 1]，则灭=[0， 1]. 事实上，0的每一个邻域都与 A 
相交，而[0, 1] 以外的任意点都有不与 A 相交的邻域.对于 X 的下列子集，我们可以类似地 
证明： 

若 士 n 6 Z + |,则5={0}1^.若0={0川（1，2)，则5={0}口[1， 2]. 若 Q 为 

有理数集 ， Q = R . 若2 + 为正整数集，则 E + = Z + . 若 R + 为正实数集，则 R + 的闭包是 
U {0}. (这就是我们在第2节中采用记号 S + 表示 R + U {0} 的理由 .） ■ 


例7考虑实直线 R 的子空间 Y =(0, 1]. A =( o , 是 Y 的一个子集，它在 R 中的闭包 


是0， 


，它在 Y 中的闭包是「0, 




有些数学家在不同意义上使用“ 邻域” 一词.他们称 A 为： C 的一个邻域，仅仅是指 A 包含 
一个含有: t 的开集.我们不用这种说法. 


极限点 

晒 

还有一种描述集合闭包的方法，它要用到我们下面将要讨论的极限点这样一个重要的 

晒 

概念. 

♦ 

若 A 是拓扑空间 X 的一个子集，： T 是 X 的一个点，如果: T 的任意一个邻域与 A 的交含有 

〆 • ^ 

异于 x 的点，我们称 x 为 A 的一 个极限点（ limit point) (或“聚点” （ cluster point ， point of 
accumulation)). 换言之，如果 x 属于 A _ {x } 的闭包，则 x 便是 A 的一个极限点.这个点: r 
可以在 A 中，也可以不在 A 中，在此定义中 r 是否在 A 中这一点无关紧要. 


例8考虑实直线 R . 若 A =(0， 1]，则0是 A 的一个极限点，点冬也是 A 的一个极限 

点.事实上，区间[0, 1] 中的任何一个点都是 A 的极限点，而除此之外的 3 R 的点都不再是 A 
的极限点. 

若 B 叫吾 |netj ， 则。是 B 的唯一极限点 • R 中除 0 之外的任何点都有一个邻域，或 

I 

与 s 无交，或与 B 只交于一点 I . 若 {0} U ( l , 2)，则区间[1， 2] 中的点都是 C 的极限 
点.若 Q 是有理数集，则 R 的任何点都是 Q 的极限点.若 Z + 是正整数集，则 R 的任何点都不 
是 Z + 的极限点. 若 R + 是正实数集，贝! J {0} UR + 中的每一个点都是 R + 的极限点. ■ 

参照例 6 与例8，可以发现一个集合的闭包与它的极限点之间的关系.这就是下面的 
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定理. 

定理 17.6 设 A 是拓扑空间 X 的一个子集， A ' SA 的所有极限点的集合，则 

A = A U A，. 

证 若: rGA 、 那么: ^的每一个邻域与 A 的交中有异于: r 的点，这样根据定理 17.5 可见 
: r 属于 A ， 因此 A ' ClS . 然而根据定义有 ACS , 所以 AUA ' CZA . 

为了证明反过来的包含关系成立， 令工为 3的一个点并证明; r € AUA ' 如 果工是 A 的一 
个点，那么显然 xGAUA '. 现在设: r 不属于 A ， 因为: rGA ， 那么: r 的每一个邻域 U 都与 A 
相交，由于: r $ A ， 集合 L ； 必与 A 交于异于: r 的一个点，因此: rGA ' 于是: tEAUA '. ■ 

推论 17.7 拓扑空间的一个子集是闭集当且仅当它包含其所有极限点. 

证 集合 A 是闭集当且仅当焱=万，而 A = A 当且仅当 A ' CA . ■ 

Hausdorff 空间 

在我们研究更为一般的拓扑空间的时候，如果仅凭有关实直线和平面上开集、闭集、极限 
点的经验，就会出现错误.在 R 和 R 2 中，每一个单点集 U 。} 都是闭集.这个事实是容易证明 
的，事实上，每一个异于 X 。 的点都有一个邻域不与 {X。} 相交.因此 {I。} 的闭包就是 {&}. 但 
是这一点对于任意拓扑空间却不成立.例如，我们在开始时就讲过的一个拓扑空间，如 
图 17. 3所示的三点集 { a ， 6, c } 的拓扑.对于这个空间，单点集 {6} 就不是闭集，这是由于它 
的补不是开集的缘故. 

类似地，在我们处理更为一般的拓扑空间时，如果仅凭有关 R 和 R 2 中收敛序列的经验，也 
可能会导致错误.对于任意拓扑空间 X ，设 A ，： C 2 , …是 X 中的一个序列并且 xGX . 如果对 
于 x 的任何一个邻域 U ， 存在一个正整数 7 V ， 使得当时， x n eu , 

则称 X 中的序列^， x 2 ， …收敢 ( converge ) 到点: r . 在 R 和 R 2 中，一个 
序列最多收敛到一个点，但在一般拓扑空间中，一个序列可能收敛到多 
个点. 比如，在图 17. 3所示的拓扑空间中，序列不仅收敛到点 
b , 它也收敛到点 a 和点 c ! 

使得单点集不是闭集的拓扑，以及使得一个序列可能收敛到多个点的拓扑，被许多数学家 
认为是非正常的拓扑.这些并不能引起数学家们多大的兴趣，因为它们在数学的其他分支中很 
少出现.如果这种例子被容许的话，那对于拓扑空间能够证明的定理就是很有限的.因此常常 
需要一些附加条件，使得上述例子相应的情况不会出现，从而使我们所讨论的空间更加接近几 
何的 直观. 这个条件是数学家 Felix Hausdorff 给出的，因此数学家们就以他的名字来命名. 

定义 如果对于拓扑空间 X 中任意两个不同的点 JC :和： C 2 ，分别存在 X !和 ： C 2 的邻域 R 
和使得这两个邻域无交，则称 X 为 一 个 Hausdorff 空间 （Hausdorff space ). 

定理 17.8 Hausdorff 空间中的任何有限集都是闭的. 

证 我们只要证明任何一个单点集 U 。} 是闭集就行了.设 I 为 X 中异于 〜的 一个点，那 
么 x 和 X 。分别有无交的邻域17和 V . 于是 U 与 { x Q } 无交， x 就不属于 U 。} 的闭包，因此 
{ x 0 } 的闭包就是 U 。}, 所以是闭集. ■ 

有限点集是闭集这一条件实际上是比 Hausdorff 条件更弱的条件.例如，实直线 R 关于有 



图 17. 3 



76 第 2 章 拓扑空间与连续函数 


限补拓扑并不是一个 Hausdorff 空间，但在此空间中有限点集是闭集.有限点集是闭集的条件 
也有一个名字，叫做 乃公理 （乃 axiom) (我们将在第 4 章对其做进一步说明）.本书仅附有少 
量的有关乃公理的练习及以下的一个相关定理， 

定理 17,9 设拓扑空间 X 满足 公理， A 是 X 的一个子集.则点： r 是 A 的极限点当且 
仅当： r 的每一个邻域与 A 的交是一个无限集. 

证设 x 的任意邻域与 A 相交于无穷多个点，则必交于异于 x 的一个点，于是: r 是 A 的 
一个极限点. 

反之，设 x 是 A 的一个极限点， x 的某邻域1/与 A 仅相交于有限多个点，于是[/与 A — 
也只相交于有限多个点.设{々，•••，等于 L / fUA —{: r })， 因为有限集{^， …， 是 
闭集，所以 X — {々，•••，〜 } 是 X 的一个开集.因此 

U A (X — ^ }) 

就是与 A — { X }无交的: C 的一个邻域，这与: T 是 A 的极限点的假定相矛盾. ■ 

我们对乃公理不是很感兴趣，其原因在于有关拓扑的许多有趣的定理不仅需要7\公理， 
而且需要强于它的 Hatisdorff 公理.此外，那些对于数学家而言重要的空间大多都是 
Hausdorff 空间.下面的两个定理是以上说法的佐证. 

定理 17. 10 若 X 是一个 Hausdorff 空间，则 X 中的一个序列最多收敛到一 个点. 

证假设 X 中点的序 列心收 敛到： c . 对于: y 关: c ， 记和 V 分别是^和: y 的两个无交 
邻域，由于 U 包含着除有限个之外所有的 x „， 所以 V —定不再会 这样. 因此，不会收 
敛到: V . ■ 

Hausdorff 空间 X 中的序列收敛到 X 中的点: c ， 我们通常记为并称: r 为序列 
r n 的极限 （ limit ). 

下述定理的证明留给读者. 

定理 17, 11 每一个具有序拓扑的全序集是一个 Hausdorff 空间.两个 Hausdorff 空间的 
积是一个 Hausdorff 空间. Hausdorff 空间的子空间是一个 Hausdorff 空间， 

Hausdorff 条件一般被认为是加到拓扑空间上的一个很合适的附加条件.事实上，在拓扑 
学基本教程中，有些数学家甚至在一开始就加上这个条件，而对不满足 Hausdorff 条件的空间 
不加研究.我们不准备这么办，但是在证明需要的时候，总是假定有 Hausdorff 条件，除非它 
对于结果的应用范围产生了令人不能满意的苛刻限制. 

Hausdorff 条件是能够加到拓扑空间上的许多条件中的一个.人们每加上这样一个条件， 
就可以证明更强的定理，但也限制了适用这些定理的空间类 • 从拓扑学创立以来，相当一部分 
研究工作就是在寻求这样一些条件，这些条件比较强，但能使人们在满足这些条件的空间上证 
明一些有意义的定理；然而这些条件又不能太强，以免导致其结论的应用受到苛刻的 限制. 

我们将在后面两章研究这样一些条件，已知的 Hausdorff 条件以及 7\ 公理只不过是我们 
熟悉的通称为分离 性公理 的一个系列条件中的两个.其他的条件包括 可数性公理、紧致 性以及 
连通性等，你将会发现，它们中的一些确实是相当强的限制. 

习题 

1.设 e 是集合 x 的子集的一个族.假定0与 x 在 e 中，并且 e 中元素的有限并及任意交也在 
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e 中.证明集族 ： T = { X—C | cee } 是 X 的一个 拓扑. 

2. 证明： 若 A 是 Y 的闭集并且 Y 是 X 的闭集，则 A 是 X 的闭集. 

3. 证明： 若 A 是 X 的闭集并且 J 3 是 y 的闭集，则乂乂_6是乂乂：^的闭集. 

4. 证明： 若17是 X 的开集并且 A 是 X 的闭集，则 U — A 是 X 的开集，并且 A — U 是 X 的 
闭集. 

5. 设 X 是具有序拓扑的全序集. 证明： U 7 T ) C =[ a , 6], 等号在什么条件下成立？ 

6•设 A ， B 和乂^都是空间 X 的子集.证明 ： 

( a ) 若 A 匚 B ， 则 A 匚良 

(b) AUB-AUB. 

( c ) TJA a 3 UA a . 举出等号不成立的例子. 

7. 评述以下对于 I ^ CZU 王的证明：若 { AJ 是 X 中的集合的一个族， xe " UA 0 , 则: r 的任意 
邻域 U 与相交，因此 U 必与某一个相交，所以 x 必定属于某一个的闭包，从而 
xG UA 0 . 

8. 设 A ， B 和义.都是空间 X 的子集，判断下面哪些等号成立.如果等号不成立，判断哪一种 
包含关系 （3 或 CZ ) 成立. 

( a ) AfTB^A HB , 

( b > nA a = 

( c ) A ^ B ^ A - B , 

9 . 设 A 匚 X 并且 BCY . 证明： 在空间 _ XXY 中瓦又 $= AXB . 

10. 证明： 任何序拓扑都是 Hausdorff 的. 

11. 证明： 两个 Hausdorff 空间的积是 Hausdorff 的. 

12. 证明： Hausdorff 空间的子空间是 Hausdorff 的. 

13* 证明： X 是一个 Hausdorff 空间当且仅当其对角线 （ diagonal ) A = UXz I : ceX } 是 XXX 
中的一个闭集. 

14. 在 R 的有限补拓扑空间中，序列 A = | 收敛到哪一点或哪些点？ 

15. 证明公理等 价于： X 中的每两个不同的点各自有一个邻域不包含另一点. 

16. 考虑在第13节习题7中所给的 R 的5个拓扑. 

( a ) 对于每一个拓扑，确定集合 K ={ l/n i } 的闭包. 

( b ) 其中的哪些拓扑满足 Hausdorff 公理，哪些满足:^公理？ 

17. 考虑 R 的下限拓扑及由第13节习题8中的基 e 所给出的拓扑.对于上述两种拓扑确定区间 
A = (0, #) 及 B = ( V ^，3) 的闭包 • 

18. 确定有序矩形中下列子集的 闭包： 

A = {(1/ n ) X 0 I n 6 Z + } , 

B = ( d - l / n ) Xy I n e z + J , 

C = {xXO I 0< x < 1}, 
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D = jxXy I 0< l < lj ， 

£= jyXy I 0<： y < lj . 

19，设 ACX ， A 的边界 （ boundary ) 定义为 

BdA = A 门 ( X - A ). 

( a ) 证明 ： IntA 与 BdA 无交，并且 S = IntAUBdA . 

( b ) 证明 ： BdA = 0<^ A 既开又闭. 

( c ) 证明： 1/ 是开集 MBdU = D — LJ . 

( d ) 若 1/ 是开集，那么 l 7 = Int ( E 7) 成立吗？验证你的结论. 

20. 求出 R 2 的下列子集的每一个的边界及 内部： 

( a ) A = {xXy I y = 0 }• 

( b ) B = {xXy I 并且 y ^ O }. 

(c) C=AUa 

Cd ) D={xXy I x 是有理数}. 

Ce ) E = {xXy I 0 < x 2 ~ y 2 ^ l }. 

( f ) F = { xX3 ； I ^#0 并且 y < l / x }. 

B 21. ( Kuratowski ) 考虑拓扑空间 X 的所有子集 A 的族. 闭包运算 A — A 与取补运算 A 
是从这个族到它自身的两个函数. 

( a ) 证明： 逐次进行这两种运算，对于给定的集合 A ， 最多可以组成14个不同的集合. 

( b ) 对于具有通常拓扑的 R ， 举出它的一个子集 A ， 由它恰好得到14个不同的集合. 

18连续函数 

连续函数的概念是许多数学学科的基础，每一本有关微积分的书，都是首先讲述实直线上 
的连续函数，然后会提到平面和空间上的连续函数.而更一般的连续函数通常在数学的一些后 
继课程中讲述.本节将给出连续函数的定义（以上述各种连续函数为特例），我们还要研究连续 
函数的一些性质，其中的大部分内容都是我们在微积分和分析中所给出的连续函数的性质的直 
接推广. 

函数的连续性 

设 X 和 Y 是两个拓扑 空间. 函数/: X — Y 称为连续的 （ contimaous )， 如果对于 Y 中的每 
一个开子集 V ， / d ( V ) 是 X 中的一个开子集. 

注意， / — W ) 是 X 中所有使得的点: c 的集合.如果 V 与/的像集/( X )无交， 
那么 /- 1 ( V )=0. 

函数的连续性不仅依赖于/本身，也依赖于它的定义域和值域确定的拓扑.要想强调指出 
这一点， 就说 / 相对于 X 的某拓扑和 Y 的某拓扑而言是连续的. 

注意，如果值域 Y 的拓扑是 由基龙 给出的，那么证明/连续，就只要证明每一个基元素 
的原像是开的就行了.这是因为 Y 的任意开集 V ，可以写成基元素的并，即 
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y = U B - 

因此 

♦ ♦ 

、 

/― 1 ⑺厂 1(B 》， 

J 

如果每一个 / — VBJ 是开的，那么厂 W ) 就是开的. 

如果 Y 的拓扑是由子基 S 给出的，那么为了证明/的连续性，只要证明每一个子基元素的 
原像是开的就可以了.这是因为 Y 的任意基元素 B 可以写成子基元素的有限交5!门… ns „. 
由于 

/-1( b ) =广叫 ） n …门 m )， 

因此每一个基元素的原像是开的 • 

例1我们来看看在分析中研究过的一个函数，即实变量的实值函数 

/*R — ► R .' 

在分析中，采用 “ e -5 定义”来定义/的连续性.多少年来，每一个初学数学的学生都对此感到 
困惑不解.其实， e - S 定义与上面的定义是等价的.例如，我们可以这样证明上面的定义蕴涵 
e -5 定义： 

对于 R 中的点 A ， 给定 e >0， 区间 V =(/(: r Q )- e ，/( x 。）+ e ) 是值域空间 R 的开集，因此 
/ _1 00是定义域空间 R 的开集.因为 /— W ) 包含所以必定包含： r 。 的某一个基元素 
( a , 6). 选取3为与 6 — 心两者中的较小者.那么，若 I : c 一: c 。 | <§，则点: t 必定在 
( a , 6) 之中，于是 /( x ) eV ， 从而得到 I /( x )-/( x 0 ) | < e . 

要想证明 e -5 定义蕴涵我们上面的定义也不困难，我们留给读者去完成.当我们研究度量 

空间的时候，还要回过头来考虑这个例子. ■ 

例2在微积分中要研究很多种函数的连续性质，例如，我们研究下面几种类型的 函数: 

/：R — R 2 (平面曲线）， 

/： R -^ R 3 (空间曲线)， 

W /： R 2 -R (两个实变量的函数 /( xo ))， 

/： R 3 — -R (三个实变量的函数 / Uod ))， 

， : / tR 2 — R 2 (平面上的向量场 v ( x ，： y )). 

对于其中每一种函数都可以定义连续性.我们所给出的连续性的一般定义，包括了所有这些 
特殊情形，这不过是将要证明的有关积空间及度量空间上连续函数的一些一般性定理的一个 
推论 • ■ 

♦ 4 W 4 ♦ _ 

例 3 设 R 为具有通常拓扑的实数集. R , 为具有下限拓扑的实数集.冷 

. * 

ftR — r *- R / 

为恒等函数，即对于每一个实数 A / U )= A 但是/不是一个连续函数.因为艮昀开集[«，《 
的原像还是 [ a ， 6)，它不是 R 的开集.而另一方面，恒等函数 

gxR / — R 

却是连续的，因为 U ， 《的原像是 U ， 5)，它也是 R , 中的开集. ■ 
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在分析中研究过连续函数的许多不同但又等价的定义.它们中的一些可以推广到任意空间 
上去，下面的定理就研究这个问题.但是，大家熟悉的定义”及“收敛序列定义”却不能推 
广到任意空间.研究度量空间时，将要处理这些问题. 

定理 18.1 设 x 和 y 是两个拓扑空间，/: x ^ y . 下列条件是等 价的： 

(1) / 连续. 

(2) 对于 X 的任意一个子集 A ， 有 /( A )(=7^ y . 

(3) 对于 Y 的任意一个闭集 B , / h ( B ) 是 X 中的一个 闭集. 

( 4 ) 对于每一个: rex 和 /(X) 的每一个邻域 V ,存在: C 的一个邻域1/使得 / OOCV . 

对于 X 中的点: T , 如果条件 (4) 成立，则称/在点: T 连续. 

证 我们将证明 （1)=>(2)=>(3)= K 1) 及 （1) 冷（4)=>(1). 

(1) =>(2).设/连续. A 是 X 的一个 子集. 下面 证明： 若工 eA ， 则 /( x )67^. 设 V 

是 / U ) 的一个邻域，则/_ 5 (\0是 X 中包含 x 的一个开集，它必定与 A 相交于某点: y ， 于是 V 
与 /( a ) 有交点 /( 30 . 因此得到 /(： r ) e ；^ y . 

(2) =>(3).设 B 是 Y 的一个闭集，下面证明 A 是 X 的一个闭集，也就是证 
明 SCIA . 由初等集合论可见 /( A ) CIB . 因此，对于有 

fix ) e /( A ) d JUO CZB = B . 

于是: re / -1 ( B )= A . 所以得到 A 匚 A . 

(3) =>(1). 设 V 为 Y 的一个开集， B = Y ~ V . 那么 

厂 1 ( B ) =厂 1 ( Y ) — /- 1 ( V ) ^ X -/- 1 ( V ). 

易见 B 是 Y 中的一个闭集 • 根据假设， /^ CB ) 是 X 的一个闭集.所以 / h (\0 是开的. 

(1)，(4〉.设： c 6 X ， V 是 /( x ) 的一个邻域.则 17 = /-^) 是： r 的一个邻域，满 
足 /( LOCIV . 

(4) ->(1).设 V 是 Y 的一个开集， X 是 /- i (\ o 的一个点.则 /( x ) ev ， 根据假设可见， 

存在 X 的一个邻域使得从而 L 4 C =/- 1 ( V ). 由此得到 /— W ) 可以表示成所有 
这些开集之并，从而它是开的. ■ 

同胚 

设 X 和 Y 都是拓扑空间，/: 是一个一一映 射①. 如果函数/和它的反函数 

r i ： y ― -X 

都连续，则称/为一个同胚 （ homeomorphism ). 

/ m 连续这个条件是说，对于 X 的每一个开集 I /，在/- 1 : 下它的原像是 Y 中的开 

集.但是， U 在映射/- 1 下的原像就是 L 7 在映射/下的像，参见图 18.1. 于是，可以用另一种 
方式将同胚定义为一一映射/: X - Y , 使得 /( U ) 是一个开集的充分必要条件是17是一个 
开集 • 


①再次提请读者 注意： 函数、对应、映射都是同义语.——译者注 
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这个附注说明， 一 个同胚/: X - Y , 不仅仅给出了 X 和 Y 之间的一个一一映射，还给出 
了 X 与 Y 的开集族之间的一个一一映射.因此，完全藉助于 X 的拓扑（即藉助于 X 的开集）所 
得出的 x 的任何一条性质，通过对应/就可以推出空间 y 的相应性质. X 的这种性质称为 X 
的一个拓 扑性质 （topological property ). 

读者可能已在近世代数中学过代数对象之间同构的概念，比如群与群之间，环与环之间. 
一个同构是一个保持代数结构的 一一 映射.拓扑学中与此类似的概念就是同胚，它是保持拓扑 
结构的——映射. 


现在设/: 是一个连续的单射， X 和 Y 是两个拓扑空间， 

用 Z 表示像集/( X )，把它看成 Y 的一个子空间.那么由限制/的值 
域得到的函数/: X — Z 就是 一一 映射.若/正好是 X 与 Z 之间的 
一 个同胚，则称映射/: X -^ Y 是一个拓扑嵌入 （ topological 
imbedding ) ,或者称为从 X 到 Y 中的一个嵌入 ( imbedding ). 

例 4 由 /( x )=3: r + l 所给出的函数/: R — R 是一个同胚， 
参见图 18. 2. 

考虑用 



图 18.2 


g(y^> 



定义的函数心 R — R . 容易 验证： 对于所有实数: r 和 y 有 /( £ (： y ))= y 和以/(^))=2，因此/ 
是一个 一一 映射并且¥=/-\至于/与 g 的连续性则是微积分中熟知的结论. ■ 


例 S 用 


丄一 X 

定义的函数 F : ( — 1， l )— R 是一个同胚，参见图 18.3. 我们 
已经在第3节的例9中知道， F 是一个保序的 一一 映射，它的 
反函数 G 定义为 


G ( y ) 




1 + (1 + 4 /) 1/2 _ 


可以用两种方法证明 F 是一个 同胚. 第一个方法应用 F 是 



一个保序的 一一 映射，从而把（一 1， 1) 中序拓扑的一个基元素变成 R 中序拓扑的一个基元素， 
反之亦然.这样 F 自然就是（一 1, 1) 与 R 之间（相对于各自的序拓扑而言）的一个同胚，因为 
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(一1， 1) 上的序拓扑就是通常的（子空间）拓扑，所以 F 是（一1， 1) 与 R 的一个同胚. 

证明 F 是同胚的第二个方法是应用微积分中熟悉的结果，即代数函数和根式函数的连续 
性来证明 F 和 G 都是连续函数. ■ 

例6 —一 映射/: X — Y 可以是连续的而不是同胚.例3中研究过的恒等映射 R,-R 
就是这样一个函数.还可以举出一个 例子： 设 S 1 表示单位圆周 （unit circle )， 

s 1 = ux：y I x 2 +y = l}. 

将其作为平面 R 2 的一个子空间.设映射 

/ ： [0,1)^S 1 

定义为 /( r ) = ( COS 27^， sin 2^). 我们应用三角函数的性质推得/是一个连续的 一一 映射，但 


是 / h 不连续.例如，定义域中的开集1/=[0, 在/下的像不是 S 1 中的开集，这是由于不 

' ♦ s ♦ 

存在 r 2 中包含多=/(0)的开集 v ， 使得 vr ^ cz / a ;)， 参见图 is .4. 



例 7 考虑函数 


g ■: [ 0 ， 1 ) —► R 2 ， 

它是把上例中函数/的值域扩大而得出的.映射 g 是一个连续单射，但不是嵌人. 



构造连续函数 

: 怎样构造从一个拓扑空间到另一个拓扑空间的连续函数呢？对于在分析中使用过的那些方 
法，有一些可以推广到任意拓扑空间，有一些则不行.我们首先研究某些对于一般拓扑空间成 
立 的构造法，.其余的留到后面再讲. 

定理 18. i [构造连续函数的法则 （rules for constructing continuous functions )] 设 X， Y 

- • - . . . 

和 Z 都是拓扑空间 . 

、 _ 參 ♦ _ _ ♦ ♦ 

. ♦ 

(a) ( 常值函数）若 /: X—Y 将整个 X 映成 Y 的一个点 : v 。， 则 / 连续 • 

(b) ( 内射）若 A 为 X 的一个子空间，则 内射乃 连续 . 

(c) ( 复合）若 /: 与发： Y—Z 连续，则映射 g。/: X—Z 连续 . 

(d) ( 限制定义域）设 /: X—Y 连续， A 为 X 的一个子空间，则限制映射 /I A: A^Y 
连续 . 

(e) ( 限制或扩大值域）设 /: X—Y 连续， 2 为 Y 中包 含像集 /(X) 的一个子空间，则限制 
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/的值域而得到的函数也连续.若 Z 以 Y 为其子空间，则扩大/的值域而得到的函 
数 / i : X — Z 也连续. 

( f ) (连续性的局部表示）如果； C 可以写成开集 c/ a 的并，使得对于每一个《，/丨氏连续. 
则映射/: X — Y 连续. 

证 U ) 对于 X 的任意一个点: T ， 设 / U )= w . 设 v 是 Y 中的一个开集.若 v 包含点: V 。， 
则 /— W )= X . 若 V 不包含: V 。，则 /- 无论哪一种情形都得到厂是开的 • 

( b ) 若 u 是 x 的一个开集，则根据空间拓扑的定义，是 a 的一个开集. 

( C ) 若 U 是 Z 的一个开集，则 f VU ) 是 Y 的一个开集， /^(^^( u )) 是 X 的一个开集， 
而根据初等集合论可见 

/— 3 ( g —VU)) = (g 。 Z)- 1 ^. 

( d ) 函数 /| A 是内射 A — X 与映射 /: X — y 的复合，而这两者都是连续函数. 

( e ) 设/: X — Y 连续.若 / U ) CIZCY ， 我们来证明由/得到的函数 X — Z 连续 • 设 B 

是 Z 的一个开集，则存在 Y 的某一个开集(7,使得 B = 因为 Z 包含整个像集/( X )，根 

据初等集合论可见 

/- 1 (U) = 

因为厂⑴是开的，所以 g ^( B ) 也是开的. 

如果 Z 以 Y 为子空间，我们证明 / I : X — Z 连续.而这只要注意到 A 是映射/: X — Y 与 
内 射）： 的复合就 行了. 

( f ) 根据假设， X 可以写成开集 L /„ 的并，并且对于每一个《， /| L / a 连续.设 V 是 Y 的一 
个开集，贝 IJ 

_ ^ . 

r [ U a = ( f \ u a rHvy . 

这是因为上式两边表示的都是 r 中满足 /( x ) ev 的点 x 的集合.因为 / ir 连续，所#上述 
集合是 LJ fl 中的开集，因此是 x 中的开集.而 

rHv) - (J (/-* (V) n u a ). 

a 

于是， /- i (V) 也是 x 的一个 开集. ■ 

定理 18,3[黏 结引理 （pasting lemma )] 设并且 A 和 B 都是 X 中闭集 • /: A — Y 与 
g ： 都是连续函数 • 若对于任意 xGAHB 有 /(： c )= g ( x )， 则/和 g 可以组成一个连续函数 

h ； X -^ Y ,它定 义为： 当 ： cGA 时， h ( x ) = f ( x ) ; 当 ： rGB 时， h { x )= gix ), 

证 设 C 为 Y 的一个闭集，根据初等集合论有 

h - 1 (C) = f^CC) U ^(O. 

因为 / 连续，所以 /— 40是 A 的一个闭集.类似地 ， f i ( C ) 是 B 的一个闭集，从而也是 X 
的一个闭集.于是它们的并 / T 1 ( C ) 是 X 的一个闭集. ■ 

若 A 和 B 都是 X 的开集，这个定理仍然成立.这正是“连续性的局部表示”法则（见前一个 
定理）的一个特例. 

例8函数 / i : R — R 定义为 
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ix 对于 x <0， 
hKx ) = , 

U/2 对于 x>0. 

上式中 A 在每一个“区 间段” 都是连续函数，并且它们在定义域的公共部分，即单点集 {0} 上的 
函数值 相同. 由于两者的定义域都是 R 的闭集，所以 A 连续. 为了能定义这种函数，就要求对 
于各个“区间段”来说，函数在其定义域的重合处相等.例如下式 

fx — 2 对于 

kix ) = < 

U + 2 对于 

就不能定义一个函数_另一方面，对于集合 A 和 B 也要进行某些限制以保证函数的连续性， 
例如下式 


，(:)= [ X ~ 2 

\x + 2 


对于 z < 0， 
对于 o ： > 0， 


定义了从 R 到 R 的一个函数，它的两个部分虽然是连续的，但是/却不是连续函数. 
(1， 3) 的原像[0, 1) 不是开集.参见图 18. 5. 


因为开集 



h 



图 18. 5 


定理 18. 4 [到积空间的映射 （maps into products)] 设 /: A-^XXY 定义为 

/(a) = (/i (a) , f 2 (^)). 

则 / 连续的充分必要条件是函数 


都连续 . 


/i ： A ― -X 与 / 2 ： A — -Y 



映射 / i 和/ 2 称为/的坐 标函数 （coordinate function ). 

证 设 ?r 1: XXY— X 与; r 2: XX 分别是到第一个和第二个坐标空间上的 投射. 它们 

是连 续的. 这是因为若设 U 和 V 分别是 X 和 y 中的开集，则和 ttPCVOzXXV 
都是开集.注意，对于每一个 a 6 A ， 

fi (a) = tti (/(a)) , / 2 (a) = ^ 2 (/(a)). 

若 / 是连续函数，则，和/ 2 是连续函数的复合，因而都是连续的.反之，设，和/ 2 连 
续，我们 证明： 对于 XXY 的拓扑的每一个基元素 L / XV ， 其原像 / HO / XV ) 是开集.点《在 
/_ i ( UXV ) 中当且仅当 /( a ) euxv ， 也就是当且仅并且 / 2 ( a ) GV •因此 

r l (c/xv) = /ret/) n /rao. 

由于 / ra ;) 和 yrao 都是开集，所以它们的交也是开的. ■ 

对于定义域是积空间的映射/: AXB ^ X , 没有一个常用的方法来判断其连续性.有这样 
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一种 猜想： 如果/“分别关于每一个变量”连续，则/连续.但它是不对的（见习题 12). 

例 9 在微积分中， 平 面上一 条参数曲线被 定义为一个连续映射 6]— R 2 , 通常写 
成 / U ) = UU )， y (0). 我们常常要用到这样的 结论： 若和 j 都是 t 的连续函数，则/是^ 
的一个连续函数.类似地，平面 向量场 

v ( x ^ y ) = P ( x 9 y)i + Q ( x , y)j = ( P (: c ，： y )， Q (: r ，： y )) 

称为连续的，如果 P 和 Q 都是连续 函数； 或者等价地说， v 作为 R 2 到 R 2 的映射是连续的.这 
两种说法都是上面定理的特殊情形. ■ 

在分析中大量使用的构造连续函数的方法是取连续实值函数的和、差、积、商.有一个标 
准 定理： 若 f ， g : X — R 连续，则 /+ g 、 f — g 、 /•& 都连续，并且对于所有使 g ( x ) 关0的 
工， // g 连续.我们将在第21节研究这个定理. 

在分析中我们所熟悉的构造连续函数的另一个办法，是取函数的无穷序列的极限.有这样 
一个定理，其大意是说，如果一个实变量连续实值函数的序列一致收敛于一个极限函数，那么 
极限函数必为连续函数.这个定理称为一 致极限定理. 例如，当正弦、余弦函数的定义是严格 
地用无穷级数给出的时候，用这个定理可以证明三角函数的连续性.这个定理能够推广为关于 
从任意拓扑空间 X 到度量空间 Y 中 映射的定理，我们将在第21节予以证明. 

习题 

1. 证明： 函数/: R — R 连续性的定义蕴涵开集定义. 

2. 设/: X — Y 连续，工是叉的子集 A 的一个极限点，那么 /( x ) 一定是 /( A ) 的极限 点吗？ 

3. 设 X 和 X '分别表示具有拓扑 T 和： T 的同一个集合， X 为恒等函数. 

( a ) 证明： f 连续细于: T . 
a ) 证明： i 是同胚 wr =； r . 

4. 给定: 证明： 分别由 

/( x ) = X X ^0 和 g ( y ) = x 0 X y 
所定义的映射 /: X — XXY 与 y — xXY 都是嵌入. 

5. 证明： R 的子空间 （ a , 6) 与 （0, 1) 同胚； R 的子空间 O , 6] 与[0, 1] 同胚. 

6. 找出一个只在一点连续的函数/: R — R . 

7. ( a ) 假定/: R—R “右连续”，即对于每一个 a 6 R ， 

lim +/( x ) = /( a ) ， 

证明： 将 / 看成从 R , 到 R 的一个函数时它是连续的. 

( b ) 如果把函数/: R —1 R 看成从 R 到 R , 的映射时，什么样的/是连续的？如果看成从1^到 

的映射呢？我们将在第3章中讨论这个问题. 

8. 设 Y 为具有序拓扑的全序集，/，是连续的. 

U ) 证明 ： U | /(^ rXg ■(: r )} 在 X 中是 闭的. 

( b ) 证明： 由下式 

h ( x ) = mia {/( x ) , g ( x ) } 

所定义的函数 / i : 是连续的.[提 示： 应用黏结引理 




86 第 2 幸 拓扑空间与连续函数 


9.设 { AJ 是 X 的一个子集族， X = UA a ^ 设/: X — Y ， 对于每一个心 /| A a 连续. 

( a ) 若{疋}为有限族，并且每一个泉都是闭集，则/连续. 

( b ) 找出一个可数族 { AJ ， 其中每一个次都是闭集，但/不连续的例子. 

( c ) 一个加标集族 { AJ 称为 局部有限的 （locally finite )， 如果 X 的每一个点: c 都有一个邻域， 
仅与有限多个 A a 相交. 证明： 若族 { A fl } 是局部有限的，并且每一个 A fl 都是闭集，则/ 


连续. 

10. 设 A — B 和 C — D 都是连续函数. 证明： 由公式 

(/X g)(a X c ) = f ( a ) X g ( c ) 

所定义的映射 / Xg : AXC — BXD 是连续的. 

11 •设 F: XXY-Z. 我们把 F 分别关于每一个变量连续 ( continuous in each variable 
separately) 定 义为： 对于 Y 中每一个 y 。， 用 Mx) = F(x X % ) 定义的映射 A : X—Z 连续， 
并且对于 X 中每一个: r 。， 用= 所定义的映射 々： 连续. 证明： 若 F 连 

续，则 F 分别关于每一个变量连续. 

12. 设 F : RXR — R 定 义为： 


… x Hr /( 

( a ) 证明： F 分别关于每一个变量连续. 


如果: cX ： y #0 X 0, 
如果: cX：y = 0 X 0. 


( b ) 计算出由 g ( x ) = FUXx ) 所定义的函数 R - R . 

( c ) 证明 F 不连续. 

13. 设 ACIX ， /: A — Y 连续， Y 是一个 Hansdorff 空间. 证明： 若/能扩充为一个连续函数 
g ： A — Y ， 则 g 由/唯一决定. 
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本章余下部分将继续讨论如何在集合上给出拓扑的种种方法. 

在此之前，我们曾为两个拓扑空间的积 XXY 定义了拓扑，本节将这个定义推广到任意笛 
卡儿积. 

为此我们考虑笛卡儿积 

兄 X …X X n 和 Xi x x 2 X •**, 

其 中足都 是拓扑空间.定义笛卡儿积的拓扑有两种方式.第一种方法是分别以形如 LAX — Xl/n 
和的集合作为上述相应笛卡儿积的拓扑的基元素，其中对于每一个£， G 表示 X , 
中的一个开集.用这种方式为笛卡儿积定义的拓扑，我们将称之为箱拓扑. 

第二种方法是将第15节中给出的用子基定义拓扑的方式予以推广.也即以所有形如 
的集合构成子基，这里 i 是任意给定的指标， 17 ; 是义 ，中的 一个开集.这种子基生成的 
拓扑我们称之为积拓扑. 

两种拓扑有什么不同？考虑第二种拓扑的典型基元素及它是子基元素 TrrW ,) 的有限交， 
比如说； ，…， k 则点 X 属于 B 当且仅当对于；=、，•••，“时; ^( x ) 属于认，而当 i 为其 
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佘值时，对于 7 T ,( X ) 则没有任何限制. 

这意味着两种拓扑对于有限笛卡儿积是相同的，对于无限笛卡儿积是不同的.为何我们更 
偏爱第二种拓扑呢？这是我们本节将要说明的问题. 

首先我们要引进更为广义的笛卡儿的概念.在此之前，我们仅就指标集为{1，…， n } 或 
者为 Z + 的情形定义了加标族的笛卡儿积.以下我们考虑指标集为任意集合的情形. 

定义 设 J 是一个指标集.对于给定的集合 X ， X 的元素的 J - 串 （ J - tuple ) 定义为一个映 
射文： J — X . 若 a 为/的一个元素，我们用表示 JC 在 a 处的值，而再不用 x ( a ) 表示这个值， 
并且将它称为 jc 的第 a 个坐标 （ coordinate ). 我们将用记号 

( 工 a ) aG J 

表示函数 X 本身. 这个“串记法”使我们将串对于指标族的依赖表示得更明确些. 用 x J 表示 
X 中元素的串的全体. 

定义 设 { A a } a& _ /是 一 个加标集族， X = 加标集族 { A fl 的笛 卡儿积 （Cartesian 

product ) ,定义为使得对于每一个有的叉的元素的所有 J - 串的集合，用 

n 疋 

表示.也就是说，它是所有这样的函数 

XtJ — ~^ \ jA a 

J 

的集合，这些函数要求满足条件；对于每一个有 

当指标集无需强调时，有时我们也用 nA a 表示上述笛卡儿积，其元素则记为 u fl ). 

当所 有的九 都等于同一个集合 X 时，笛卡儿积 JjA a 恰为所有 X 的元素的 J - 串的集合; 

J 

对于的元素，我们有时使用“串记法”表示，有时使用函数表示，依方便而定. 

定义 设彳 X 。 } ae ; 是拓扑空间的一个加标族.积空间 

IlA 

<r€ J 

上的某一个拓扑的基取为所有形如 

j 

的集合的族，其中对于每一个 a 6 J ， U a ^ X a 中是开的.由这个基生成的拓扑叫做 箱拓扑 
(box topology ). 

因为 nx a 本身是一个基元素，所以 { nL /„} 满足基定义中的第一个 条件. 又因为任意两个基元 
素的交是另一个基元素 


(n^)n rr^ a n v Q >. 

所以它满足基定义中的第二个°条件 . a6J °。 

下面的方法是用子基定义拓扑的推广.设函数 

D:I1X ― % 
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将笛卡儿积空间的每一个元素对应其第0个坐标，即 

7Tp((j ： a ) a ^j) = 工 ” 

我们把 ％ 称为关于指标卢的投射 （projection mapping). 

定义 令&表示族 

Sp - | %在心中是开的}， 

令 S 为所有族办的并 

S = Sp ， 

吟 J 

子基 S 生成的拓扑称为 积拓扑 (product topology ). 给定了这个拓扑的称为 积空间 

q€ J 

(product space). 

为比较积拓扑与箱拓扑，只要考虑由$生成的基忠.族忠是由$中元素的所有有限交组成 
的.但是，如果我们取属于同一个办中的元素进行交，那并不能得到什么新东西，因为 

k^xu^ n ^(v^) = (u 0 n vp ； 

&中的两个或有限多个元素的交，还是沁的一个元素.只有取不属于同一个办的元素进行 
交，才能得到一些新东西.因此，基忠的典型元素可以这样描述：令说，…，尽为指标集 
中不同指标的一个有限集，为中的一个开集（£=1，…， n ). 则 

b = gov n n … n 

是忠的一个典型的元素. 

因此，点 x = U a ) 在 B 中当且仅当 JC 的第仏个坐标在 14 中， 第庳个 坐标在中等等. 
如果指标《不是化，…， 洱中的 一个，那么的第 a 个坐标就没有任何限制，于是可以将 B 写 
成积的形式 

XlK ， 

a6 J 

其中，当《弇洚，…， 氏时，汄表 示空间 x a . 

综上所述可得下面的 定理： 

定理 19. 1 [箱拓扑与积拓扑的比较 （comparison of the box and product topologies )] IIX a 的箱 
拓扑以形如 nu a 的集合作为基元素，其中，对于每一个 a ， U a 在 X a 中是幵的 . nx a 的积拓扑以形如 
nu a 的集合作为基元素，其中(^在又中是开，并且除去有限多个《外，对于每一个《都有 u « = 
有两件事是很清楚的.第一，对于有限积 nx „， 两种拓扑是一样的.第二，一般说来，箱拓扑细 
于积拓扑. 

那么为什么我们常常用积拓扑而不用箱拓扑呢？答案要从我们对拓扑学的研究中去找.我们 
发现，如果使用积拓扑，那么关于有限积空间的一些重要定理对于任意积空间也 成立； 而使 用箱 
拓扑则不然.因此，积拓扑在数学中更为重要，而箱拓扑就不那么重要.但是它可以用来构造反 
例.所以 ：当我 们讨论积空间 nx a 的时候，如果不特别申明 ，总 是假定所给的就是积拓扑. 

在有关积空间 xx y 的已经证明过的定理之中，有一些对于积空间 nx a 不论采用箱拓扑或 
积拓扑都成立.下面列出一些这样的定理，大多数相关的证明留作习题. 

定理 19. 2 设每一个空间尤的拓扑由基乳给出.则形如 
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J [ B a 

a6 J 

的集族是 JTx ^ 的箱拓扑的一个基，其中对于每一个 e 瓜. 

a6 J 

对于如上形式的集族，如果仅对有限多个指标 a 要求艮6 芯， 而对余下的指标有坎== I ， 
则这个集族便是 JJX a 的积拓扑的一个基. 

J 

例 1考虑 n 维欧氏空间 R". R 中所有开区间组成 R 的一个基，因此所有形如 

(ai ， 6i ) X (a 2 ， 6 2 ) X …X (a„ ， 6„) 

的积组成了 1^的一个拓扑基.因为 R n 是有限积，箱拓扑与积拓扑是一样的.所以在讨论 R n 的 
时候，除非特别申明，都采用上面给出的这种拓扑. ■ 

定理 19.3 设对于每一个《 G J ， A a AX a 的一个子空间，则当两者都用箱拓扑或者两者都 
用积拓扑时， nA a 是 nx a 的一个子空间. 

定理 19.4 若每一个空间 X fl 都是 Hausdorff 的，则无论是箱拓扑还是积拓扑， EtX a 都是 
Hausdorff 的. 

定理 19.5 设 { x a } 是一个加标空间族，对每一个《有 A a d . 若对 nx a 赋予积拓扑或者 

賦予箱拓扑，则有 

UA a = nA 0 . 

证 设 x =为 nS a 的一 个点. 我们来证明 jc e nA a . 设 1/ = nR 为箱拓扑或是积拓扑 
空间中含有 x 的一个基元素.由于& e 瓦，对于每一个 a ， 可以选取点 e n A fl . 于是 
j = ( x ) 既属于 u 又属于 nA a . 由于 c ; 的任意性， jc 属于 nA a 的闭包. 

反之，设对于两个拓扑中的任何一个， a ： = ( xj 属于 nA a 的闭包.我们来证明对于任何一个 
指 标仏有 a e 设％ 为包含 & 的中的 开集. 由于对于两个拓扑中的无论哪一个来说， 
%— 1 ( vp 是 nx „ 中的开集，所以它含有的点 ； y = (%).于是 々属于 KnAp 从而 

■ 

到目前为止，我们仍然没有理由只喜欢积拓扑，而不要箱 拓扑； 但是当我们试图推广前面关 
于映到积空间的映射的连续性的那个定理时，这种区别就出 现了. 当赋予 nx a 箱拓扑时，下面定 
理不成立. 

定理 19. 6 映射 /: a — JIx a 定义为 

a6 J 

/(a) = (/ a (a)) QeJ 

其中对每一个 tf ，/ a: A — x a •设 nx a 具有积拓扑，则/连续当且仅当每一个函数人连续 • 

证设〜是积空间到其第 f 个坐标空间上的投射. 巧是连 续的，这是因为如果％是 
的一个开集，集合 TTpa/p 就是 n 汊的积拓扑的一个子基元素.假定 / : A-IIX 连续，则4 
是两个连续函数的复合，即心=%。/，所以/# 连续. 

反之，设每一个坐标函数人都连续 • 要证明/连续，只要证明每一个子基元素在/下的原像 
是 A 的开集就够了 • 在我们定义连续函数的时候已经提到过这一点.对于II 又 的积拓扑，其典型 
子基元素是 TT^av， 其中々是某一个指标，％是X 〃的 开集. 因为/〃= 〜。 /，所以厂 1 
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又因为心连续，因此这个集合是 a 的一个开集. ■ 

为什么这个定理对于箱拓扑不成立呢？或许最令人信服的办法就是考察一个例子. 

例 2 考虑 R 的可数无限积 R' 

H x " 
n 6 Z_|_ 

对于每一个； 2GZ + ， X n =R. 函数 /: R — 『定义为 

fit 、= ( r ， t ， …）， 

其第 n 个坐标函 数是八 = 每一个坐标函数 /„: R 一 R 都连续，所以当赋予 f 积拓扑时， 

/ 是连续的 . 而当 1T 给的是箱拓扑时， / 不连续 . 例如，取箱拓扑的基元素 

B= (-1,1)X (-y,})x (_| ， |)X “.， 

我们断言： / _1 (B) 不是 R 中开集 • 事实上，如果 / _1 (B) 是 R 中开集，它必定包含 0 旁边的某 
一 个区间（一 5 ， 5) ，也就是说 /(( 一 ^ 将心作 用于这个包含关系的两边，可见对于 

所有 n ， 

/„ (( — dtd )) = ( 一 8 jS ) ( Z . ^― 士，七)， 

这是一个矛盾. ■ 

习題 

1. 证明定理 19. 2. 

2. 证明定理 19. 3. 

3* 证明定理 19. 4. 

4. 证明： 与 IX… XX„ 同胚 • 

5. 定理 19. 6 的陈述中，有一个蕴涵关系对于箱拓扑也成立，是哪一个蕴涵关系？ 

6. 设 a ， x 2 ， … 是积空间 nx a 的点的一个序列 . 证明 ：这个 序列收敛到点 jc 当且仅当对于每一个 
a ，序列，％ ( 々），》 • 收敛到 ^(a:). 若用箱拓扑代替积拓扑相应结论还成立吗？ 

7. 设 1^ 是『中所有 “ 终端为 0” 的序列（即，使得仅有有限多个 i ， x, 參 0) 的所有序列 U ， x 2 ，…) 

的子集.在箱拓扑与积拓扑下， R ” 在 R w 中的闭包是什么？验证你的结论. 

8. 给定实数序列 （ ai ， a 2 ， …）和(4,匕，…），其中对于所有的 i ， 化>0,用 

h((j： 1 ,x 2 = (a x Xi ,a 2 J ：2 +6 2 

定义一个函数 /i:R' 证明： 若赋予 IT 积拓扑，则 A 是 3ET 的一个自同胚 . 若赋予 IT 箱 
拓扑，结论会怎样？ 

9. 证明选择公理等价于以下 条件： 对于每一由非空集合组成的加标集族 {A J 乒 0 ®，其笛 

卡儿积 

TIA. 

/ 


①原文误为/尹 0. 


译者注 
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非空. 

10.设 A 是一个集合，是空间的一个加标族，是函数 / a: A — 又的一个加 
标族. 

( a ) 证明： A 有唯一的一个使得每一个 / n 都连续的最粗拓扑： T . 

( b ) 设 

汾= | %在 X # 中是开的}， 

并且 s = u &. 证明： s 是： r 的一个子基. 

( c ) 证明： 映射 g: a 关于: r 连续当且仅当每一个映射八。^■都连续. 

( d ) 用 


/(a) = (fAa)) aeJ 

定义映射 /: a — nx fl . 设 z 表示积空间 n 又的子空间 /( a ). 证明: r 中每一个元素在/下 
的像是 z 中的一个开集. 

20度置拓扑 

在集合上定义拓扑，最重要最常用的方法之一就是藉助于这个集合的度量来实现.用这种 
方式给出拓扑是现代分析的核心之一.这一节我们将定义度量拓扑，并且将给出大量例子.下 
一节再研究度量拓扑所满足的一些性质. 

定义 集合 X 的一 个度量 （ metric ) 是一个函教 

d ： XXX ― 

使得以下性质 成立： 

(1) 对于所有的 x ，yE X 9 d(xf y )^0; 等号当且仅当 = 时成立. 

(2) 对于所有 x ，^ eX , dU ， y )- d ( y f x ). 

(3) ( 三角不等式）对于所有 x ， y ， X f d ( x , y ) -\~ d ( y , z )^ d ( x 9 z ). 

给定 X 的一个度量 d ， 数 d ( x ， j ) 通常称为: r 与: v 之间在度量 d 下的距离 （ distance ). 对 
于 £ >0,考虑所有与: r 的距离小于 e 的点^的集合 

B d ( x 9 e ) = {y I d ( x 9 y ) < e }, 

它称为以 x 为中心的 C - 球 Oballcenteredatr ). 在不致引起混淆的情况下，有时在记号中省略 
度量 d ， 而把这个球简单地记为 B ( x ， e ). 

定义 若 c / 是集合 X 的一个度量，则全体 e - 球 BU ， e ) 的族，其中 j ： eX ， e >0, 是 X 的 
某一个拓扑的基，这个拓扑称为由度量 d 诱导出来的度 量拓扑 （metric topology )* 

因为对于任意 e >0 有: rGBCr ， £ )，所以基定义中的第一个条件显然满足，在验证基定义 
中的第二个条件之前，我们首先 证明： 若: y 是基元素 BU ， e ) 的一个点，则存 在以; y 为中心的 
一个基元素幻，它包含在 B ( x ， e ) 之中.取3为正数 e — dU ， ：>；)，则当 zeB (： y ， 们时， 
z)<ie — dCx ^ y ) 9 由此得到 

d ( x ， z ) < d ( x f y ) + d { y , z ) < e , 

从而证明了 B ( y ，^) CZB ( x , e ). 参见图 20.1. 
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现在来验证基的第二个条件.设 A 和 B 2 为两个基元素，并且 
yeB , f | B 2 . 根据刚才的证明，可以取正数表和5 2 ,使得 B ( y ， 

占 1 )〔氏和 B ( y f 灸） C = B 2 . 令8为 和 ft 中较小的一个，便可见 
B ( y , S ) C ： B l f ] B 2 . 

我们应用刚才证明的结论，将度量拓扑的定义重新改写 成：集 
合是由 d 诱导出来的度量拓扑中的开集，当且仅当对于每一个 
y^:U j 存在 一 个^ >0 使得氏 （jy ， d ) CZU . 

这个条件显然蕴涵17是开集，反之，若 U 是开集，它必定包含 
着包含点: y 的一个基元素氏 ( j ：， e ). 因此， B 又包含着以 > 为中心的一个基 元素氏 ( y ， 占). 

例1对于集合 X ，定义 

d ( x 9 y ) = 1 如果 x ^ 
d ( x , y ) = 0 如果 x = y . 

容易验证 d 是一个度量.由 d 诱导出来的拓扑是离散拓扑.例如，基元素 B ( x ，1) 就只包含着 
点 I . ■ 

例2 用等式 

dixjy ) = \ jo — y \ 

所定义的度量是实直线 R 上的标准度量.容易验证 d 是一个度量.由它诱导出来的拓扑与序拓 
扑相同_这是因为序拓扑中的每一个基元素都是度量拓扑中的一个基元素.事实上， 

(a,6) = B(x ， e ) ， 

其中 x=U + 6)/2, e =( b - a )/2. 反之，每一个&球趴1， e ) 等于一个开区间 （ x — e , : c + e ). 

■ 

定义 设 X 是一个拓扑空间.如果 X 的拓扑是由集合 X 的某一个度量^/所诱导出来的， 
则称 X 是一个可 度最化 （ metrizable ) 空间. 度置空间 （metric space ) 指的就是一个可度量化空间 
X ， 连同一个诱导出 X 的拓扑的特定的度量 

数学中许多重要的空间都是可度量化的，但也有一些 不是. 对于一个空间来说，可度量化 
往往是一个最理想的性质，因为度量的存在性为空间中一些定理的证明提供了一个重要工具. 

因此，拓扑学中一个基本的也是重要的课题就是寻找保证拓扑空间可度量化的条件.我们 
在第4章中的目标 之一， 就是求出这样的条件，它便是著名的 Urysohri 度量化定理. 更进一步 
的度量化定理在第6章讲述 • 本节只限于证明 R 1 和 IT 是可度量化的. 

虽然可度量化是拓扑学的一个重要课题，但是对于度量空间的研究，并不真正属于拓扑 
学，而更多的是属于分析学. 一 个空间是否是可度量化的，仅仅依赖于空间的拓扑.但与 X 
的具体度量有关的一些性质一般并不是这样，所以它们不是拓扑 性质. 例如，我们可以在度量 
空间中给出下面的定义. 

定义 设 X 是具有度量 d 的一个度量 空间. X 的子集 A 称为有界的，如果存在某数 M ， 
使得对于 A 中任意两点 a : 和 a 2 有 



d{a x 9 a 2 ) < M. 
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若 A 是有界的， A 的直径 （ diameter) 定义为一个数 

diamA — supi^Ca! ,a 2 ) I ^1 ^2 G A}. 

集合的有界性就不是一个拓扑性质，这是由于它仅依赖于 X 所釆用的特定度量.例如， 
若 X 是具有度量 d 的一个度量空间，则存在一个度量 J 诱导出的 X 的拓扑，使得对于 J 而 
言， X 的每一个子集都是有界的. J 可以由以下定理给出. 

定理 20.1 设 X 是具有度量 d 的一个度量空间.则用 

d(x ， y) = min{cKxjy) , 1 } 

所定义的 J : XXX — R 是一个度量，并且 J 和 d 诱导出的拓扑是 X 的同一个拓扑. 

度量称为相应于 d 的 标准有 界度量 （standard bounded metric). 

证 容易验证 J 满足度量的前两个条件.下面验证三角不等式，即 

dix ^ z ) ^ < J ( x ， jy ) + d ( y , z ). 

若 dU ， : y )> l 或 d (: V ， ^)^1, 则不等式右端至少为1,_而根据定义，其左边最多为1,所以 
不等式 成立. 下面只考虑 d ( x ， ^)<1且 z )< l 的 情形. 这时有 

d ( x , z ) + d ( y 7 z ) = dix ^ y ) d ( y , z ). 

根据定义， dU , z ) d ， z ), 所以对于 J ， 三角不等式成立. 

注意在任何一个度量空间中，满足 e < l 的球形成度量拓扑的一个基，这是由于含有1 
的每一基元素都包含一个这种在点 x 的 e - 球.因为对于两种度量 d 和 J 而言，满足 e < l 的 

e - 球的集合是同一个集合，从而这两种度量诱导出的是 X 上的同一个拓扑. ■ 

现在来考虑一些我们所熟悉的空间，并证明它们是可度量化的. 

定义给定 R n 中的点，…， xj . jc 的模 （ norm ) 定义为 

||x|| = + … +xf)" 2 . 

R M 中的欧 氏度量 （Euclidean metric)ci 定义为 

d ( x , y ) = II x —j II = [Oi — 3O 2 + …+ (a — ： y n ) 2 ] 1/2 . 

平方度 置( square metric)^ 定义为 

pdx , y ) = max { I a — m I ，•••，| J： n ~ y n I }. 

证明^是一个度量还要做一些工作.如果读者还不清楚这一点的话，可以在习题中找到证 
明的要点.我们很少有机会 用到心 的欧氏度量. 

证明 p 是一个度量是很容易的，只有三角不等式不那么明显.由 R 中的三角不等式得知， 
对于每一个正整数 i_ ，有 

I — 1<1 — yt I +1 : yi — a I • 

于是根 据^ 的定义有 

1 工 i — A |< / o ( x ，_ y ) 十 〆 _ y ， z ). 

最后得到 

p { x , z ) = max { I Xi — % | }< pix , y ) + p ( y , z ). 

在实直线狄二况 1 上，这两个度 fl 与] R 的标准度量相同.对于平面 R 2 , 关于度量 d 的基元 
素可以画成圆域，关于度量^0的基元素可以画成方域. 
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我们将要证明这两种度量都诱导出 ㈣ 上的通常拓扑.为此需要以下引理. 

引理 20.2 设 d 和^是集合 X 上的两个度量. 7 ■和! T' 分别是由它们诱导的拓扑，则: T 细 
于了当且仅当对于每一个:及每一个 e >0， 存在一个^>0,使得 

B d - ix, 8 ) CZ B d (x,e). 

证 设 r 细于: r . 给定; r 的一个基元素 b ,( x ， e )， 根据引理 13 . 3 ,存在拓扑： r ' 的一个基 
元素使得£)，于是存在一个以 X 为中心的球 B /( X ， 扪匚 B '. 

反之，假定条件成立.对于 T 中含有点 o ： 的一个基元素 B ， 可以求出 B 中以: r 为中心 

的一个球 B rf (：c ， e ). 再根据已知 条件， 存在一个5,使得 ^) C = B ,( x , e ). 于是根据引 
理 13. 3得到: T 细于: T . ■ 

定理 20.3 由欧氏度量 d 及平方度量 p 所诱导的⑽的拓扑与 R ” 的积拓扑相同. 

证 设，…，与:，…，％)是]^的两 个点. 可以通过简单的代数运算 

验证 

| 0 (x,y) < d(x,y) < 4np{xjy), 

上式中前一个不等式表明， 

B d (x,e) d 〜（ x ， e) 

对于所有的 r 和 e 成立，这是因为若 jXe , 则 〆 A j )< e . 类似地，后一个不等式表 
明，对于所有的 jc 及 e 有 


Bpixje / - Jn ) CZ B d ( x f e ), 

根据上一个引理可见，这两个度量拓扑相同. 

现在来证明积拓扑与由度量 p 所给出的拓扑是相同的.首先，令 

B = (a x ,61 ) X …X (a„ ， b n 、 

为积拓扑中的一个基元素，: rj 为 B 的一个元素.对于每一个 G 存在一个 e; ， 使得 

(x t — e, »x t - +€；) CZ (a, ， bi); 

选取，…， e n }_ 容易验证 A ( x ， e ) 匚 B . 这就证 明了广 拓扑①细于积拓扑. 

反之，设民 U ， e ) 是广拓扑的一个基元素，给定元素: VG 耳 ( x ， s )， 我们需要找出积拓扑 
的一个基元素 B ， 使得 

y ^ B CZ B p ( x ， e ). 

然而，这是显然的.因为，对于积拓扑而言， 

B p (x,e) — (xj — e，*ri 十 e) X …X (x n ~ e 9 x n + e) 

本身就是一个基元素. ■ 

现在我们来考虑无限笛卡儿积]人们自然会想到将度量 ci 及度量^0推广到这个空间.比 
如，我们尝试用 

OO - 

= [2 (工<. — %) 2 ]" 2 


①广拓扑便是由度量卩诱导出来的拓扑，下同——译者注 
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定义] ET 的一个度量丄但是这一公式未必有意义，原因是级数不一定收敛.（然而，这个公式 
可以在 R w 的某一个重要子集上定义一个度量，见习题 .） 

类似地，人们也试图用 

p(x,y) = sup{ \ — y n \} 

将平方度量 P 推广到 IT 上.但是，这再度涉及到它未必有意义的问题.然而，若我们用 R 中相 
应的有界度量 d (x , y) =min { | x~y | , 1 } 来代替度量 cKx ， y) = | x — y | , 则定义有意 

义.由此引出的上的度量称为一致度量. 

对于任意指标集 J ， 可按以下方式在一般的笛卡儿积 R /上 定义一致度量 如下： 

定义 给定指标集/以及 K / 中的点 x = ,定义的一个度量 f 为 

pix,y) = sup{d(x a 9 y a ) \ a G J ) ， 

其中 J 是 R 的标准有界度量， p 称为上的 一 致度置 （uniform metric) ， 由 p 所诱导出来的拓扑 
称为 一 致拓扑 （uniform topology). 

一致拓扑与积拓扑和箱拓扑之间有以下 关系： 

定理 20.4 IT 上的一致拓扑细于积拓扑，粗于箱拓扑.当 J 为无限集时，这三个拓扑两 
两不同， 

证设给定一个点(〜)^ ; 和包含 jc 的一个积拓扑基元素 nK .令 ai ，…， 〜是使 r 弇 R 

的那些指标.对于每一个，选取 e ,>0, 使得以~为中心关于度量3的 £ 「球包含于 L 7 ai . 由于％ 
在 R 中是开的，所以这样的 er 球是存在的.令 e = mink ，…,则有以 ' 为中心关于度量广的 

£- 球包含于 nUy 对于，的一个点％若^(^：， 1 ) < e ，则对于所有 a ，< e ，因此 z 6 nu a . 
从而 ，一 致拓扑细于积拓扑. 

另一方面，令 B 为以为中心关于度氧^的 e - 球.这时， x 在箱拓扑下的邻域 

(7 = - ye^ Q + + e ) 

包含于 B . 这是因为，若 jGU ， 则对于所有的 a 有乂 ）<+ e ， 因此 gU ， 

当 J 是无限集时，这三个拓扑互不相同的证明我们留作习题. ■ 

对于 J 为无限集的情形，我们还没能决定1^上的箱拓扑与积拓扑是否是可度量化的.事 
实上，我们将看到，只是在/是可数集并且取积拓扑的情况下， W 才是可度量化的. 

定理 20 .S 设 JU ，« = | a~b \ , 1 } 是 R 上的标准有界度量.对于] T 的两个点 X ， 

_ y ， 定义 


D(x,y) = sup 



那么 D 是诱导 『的积 拓扑的一个度量. 

证 除了三角不等式外，度量的其他性质显然是满 足的. 以下证明三角不等式，注意对于 
所有的；有 



%, 

d(Xj ， : y,) + d(yi ， Zi) 


< D(x,y) + D(j ， z ) ， 
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因而 


sup 


J (Xi ， Zi) 


< D ( x ^ y ) + D ( y ， z ) 


要证明 D 诱导出积拓扑还得花点力气.首先，令 [/ 为度量拓扑中的一个开集， jcGL /. 在 
积拓扑中找一个开集V，使得 JceVCIl/. 在 U 中选取一个£-球石 0 (1， e). 其次，可将 N 取得 


足够大，使得 &<e . 最后，令 V是积拓扑的基元素 


V 


(: Ti —£ ，工 1 +e) X …X (x 


兩 +e) X RX RX 


我们来证明V匚 B D U， e ): 对于 IT 中的任意一点 y 以及 i>N， 


d ( xi , yi ) 


< N 


因此 


D ( x 9 y ) ^ max 


dix x , y x ) 


d ( x N , y N ) 

N 


，於 


如果: V 在 V 中，上面的式子小于 e， 于是 VC： B d ( x ，e)， 这便是所要证的 


反之，考虑积拓扑的一个基元素 


U 


其中，当 i = a \ j 


= m 

t*ez + 

， 知时，1^是设中的开集* 对于其他的指标 :•， u t = R . 给定 xeu， 可以 


在度量拓扑中选取一个开集V，使得 JCGVCU. 在 R 中选取一个以 A 为中心并且被17,•所包含 
的区间 （A— 匕， x,+e,) ,其中，2=^，…， a„， 要求£:<1.定义 


£ = min{e,-/f \ i = a x ，…， ct n }• 


我们来证明 


x ^ B D (x ， e ) 匚 U. 

事实上，设:V是 B d U ，e) 的一个点，那么对于所有的；， 


dioci . y ^ 


< DO，jO < e. 


若 i =山，…，〜，则 e 彡 e,/t， 因此 J(x ; ，：y;) <e, ^l . 由此推出 | : r , — % |< e “ 因此 ， G HU ir 



习题 


(a) 在 R” 中定义 


d f ( x , y )= 


X ] 


3^i H - +| x„— y n I 


证明〆是诱导出心的通常拓扑的一个度量.当 n = 2 时，画出〆下的基元素. 
(b ) 更一般地，对于和 X ， yeR % 定义 


d\x,y^ - [左 I 工 , —yi l p 

t^l - 

假定^是一个 度量. 试证明它诱导出 R” 的通常拓扑. 


Up 
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2 . 证明： RXR 在字典序拓扑下是可度量化的. 

3. 设 X 是以 d 为度量的一个度量空间. 

( a ) 证明是连续的. 

( b ) 设 X '是一个空间，作为集合与 X 相同. 证明： 若山 X ' XX '— R 连续，则 Y 的拓扑细 
于 X 的拓扑. 

可将这个习题中的结论总结为：若 X 有一度量 d ， 则 d 诱导的拓扑是使得函数 d 连续的 
所有拓扑中最粗的拓扑. 

4. 考虑] T 的积拓扑、一致拓扑和箱拓扑. 

( a ) 哪些拓扑是使得以下从 R 到 1 T 的函数连续的拓扑？ 

f (0 = ( i ，2 z ，3 i ， …）， 

g (0= ( t ， t ， t ， …）， 

hU)= (“ 如，如 ’…). 

( b ) 哪些拓扑是使得以下序列收敛的拓扑？ 

Wi = (1，1，1，1，…）， Xi (1，1，1，1，…）， 

w 2 = (0,2,2,2,…)， x z = ( 0 H ， 如…）， 

w 3 = (0,0,3,3,…)， x 3 = (0, 0 H，.“）， 

• • • • • • 

Ji = (1，0,0,0,…）， Zi = (1，1，0,0广.）， 

y3 = (+’ I ’1’ （） ’” > !)， Z3 = ( I ’ l ’ 0 ’ 0 ’”’)， 

•倫 • • » ♦ 

5 . 设是由 W 中所有终端为 0 的序列组成的子集.在一致拓扑下，1^°在1^中的闭包是什么？ 
证明你的结论. 

6 . 设@是粑的一致 度量. 给定 i 2 ， …）和0 < £ <1，令 

U ( x , e ) = (xi — e^xi + e ) X …X ix n — e ， x „ + e ) X •••• 

( a ) 证明 L /( x ， e ) 不等于 e - 球七（: c ， e ). 

( b ) 证明 UU ， £ )不是一致拓扑空间中的开集. 

( c ) 证明 

B r (. x , e ) = [J U ( jc ,5). 

d <€ 

7. 考虑第19节习题8中定义的映射 h t — R ' 并且赋予 粑一致 拓扑.当化和6 ,满足什么条 
件时， A 连续？什么条件会使得 / i 为同胚？ 

8 . 设 X 为 R w 中所有满足收敛的序列 X 所构成的子集.用公式 

d { x , y ) = ( x ,- — ^) 2 ] 172 



98 第 2 章 拓扑空间与连续函数 


定义 X 上的一个度量（见习题 10). X 分别由 W 的箱拓扑、一致拓扑和积拓扑继承了三个拓 
扑.用上式给出的度量^也定义了 X 的一个拓扑，称之为拓扑. 

( a ) 证明： 对于 X 而言，以下包含关系 成立： 

箱拓扑 Z )/- 拓扑二)一致拓扑. 

( b ) 所有终端为0的序列所构成的集合 1 T 5 是 X 的子集. 证明： 作为 X 的子空间， R 00 所继承 
的四种拓扑互不相同. 

( c ) 集合 

h = XJLoa/n] 

« ez + 

是 X 的一个子集.称之为 Hilbert 立方 （Hilbert cube ). 试比较 H 作为 X 的子空间所继 
承的四种拓扑. 

9. 我们可以这样证明的欧氏度量^是一个 度量： 对于 x ， 和 eGR ， 定义 

x + y = O ! + %，…，:+ %)， 
cx — ( cxi ，…， cr „)， 

X * y= Xi：yi + •••_+ X„y„ t 

( a ) 证明 jc • (y + z ) = (jc • y ) + ix • z ). 

( b ) 证明 I x • y I < II jc II II j II . [提 示： 若 x ， y ^ O , 令 a = 1/ II x II ， 6=1/ II 3 ? II ，应用 

II || ^0.] 

( c ) 证明 II x+y II < II a : II + II 3 ? II . [提 示： 计算 U + jy ) • ( x + y ) , 并应用 （ b ) 小题] • 

( d ) 证明 d 是一个度量. 

10 . 设 x 为 ir 中所有使得收敛的序列 （^ ，工 2 ，…）所构成的集合.（这里我们要承认有关 
无穷数列的某些基本性质.倘若你对这些性质不熟悉，请参见下一节的习题 11.) 

( a ) 证明： 若 x ， 3 ^ ex , 则 S I | 收敛.[提 示： 应用习题9中 （ b ) 小题，证明部分和 
有界 •] 

( b ) 设 cGR . 证明： 若 x ， yeX , 则有：1：+3^叉和以6兄 

( c ) 证明 


d ( x , y ) ^ ~>< )2 ] 1/2 

是 X 上的一个度量. * 

*11. 证明： 若 d 是 X 的一个度量，则 

d f (x ， y) ^ ddx,y)/(l + d(x,y)) 

是诱导 X 的拓扑的一个有界 度量. [提 示： 对于: r>0 ， 设 /(x) 二: c /( l +: c )， 应用中值定 
理证明 /(a + W —/(«</ U ),] 


21度 置拓扑 （续 } 

在这一节中，我们讨论度量拓扑与前面引进的一些概念之间的关系. 

正如我们所期望的那样，度量空间的子空间还是度量空间.如果 A 是拓扑空间 X 的一个 
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子空间， d 是 X 上的一个度量，那么 c / 在 AXA 上的限制便是诱导 A 的拓扑的一个度量.证 
明留给读者完成. 

我们不打算就序拓扑作进一步的讨论.易见有些序拓扑是可度量化的（如 Z + 与 R )， 有些 
则不然. 

每一个度量拓扑都满足 Hansdorff 公理.若 x 和 y 是度量空间（ X ，心中不同的两点，令 

z = y )， 则由三角不等式可得 B d ( x ， e ) 与氏 （> e ) 无交. 

积拓扑的特殊情形已经研究过，证明了…与，是可度量化的.一般说来，可度量化空间 
的可数积是可度量化的.其证明仿照 IT 可度量化的证明进行，我们留作习题. 

这里将对 连续函 数给予特别的关注.本节余下的部分将研究这个问题. 

当我们考虑度量空间上的连续函数时，本书所进行的讨论很接近于微积分和分析学，有两 
件事情 要做： 

第一，希望将我们所熟知的连续性的“定义”推广到一般度量空间上，并且对连续性的 
“收敛序列定义”也做同样的工作. 

第二，除了在第18节中讨论过的那些构造连续函数的方法之外，还希望研究两种构造连 
续函数的方法.一个是取连续实值函数的和、差、积、商.另一个是取一致收敛的连续函数序 
列的极限. 

定理 21.1 设/: X — Y ， X 和 Y 是分别具有度量和的可度量化空间.那么/的连 
续性等 价于： 对给定的 xGX 和£>0，存在3>0，使得 

d x (x ， y ) 〈 ， /( ： y )) 〈 e. 

证设 / 连续.给定:^和 € .这时，集合 

/^(B(/(x),e)) 

是 X 的含有： r 的开集，从而它包含某一个以 x 为中心的&球 B ( x ， 幻.若 j 在这个5-球中， 
则 /( W 在以 /( W 为中心的 e - 球中. 

反之，设 £-8 条件满足，令 V 是 Y 的一个开集，我们证明 /— UV ) 在 X 中是开的.设 x 是 
厂 W ) 的一个点.因为 / U ) eV ， 所以存在一个以 / U ) 为中心的 e - 球 B (/ U )， e ) 包含于开 
集 V . 根据―茂条件，存在以 x 为中心的子球《，使得 /( B (: c ， 5))匚_8(/(工）， e ). 于 
是 B (: r ， 幻是包含于 / — W ) 的点: r 的一个邻域，因此 /^( V ) 是一个开集. ■ 

再来看连续性的收敛序列定义.我们首先讨论收敛序列与集合的闭包间的关系.根据分析 
学中的经验，人们 确信： 若点: c 是 X 的子集 A 的闭包中的点，那么存在一个 A 的点的一个序 
列收敛到 x . —般而言，这是不对的，但在度量空间中这个结论成立. 

引理 21. 2 [序列引理 （sequence lemma )] 设 X 是一个拓扑空间， ACZX , 若 A 中有一个收 
敛于 z 的序列，则 x 6 A . 若 X 为可度量化空间，则逆命题也成立. 

证 设心一〜其中 &6 A . 这时 x 的任意邻域都包含 A 的一个点，根据定理 17. 5, x € A . 
反之，设 X 是可度量化的， xGA . 令 d 为诱导出 X 的拓扑的一个 度量. 对于任意 正整数 /2, 

取以为中心 1 / n 为半径的邻域 七). 在它与 A 的交中选取点我们证明序列:*:„收 
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敛于: T . 这是因为任何包含 X 的开集17,必定包含一个以: T 为中心的 £- 球 BdOc ， £)，如果取足 
够大的 N ， 使得& <6,那么对于所有有:属于 17. ■ 

定理 21.3 设/: X ^ Y . 若 X 为可度量化的空间，则/连续的充分必要条件是对于 X 中 
每一个收敛序列： X ，序列 /( x „) 收敛于/(工）. 

证 设/连续.给定 X ，我们证明 /( A )— /( X ).令 V 是/( X )的一个邻域，则 / — W ) 
是: T 的一个邻域.于是存在 iV ， 使得对于《>〜有 KV ). 因此对 n > iV ，/ u ) ev . 

我们证明充分性.设收敛序列的条件满足.若 A 是 X 的一个子集，下面证明 /( S)CI 
7( A ). 如果 xeA ， 则根据上一个引理 可见： 存在 A 中点的序列收敛于: T . 根据假设，序 
列 / u „) 收敛于 / u ). 因为 / u „) e /( A )， 根据上一个引理可见 /(： c )67 W . (注意，并不 
要求 Y 是可度量化的. ） 这就证明了 f ( A ) df ( A ). ■ 

附带指出，在证明引理 21.2 和定理 21.3 时，并没有用到 X 是可度量化空间这么强的条 
件，而只要求在: t 处有球 1/ n ) 的一个可数族.这启发我们引入以下定义. 

空间 X 称为在 x 处有可数基 （countable basis )， 如果存在: r 的可数邻域族 }„ ez+ ，使得 
x 的任意邻域 U 至少包含一个 l /„. 如果空间 X 在每一点处有一个可数基，则称 X 满足第一可 

数性公理 （first countability axiom ). 

若 X 在 x 处有一个可数基，则引理 21. 2的证明仍可 完成. 只要用集合 

b„ - (j, n ^ n - n u n 

代替球便可以了.定理 21. 3的证明也可以不加改变地完成. 

一 个可度量化空间总满足第一可数性公理，我们将会看到其逆不真.为了证明有关空间的 
一些定理，就像 HausdoHf 公理那样，有时必须在拓扑空间上加上第一可数性公理.第4章将 
详细地讨论相关内容. 

现在研究构造连续函数的其他方法，这需要用到以下 引理： 

引理 21.4 加法、减法和乘法运算是从 R XR 到 R 中的连续函数，除法运算是从 R X 
(R — {0}) 到 R 中的连续函数. 

读者也许会发现这个引理在前面已经证明过了，就是标准的 “ e -3 论证”.你也可以在下面 
的习题12中找到证明的要点.因此，不难写出证明的细节. 

定理 21. 5设 X 是一个拓扑空间，/， X — R 连续，则 /+ g 、 f — g ' /.莒都是连续 

的.若对于所有： r ， g ( x )^0, 则 // g 也是连续的. 

♦ 

证根据定理 18. 4,用式子 

h ( x ) = fix ) X g -( x ) 

定义的映射 k X — RXR 是连续的.函数 /+ g 是 / i 和加法运算 

+ ：R X R - *■ R 

的复合，因而 /+ g 连续. 对于 /— g 、 / • g 及//^■证明是类似的. ■ 

最后，我们来讨论一致收敛的概念. 

定义 设人 ； 是一个从集合 X 到度量空间 Y 的函数的序列， d 是 Y 中的 度量 .我 
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们称序列 （人） 一致收敛 （converges uniformly ) 于函数/: X ^ Y , 如果对于任意给定的 e >0 ，存 
在整数 N ， 对于 n > iV 以及任意: rGX 有 

d ( f „ dx ) ，/( x )) < e . 

收敛的一致性不仅依赖于 y 的拓扑，也依赖于 y 上的度量.我们有以下关于一致收敛序 
列的 定理： 

定理21.6[—致极限定理 （uniform limit theorem )] 设/„: 是从拓扑空间 X 到度量 

空间 Y 的连续函数的一个 序列. 若（/ „) 一致收敛于/，则/连续. 

证 设 V 是 Y 的一个开集， a :。 为 /—( V ) 的一 个点. 我们要找出： r Q 的一个邻域(7,使得 
f ( U ) dV . 

令>=/(々）•先取 e , 使得 e - 球 B (%， e ) 包含在 V 中，然后应用一致收敛性选取 N ， 使 
得对于所有 n ^ N 以及任意: r € X 有 

< e /3. 

最后再应用的连续性，选取 X 。 的一个邻域17，使得 A 将 U 映射到 Y 的以/ 〆 〜）为中心 
的 e /3 球内. 

下面证明/将 L 7 映射到 e ) 中，从而映射到 V 中，这便是我们所要证明的.为此， 
我们注意当 ^€[7 时，有 

d ( fU ) ，/ N (^ r )) < e /3 (根据 N 的选取）， 
dif N ( x ) ，/ N U 。）） < e /3 (根据 U 的选取）， 
d ( f N Uo ) 9 f ( x 0 )) < e /3 (根据 N 的选取）. 

把这三个式子相加，并且应用三角不等式，就得到所要证明的 

difix ) , /( x 0 )) < e . ■ 

注意一致收敛概念与上节所讲的一致度量的定义有关系 • 例如，考虑由全体函数/: X — R 的 

集合连同其上一致 度量# 所形成的空间 R x . 不难看出，函数序列 / n: —致收敛于/的充 

分必要条件是当把/„看成度量空间 （ R x , g ) 的元素时，序列 （/„) 收敛于 /. 有关的证明留作习 
题. 

作为本节的结束，我们给出一些不可度量化空间的例子. 

例1 『在箱拓扑下是不可度量化的. 

我们将证明序列引理对] T 不成立•设 A 为 IT 中所有坐标都是正数的点所组成的那个子 
集，即 

A = {( XMX2 ，… ） | 对于所有 f e Z + ,^ ( > 0}. 

设 0 是 IT 的“原点”，即零点（0，0，…），它的每一个坐标都是 0. 在箱拓扑中， 0 GA ， 这是因 
为，如果 


B = (a x jbi ) X (a 2 ， 6 2 ) X … 
是含有 0 的任意一个基元素，则 B 与 A 相交，比如点 
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就属于 BDA . 

但是，我们可以断定在 A 中没有收敛于0的点的序列.对于 A 中的序列（ I )， 


An ~ (^Jn ，工 2n ， 




其中每一个坐标 h >0 , 这就可以构造出 R 的箱拓扑的基元素 

B / = (— Xu 9 X U ) X (— X22 ，工 22) X …. 

以含有原点0,却不包含序列 U „) 的 元素： 这是因为的第；2个坐标不属于区间 
(_ Xm ， .所以 点1 不可能属于因此在箱拓扑下，序列〜不收敛于 0. ■ 

例 2不可数个 R 的积空间是不可度量化的. 

设 J 为不可数指标集.我们来 证明： 3^在积拓扑下不满足序列引理. 

设 A 为 W 的子集，其元素 ( x fl ) 满足 ： 除了有限个《之外，对其余所有的 a 有 x fl = l . 令0 
为 W 的“原点”，它的所有坐标都是 0. 

可以论断0属于 A 的闭包.事实上，令 UU a 为含有0的一个基元素，那么仅对有限个《，比如 
说 a = ai ，… ， a „ ，有尹 R . 设 ( xj 为 A 中一点，对于 a = cn ，… ， a „ ，取 a: a = 0. 对其佘所有的 a ， 


取= 1. 那么 O a ) 6 ^ fl ni / a ，这便证明了 0 G 九 

但是 A 中不存在收敛于0的点的序列.我们对此证明 如下： 设 ( aj 为 A 的点的一个序列. 
给定《，设人表示指标集 J 的子集，其元素 aGh 是使〜的第 a 个坐标异于1的指标.集合 
人的并是有限集的可数并，因而是可数的.但是 J 不可数，那么 J 中必有一个指标，比如说 
沒，使得它不在每一个人中.这就 是说： 对于每一个点《„，都有它的第^个坐标等于 1. 

令17#为 R 中的开区间（一1，1)，[7为]^的一个开集7^(%).那么 (7 是0的一个邻域， 
并且它不包含任何点所以序列（ I )不可能收敛于 0. ■ 


习题 

1.设 ACX . 若 d 是 X 的拓扑的一个度量，证明 d | AXA 是 A 的子空间拓扑的一个度量. 

2 •设 X 和 Y 是分别具有度量^^和^^的度量空间.对于 X 中任意两点:^和^，/: 满 

足条件 

d Y (f(x } ) , f(x 2 )) = d x (xi ， x 2 ). 

证明： / 是一个嵌入./称为 X 到 Y 中的一个等 距嵌入 （isometric imbedding ). 

3. 假设对于 n6Z + ， & 是以忒为度量的度量空间. 

(a) 证明 

pixjy) = max{4 ( 工 ，，: Vi ) ， … ， : y„) } 

是积空间… XX „ 上的一个度量. 

1 }. 证明 

= supidii^i 

是积空间 nx , 上的一个度量. 

4. 证明和有序矩形都满足第一可数公理.（当然，这并不意味着它们是可度量化的 .） 

5. 定理在空间 R 中， 设： ：r 且则 


X n + y n j : + y , 
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x n — y„ x — y, 

oc n y n ocy » 

并且如果每一个: y „^0 和则有 

xj y n — x/y, 

[提 示： 应用引理 21. 4. 根据第19节中的习题 可见： 如果 A — I 和>则有 x „ X % — 

•z Xy.] 

6. f n ： [0, 1]—3 R 定义为 A ( x )=: r ”. 证明：对于每一个 16 [ 0 ， 1 ] 序列 （/„ U )) 收敛，但是 
序列 （/«) 不一致收敛. 

7. 设 X 是一个集合， / fl: X — R 是函数的一个序列.^是空间上的一致度量. 证明： 序列 

(人） 一 致收敛于函数/: 当且仅当把/„看成度量空间 （ R x ， 的元素时，序列 （/„) 收 

敛于 /. 

8. 设 X 是一个拓扑空间， Y 是一个度量空间 . X — Y 是连续函数的一个序列，^是叉中 
收敛干: T 的一个点的序列. 证明： 若序列 （/J 一致收敛于/，则（人（: rj ) 收敛于 / U ). 

9. 设函数/„: R — R 定义为 


fAx) = n 3 [ x -( l / n)] 2 +r 
参见图 21. 1.设/: R — R 为零函数. 

( a ) 证明： 对于任何 x 6 R ，/„ U )—/ U ). 

( b ) 证明：人不一致收敛于 /. (这说明定理 21.6 
的逆不成立，目卩，虽然/„不一致收敛于/，其 
极限函数/也可能连续 .） 

10. 应用连续性的闭集式定义（定理 18. 1)，证明下 
列集合是 R 2 的闭子集 

{x X y \ xy = 1} 9 
S l = {xX y I x 2 + y 2 = 1}, 

B 2 = {xX y \ x 2 + ： y 2 < 1}. 

集合 B 2 称为 R 2 的（闭）单位球 （unit ball ). 

11. 证明无穷级数的下列基本性质. 

( a ) 若(〜）是一个有界实数序列，并且对于任意 n 有 s n <\ +1 ， 则 （ s „) 收敛. 

( b ) 设 UJ 是一个实数序列， 



1-1 

若 s „— s ， 则称无穷级数 （infinite series ) 


oo 

XX 

1=^1 

收敛于& 证明： 若 Sa , 收敛于 5， 2 乂收敛于 i ， 则 2( ca +6,) 收敛于 u+L 
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( c ) 证明无穷级数的比较判别法 (comparison test ): 若对于每 一个； 有| ^，丨 <6 ( ,并且级数 
收敛，则级数 2 k . 收敛.[提 示： 证明级数 S U | 与 Eq 收敛，其中 c ,; U | +‘] 

( d ) 给定一个函数序列人： X — R ， 令 

n 

s „( x ) = y ^/,( x ). 

，- ==i 

证明一致收敛性的 Weierstrass M - 判别法 (Weierstrass M - test ) :若对于所有的 xGX 和 i 有 
I / ; ( x ) I 并且级数 EM •收敛，则序列 U ) —致收敛于一个函数& [提 示：令 


r n = DiVf ,. 证明： 若办〉 n ， 贝 lj I 5*(x) —5 n (x) I < r n . 因此， | 5(x) —s„(x) | 

t=n+l 

12 . 证明 R 中的代数运算的连续性 如下： 应用 R 的度量 dU ， 6)=丨 a— 6 1和] R 2 的度量 

p((x,y) , (x 0 ， : y 0 )) = max{ \ j: — x 0 | , I ：y _ ： y 0 I }• 

(a) 证明加法运算连续.[提 示： 任意给定 e ， 令并且注意 


dix + + 3^o) ^ I X — x Q | + | ^ — I • _ 


( b ) 证明乘法运算连续.[提 示： 任意给定(^，： y 。） 及0< £ <1，令 

3汐= e /( | 工 0 | + ||+ 1) ， 


并且注意 


dixy ,Jo 0 y 0 ) < | :c 0 | | ：y — ： y 0 1 + | ： y 0 丨丨 i — 工 0 丨 + | x —:c 0 | 丨 ：y — ： y 0 |.] 

( c ) 证明取倒数运算是从 R — {0} 到 R 的连续映射.[提 示： 证明 （ a ， 《的原像是开集.就 a 
和6为正、为负和为零考虑五种情况 .] 

( d ) 证明减法运算和除法运算是连续的. 


# 22商拓扑 ® 


商拓扑与本章中研究过的几种拓扑不同，它并不是分析中讨论过的某些东西的自然推广. 
尽管如此，得到它也并不困难， 一 个办法就是从几何上引人，我们常常采用“切割与黏合”的手 
段来做出诸如曲面这样的几何 对象. 例如， 环面 （轮胎的表面）可以通过适当地“黏合”矩形的对 
边而得到，参见图 22.1. 球面 （球体的表面）可以通过把 圆盘的 整个边界捏成一点做出来，参见 
图 22. 2. 将这些做法正式地写出来，就包含了商拓扑的概念. 



图 22. 1 


定义设 X 和 Y 都是拓扑空间，户： X—Y 是一个 满射. 如果 Y 的子集 L ； 是 Y 的开集当且 
仅当户 — 1 ( L 0 是 X 的一个开集，则称夕是一个商映射 （quotient map ). 


①本节内容将在第二部分中用到.第一部分中的许多习理也以它为参考. 
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图 22. 2 


这个条件比连续性强.有的数学家称之为“强连续性”.与它等价的条件是， Y 的子集 A 是 
Y 的闭集当且仅当 ( A ) 是 X 中的闭集.两者的等价性可由下面的式子 得到： 

描述商映射的另一个方 法是： X 的一个子集 C 称为（关于满映射 X 4 Y) 是 饱和的 
( saturated ), 如果 C 包含每一个与之相交的户- 1 ( {；y } ) • 或者这 样说： C 称为饱和集，如果 
C ^ p - HpiC )). 我们说/>是一个商映射，等于说/>是连续的，并且将 X 的饱和的开集映成 
Y 的开集（/>将又的饱和的闭集映成 Y 的闭集）. 

两种特殊的商映射是开映射和闭映射.以前说过， 一 个映射/: X — Y 称为 开映射 （open 
map ), 如果对于 X 中每一个开集 U ，/( LJ ) 是 Y 中的开集.所谓/: 是 闭映射 （closed 

map ), 是说对于 X 的每一个闭集 A ，/( A ) 是 Y 中的闭集.根据定义直接可见， 若 p : X^Y 

是满的连续开映射或满的连续闭映射，则 f 是一个商映射.此外，存在着既不是开映射又不是 
闭映射的商映射.（见习题 3.) 


例1设 X 是 R 的子空间[0， 1] U [2, 3]， Y 是 R 的子空间[0， 2]. 由下式 


pix ) = 


对于 x 6 [0,1], 
1，对于 I 6 [2,3] 


定义的映射 h 是连续的满的闭映射，但它不是开映射.因为 X 中开集[0， 1] 的像不是 

Y 中的开集. 


注意，若取 X 的子集 A 为[0, 1) U [2, 3]，则由/>的限制所得的映射 g : A — y 是一个连 

续的满射，但它不是商映射.这是由于[ 2 , 3 ]是一个开集并且相对于 g 而言是一个饱和集，但 
它的像不是 Y 的开集. ■ 

例 2 设; r 1: R XR — R 为到第一个坐标空间的投射， m 是一个连续的满射_此外;^也 
是一个开映射.事实上，若是 R XR 的一个基元素，则是 R 的一个开集. 
于是得到， th 将 R XR 的开集映为 R 的开集.但是; n 不是一个闭映射.例如， R 的子集 

C = { xXylxy ^ l } 

是一个闭集，但是 —{0} 不是 R 的闭集 • 

下面我们来说明如何用一个商映射来构造一个集合上的拓扑. ■ 

定义 设 X 是一个空间， A 是一个集合 . 是一个满射，则 A 上恰好存在一个拓 
扑 T ， 使 p 为商 映射. 7" 称为由户导出 的商拓扑 （quotient topology ). 

显然，这个拓扑了由 A 中那些子集 U 组成，这些17满足 条件： p ™ UL 7) 在 X 中是开的. 
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容易验证，： T 是一个拓扑.因为 ^> _1 (0) = 0， p ~ 1 ( A )- X , 所以0与 A 是开集.拓扑的另 
外两个条件可由下式推出， 

p ~ } ( U u ^= l >— 1(u »)， 


户 _1 (门仏卜 f >— 叫). 


例 3 可以验证，用下式 


p ( x ) 




a 如果 x > 0， 

b 如果 : c <0, 
c 如果 : c = 0 




定义的从实直线 R 到三点集义={〃，6, C } 的映射所导出的 A 
的商拓扑如图 22. 3 所示. ■ m 22 * 3 

有一种经常要用到商拓扑的特殊情形 如下： 

定义 设 X 是一个拓扑空间， X * 是 X 的一个分拆，其成员是 X 的两两无交的子集并且 
其成员的并为 X . 设夕： 是一个满射，其定义是将 X 的每一点映到 X * 中包含这个点的 
唯一的一个 元素. 在用/>诱导出的商拓扑下，空间： ST 称为 X 的一个 商空间 （quotient space ). 

当给定了 X 、就有了一个 X 上的等价关系，其等价类为； T 的元素.人们可以把 X * 设 
想成“将每一个等价类中的所有元素黏合成一点”而得到的.因此，商空间； T 也常称为 X 的 
“黏合空间”或者“分解空间”. 

可以用另一种方式来描述； r 的拓扑 • X * 的一个子集 L 7 是一个等价类的集合， p - VLO 恰 
好是属于 u 的等价类 的并. 因此； T 中的典型开集是一个等价类的族，它的并是 x 中的开集. 
例 4 设 X 为 R 2 中的闭单 位球： 

{xX y \ X 2 + y 2 ^1} , 

设 X •为 X 的一个分拆，它由所有满足: r 2 + y < l 的 
单点集 ux y }， 以及集合 u 2 + y = i } 组 

成. X 中典型饱和开集如图 22.4 中的阴影部分 所示 . ^ ^ ( \ 

可以 证明： X * 同胚于 R 3 的一个叫做2 -维单位球面 I㉒ j ~^ - -y 

(unit 2- sphere ) 的子空间，其定义为 

X 州 

S 2 = \ X 2 + y z + z z = 1}. ■ … 


^p{U) 


0 


p{V) 


图 22. 4 


例 5 设 X 为矩形 [0, 1] X [0, 1]. 定义 X 的一个分拆 X * 为： 由所有单点集 { X x y } (其 
中 0< x < l ， 0<><1)、以下类型的两点集 

{ xX 0， xXl }， 0< x < l f 


\ 鼻 • ^ ^ 一 

{ OXyAXy }, 0< y<l 


和四点集 


{0 X 0,0 X 1,1 X 0,1 X 1} 
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组成. X 中形如 0/) 的几个典型饱和开集如图 22. 5中的阴影部分所示.其中每一个都是 X 

的开集，并且等于等价类的并. 


xXl 



0 X 0 jcXO 


图 22.5 


这些集合中的每一个在> 下的像都是的开集，如图 22.6 所示.对于 X * 的这种描述 


法，恰好就是用图示说明黏合矩形的边组成环面的一种 
数学表达. ■ 

现在研究一下商拓扑和商空间这两个概念与以前引 
进的一些概念之间的关系.值得注意的是，这关系不像 
我们所希望的那样简单. 

我们已经发 觉子空 间的性质不够 理想： 若 X^Y 
是一个商映射， A 是X的一个子空间，则由限制 户的定 
义域及值域而得到的映射 g: A—/>(A) 就不一定还是商映 
射.然而，我们有以下 定理： 



定理 22. 1 设 pi 是一个商映射， A 是 X 的一个子空间，相对于户饱和，分: 

A —/>( A ) 是的限制 • 


(1) 若 A 是 X 的一个开集或闭集，则 （？ 是一个商映射. 
# (2)若是一个开映射或闭映射，则 g 是一个商映射. 
证 第 一步.我们首先验证以下两个 等式： 


q~ l ( V ) = p~ l ( V ) 如果 V 匚 p(A )； 

P(U fl A) - p(U) PI P(A) 如果 U(ZX. 

为验证第一个等式，注意由于 VCI / KA ) 和 A 都是饱和集， p — W ) 包含于 A . 因此和 

g ^ CVO 都等于 A 中经 p 映人 V 的点的集合 • 为验证第二个等式，注意对于 X 的任何子集 L7 和 
A ， 有以下包含关系 


p(U 0 A) 匚 p(U) H P(A). 

为了证明相反的包含关系，设 y =々 U ) = /> U )， 其中 mGU 且 aGA . 因为 A 是一个饱和集， 
A 包含集合 p Hpia )、， 因此 A 包含点 M . 所以对于 w 6 LMJA ， 有 j = 々 U ). 

第二步.现假设 A 是一个开集或者 p 为开映射.对于 f ( A ) 的给定的子集 V ,我们来证 
明： 若 UV ) 在 A 中是开的，则 V 在户 ( A ) 中是开的. 

首先设 A 是一个开集 • 由于 g - W ) 在 A 中是开的，并且 A 在 X 中是开的，所以 

在 x 中是开的.由于厂而后者在 x 中是开的，根据是一个商映射可见 v 
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在 Y 中是开的.从而， V 在 p ( A ) 中是开的. 

再设夕是一个开映射.由于 gMOOzp — VV ) 和 fW ) 是 A 的开集，所以对于 X 的某一 
个幵集 L / 有户 — iOOsl / riA . 由于/>是一个满射， p(p~ l (V))=V. 所以 

V = pCp~HV)) - pOJ D A ) = ^07) PI ^( A ). 

由于 /> 是一个开映射，所以 〆 U ) 是 Y 的一个开集.因此 V 在 〆 A ) 中是开的. 

第三步. A 或者是闭的这种情形的证明可以通过在第二步中将“开”通通替换成“闭”而得 
到. ■ 

现在我们考虑先前引人的几个概念. 映射复 合的性质较为理想.根据等式 

/rHg—yiJ)) = (g 。 p)- 1 (U ) ， 

容易验证两个商映射的复合还是一个商映射. 

此外，映射 乘积的 相关性质未如人意.两个商映射的笛卡儿积未必是一个商映射.见下面 
的例 7. 为了得到相应的结论，需要对空间或者映射附加某些条件.对于空间所附加的一种条 
件是“局部紧致性”的概念，以后我们将会研究它.对于映射所附加的一种条 件是： 两个映射 
和9都是商映射.容易验证此时 /> Xg 也是一个开映射，从而它也是一个商映射. 

最后， Hausdorff 条件也不够理想.即便空间 X 是 Hausdorff 的，我们却没有任何理由说 
商空间必须是 Hausdorff 的.有一个简单的条件能使得满足乃公理，这就是要求分拆 
X # 中每一元素为 X 的一个闭子集.保证； T 成为 Hausdorff 空间的条件难于找到.这是一个 
有关商空间的较为棘手的问题.我们在本书中以后将多次回到这个问题. 

有关商空间的研究中，或许最为重要的问题当属构造定义在商空间上的连 续函数.现 在我们 
就着手处理这一问题.我们曾有过一个判别法则，以确定一个到积空间中的映射 /: z — 的 
连续性.商空间理论中与之相应的判别法则便是确定一个定义从商空 间出发 的映射 f ： X* — Z 
的连续性.我们有以下 定理： 

定理 22.2 设户： X—Y 是一个商映射. Z 是一个空间， X—Z 是一个映射，对于 
每一个 g 在每一个集合厂 Yb }) 上取 常值. 则 g 诱导一个映射/: Y — Z , 满足条 
件：/。 />= g •映射 /是连续的当且仅当 g 是连 续的. /是一个商映射当且仅当 g 是一个 
商映射. 


x 


p 



Y 7 >z 


证 对于每一个集合 gCpHUW )) 是 Z 中的一个单点集（因为私在 Vb }) 上是 
常值).如果用 / o ) 表示这个点，那么我们便定义了一个映射/: Y - Z , 使得对于每一个 
工 ex ， f ( p ( x ))= g ( x ). 如果/连续，那么 g =/。 />是连续的.反之，假定 g 是连续的.令 
v 是 z 的一个开集，则 g - uv ) 是 x 中的一个开集.然而 ^^00 = 0 — v /— uv ))， 由于 p 是 
一个商映射，所以 / _ 1 oo 是 y 的一个开集.因此/是连续的. 

若/为商映射，则 g 作为两个商映射的复合也是一个商映射.反之，设 g 为商映射.由 
于尽是一个满射，所以/也是满的.设 v 是 z 的一个子集， 证明： 如果 /- i ( v ) 在 y 中是开 
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的，则 V 在 Z 中也是开的.由于是连续的，户 ^(/- W )) 是 X 中的一个开集.又由于 
p - l ( f - l ( V )) = g ~ l ( V ), 所以 g — W ) 是 X 的一个开集.由于发是一个商映射，所以 V 在 Z 
中是开的. ■ 

推论 22.3 设 X—Z 是一个连续的满射. X * 为由下式 

X* = {^({^}) U 6 Z} 

定义的 X 的子集族.在 X * 上取商拓扑. 

( a ) 则由映射 g 诱导的映射/: X * —Z A 一一 的连续映射，并且/是同胚当且仅当 g 是商 
映射. 


X 



(1))若2是一个 Hausdorff 空间，则 X * 也是一个 Hausdorff 空间. 

证由前一个定理， g 诱导了一个连续映射/: X *- Z . 显然/是 一一 的. 假设/是一个 
同胚.则/和投射都是商映射，从而它们的复合 g 也是商映射.反之，设 g 是一 
个商映射.则根据前一个定理可见/是商映射.由于/是 一一 的，所以/是一个同胚. 

设 Z 为 Hausdorff 空间. X * 中不同的点在/下的像是不同的.因此存在无交的邻域 U 和 
V ， 于是厂 H ⑺与厂 UV ) 就是； T 中给定两点的无交的邻域. ■ 

例6设 X 是由线段[0, l ] X { n }( 其中 n 6 Z + ) 之并构成的 R 2 的那个子空间， Z 是由所有 
形如 xX (： c / n ) 的点构成的 R 2 的子空间，其中， xe [0， 1]， neZ + . 这时， X 是可数多个无 
交线段之并， Z 是有一公共端点的可数多个线段之并.参见图 22. 7. 



X4 



X3 



X 2 



X 




Z 


图 22. 7 


用公式 g ( xXn )= xXU / rt ) 定义一个映射 X — Z . g 是一个满射，并且是连续的•以 
f 穴沁})为元素的商空间 X * 便是将 X 的子集 {0} XZ + 黏合成一点所得到的空间.映射总诱 
导出一个 一一 连续映射/: X 、 Z . 但/不是同胚. 

为验证这一事实，我们只要证明 g 不是商 映射. 考虑 X 中点的序列 x „ = ( l / n ) Xn . 由于 
集合 A = U „} 没有极限点，因此它是 X 中的一个闭集.它也是相对于 g 而言的一个饱和集. 
另一方面，由于 g ( A ) 是由所有形如 z n = ( l / n ) X ( l / n 2 ) 的点所构成，所以 g ( A ) 不是 Z 的闭 
集，原点就是它的一个极限点. ■ 

例7两个商映射的积未必还是商映射. 
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在本节的习题中我们将给出一个涉及非 Hausdorff 空间的例子.我们在这里给出的例子所 
涉及空间都比较好. 

X * 是将 X 的子集 Z + 黏合成一点6所形成的商空间.又令/>: X — X * 为商映 
射.以 Q 表示 R 的所有有理数构成的子空间，设 Q — Q 为恒等映射.我们证明 

pXitXXQ — X Q 

不是商映射. 


对于每一个„，令 Cn ：=#/„，并且考虑 R 2 中所有经过点斜率分别为1和一 1的直 
线.设汰为 XXQ 中位于两条直线上方或者两条直线下方并且位于两条垂线 ：r = n — 1/4与 
: r = n + l /4 之间的所有点的集合.则在 XXQ 中是开的.由于不是有理数， L /„ 包含着集 
合 { n } XQ . 参见图 22.8, 



令 U 为所有 K 之并，则 L 7 在 XXQ 中是开的.对于每一个 gGQ ， 由于 U 包含集合 
Z + X { g }， 所以它是关于 fXf 的一个饱和集.我们假定在 ； T XQ 中是开的, 
并且由此导出矛盾. 

特别地，由于 U 包含着集合 Z + X 0, 所以集合 LT 包含点 6 X 0. 因此 LT 包含着一个开集 

WXI S9 其中 w 是 6 在 X* 中的一个邻域，由使得 | y i <5 成立的所有有理数 J 组成.这时 
便有， 


p—' (W) 乂 hcu. 

选取充分大的 n 使得 c „<3. 由于在 X 中是开的并且包含着 Z +， 我们可以选取 e < l /4 
使得区间 （ n — e ， n + e ) 包含于厂 UW ). 那么 C 7 便包含着 XXQ 的子集 — e ，/ z + e ) X 

然而图形清晰地显 示出： V 的许多点: cXy 不在 U 中！（这些点之一便是 _ rX > 其中= 








财加 习題: 拓扑群 111 


y 为满足 i I < j - e 的某一个有理数 .） ■ 

习题 

1. 详细验诬例 3. 

2. U ) 设化 X — Y 是一个连续映射. 证明： 若存在一个连续映射/: Y — X 使得 p 。/ 等于 Y 

上的恒等映射，则为商映射. 

( b ) 如果 ACX ， X 到 A 上的一个收缩 （ retraction ) 是一个连续映射 r : X — A ， 并满足 条件： 
对于每一个 aeA ， r ( fl )= a . 证明： 收缩是一个商映射. 

3. 设 ； r 1: RXR — R 是到第一个坐标空间的投射.令 A 是由所有满足条件或者: r >0 或者 y = 0 
(或者二者同时成立）的点 xXy 所构成的 RXR 的那个子空间， A — R 是; ^的限制.证 
明： g 是非开非闭的商映射. 

4. U ) 在平面 X = R 2 中定义等价关系 如下： 

工。 X ： y 。 〜 X ! X % 如果 x 0 + yl = x x -\~ y\. 

令 X ’为相应的商空间，则： ST 同胚于一个你所熟悉的空间，它是什么空间？[提 示：令 

g (xXy)=j ： + y\ ] 

( b ) 对于等价关系 

■ r。 X ： y 。 〜 Xi X % 如果 xl yl = x\ + y\ , 

讨论 ( a ) 小题中的问题. 

5 - 设 p : X — Y 是一个开 映射.证明： 若 A 为 X 的一个开集，则 p 的限制。 A — p ( A ) 为开映 

射. 

6_设 Rk 表示具有拓扑的实直线（见第13节).令 Y 是将集合 K 黏合成一点所得到的 R k & 
商空间，/>: R K — Y 为商映射. 

U ) 证明 Y 满足:^公理，但不是一个 Hausdorff 空间. 

( b ) 证明户 X />: R K XR K — 不是商映射.[提 示： 对角线不是 YXY 的闭集，但它的原 
像在是闭的 .] 

< 附加 习题： 拓扑群 

在这些习题中，我们研究拓扑群及其某些性质.商拓扑的名称便是由构造拓扑群关于其子 
群的商群而来. 

拓扑群 （topological group ) G 既是一个群又是一个满足 T \ 公理的拓扑空间，并且将 

映为7 J 的从 GXG 到 G 的映射以及将 x 映为 X - 1 的从 G 到 G 的映射都是连 续的. 在下面的 
题目中，用 G 表示拓扑群. 

1•设 H 是一个群，同时也是一个满足7\公理的拓扑空间_ 证明： H 是一个拓扑群当且仅当 
将 xXy 映成 • y _1 的从 HXH 到 H 的映射是连续的. 

2 . 证明以下都是拓 扑群： 

( a)(Z ， +). 
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( b ) ( R ， +)• 

( c ) ( R + ， •）. 

( dKS 1 , O , 其中 S 1 是使得 | ^ | =1的所有复数 a 组成的空间. 

( e ) 在矩阵乘法运算下的一般 线性群 GL ( n ). ( GL ( n ) 是所有非蜕化 n X n 阶矩阵的集合，其 
拓扑是作为 / z 2 维欧氏空间的子集按显然的方式给出的 .） 

3. 设 H 是 G 的一个子空间. 证明： 如果 H 又是 G 的一个子群，那么 H 和 H 两者都是拓 
扑群. 

4•设《是6的一个元素.证 明：用 

f a 、工 、 = a * x 以及 g a ix ) = x • a 

定义的映射 A , 是 G 的一个同胚.证明 G 是一个齐性空间.（即对于 G 的任意两 

个点: T 和存在一个从 G 到 G 上的同胚将: r 映成％) 

5. 设 H 是 G 的一个子群•若 xGG , 定义 xH - { x*h \ 称之为 H 在 G 中的一个左 

陪集 （left coset ). 设 G / H 表示 G 中 H 的左陪集族，它是 G 的一个 分拆. 在 G / H 上赋予商 
拓扑. 

U ) 证明： 若 a eG ， 前一题中的映射/„诱导出 G / H 的一个同胚，它将: rff 映为 （ a • x ) H . 
证明 G / H 是一个齐性空间. 

( b ) 证明： 若 H 关于 G 的拓扑是一个闭集，则单点集在 G / H 中都是闭的. 

( c ) 证明： 商映射户： G - G / H 是开的. 

( d ) 证明： 若 H 关于 G 的拓扑是一个闭集，并且是 G 的一个正规子群，则 G / H 是拓扑群. 

6 . 整数集 Z 是 ( R ，+) 的正规 子群. 商 R / Z 是一个你所熟悉的拓扑群，它是哪个拓扑群？ 

7 - 若 A 和 B 都是 G 的子集，用 A • B 表示所有点 a _ 6的集合，其中 A ， B . 用 A - 1 表 
示所有点 a - 1 的集合，其中 a6A . 

( a ) 单位元 e 的一个邻域 V 称为对称的 （ symmetric ) ，若 V = V -1 ,若以为 e 的一个邻域，证 
明：存在一个 e 的对称邻域 V ，使得 V . VCZL 7. [提 示： 若 W 为 e 的一个邻域，则价. 

便是对称的 .] 

( b ) 证明 G 是一个 Hausdorff 空间.事实上，只要 证明： 若关: y ， 则存在 e 的邻域 V ，使得 
V • x 与 V • y 无交 • 

( c ) 证明： G 满足以下称为正则性公理 （regularity axiom ) 的分离 公理： 对于任意给定的闭子 

集 A 和 A 外的一个点 X ，存在分别包含 A 和: r 的无交的两个 开集. [提 示： 存在 e 的— 
个邻域 V ,使得 V • x 与 V • A 无交. 

( d ) 设 H 是 G 的一个子群并且关于 G 的拓扑是闭的 G — G / H 为商 映射. 证明 G / H 满 
足正则性公理.[提示：当 A 为饱和集时，考察 （ c ) 小题的证明 .] 
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在微积分中，关于连续函数有下面三个基本定理，它们是其他定理的 基础： 

介值 定理. 若/: [ a ，6]— R 连续， r 是 / U ) 与/(6 )之间的一个实数，则存在一个元素 
c6 [ a , 6]，使得 /( c)=n 

极大值定理. 若/: [ a , 6 ]—R 连续，则存在一个元素 ce [ a ， 6]， 使得对任何 6] 
都有 /( x )</( c ). 

一致连续性定理， 若/: [ a ，6]— R 连续，则对给定的 e >0, 存在5>0,使得对[>， 6] 中 
满足 I | <5的任何一对元素 A 和: r 2 都有 | /(^)-/( x 2 ) | < e . 

这些定理有许多应用.比如，介值定理可用于构造像&和 arcsine 这样的反函数.极大值 
定理可用于证明微分中值定理，并且据此证明微积分中的两 个微积分基本定理. 而一致连续性 
定理的许多应用之一便是证明每一个连续函数都是可积的. 

以往我们是从连续函数的角度来看待这三个定理.其实，也可以将其视为实数闭区间 
[ a ，6] 上的定理.它们不仅依赖于/的连续性，而且也依赖于拓扑空间[〜 6] 的若干性质. 

介值定理所依赖的是空间 [ a ，6] 的所谓连 通性， 另外两个定理所依赖的则是空间 [ a ，6] 的 
所谓紧 致性. 本章我们将对任意拓扑空间定义这两种性质，并且证明这三个定理的适当的推广 
形式. 

以上三个定理在微积分的理论中有着重要的作用，与此相仿，连通性与紧致性在高等分析、 
几何学、拓扑学中，甚至在几乎任何一门与拓扑空间概念有关的学科中，都有着重要的作用. 

23连通空间 

拓扑空间中连通性的定义是易于理解的.如果空间能够拆成两个“团”——两个无交的开 
集，我们就说空间是可以“分割”的 • 否则，便称它是连通的.这样一个简单的想法引发了后续 
的相关讨论. 

定义 设 X 是一个拓扑空间.所谓 X 的一 个分割 （ separation ) ， 是指 X 的一对无交的非空开 
子集 U 和 V ，它们的并等于 X . 如果 X 的分割不存在，则称空间 X 是连 通的 （ connected ). 

连通性显然是一个拓扑性质，因为它的定义仅涉及 X 的开集族.换句话说，如果 X 是连 
通的，那么与 X 同胚的每一空间都是连通的. 

连通性的定义也可以用以下方式 给出： 空间 X 是连通的当且仅当 X 中既开又闭的子集只有 
空集和 X 自身. 事实上，若 A 是 X 中一个既开又闭的非空真子集，那么， L /= A * V = X—A 是 
X 中的非空无交开集使得其并等于 X ，从而它们构成了 X 的一个 分割. 反之，如果 U 和 V 构 
成 X 的一个分割，则 U 便是 X 的既开又闭的非空真子集. 

对于拓扑空间 X 的子空间 Y ， 还有另一种定义其连通性的有用 方法： 

引理 23.1 如果 Y 是 X 的子空间，则 Y 的一个分割是一对无交的非空集合 A 和 B ， 它们 
的并等于 Y ， 并且 A 和 B 中的任何一个都不包含另一个的极限点 • 如果空间 Y 不存在 这样的 
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分割，则空间 Y ■是连通的. 

证首先，设 A 和 B 是 Y 的一个分割，则 A 在 Y 中既开又闭. A 在 Y 中的闭包是 SHY 
(按照惯例，这里 S 表示 A 在 X 中的闭包），由于 A 在 Y 中是闭的，所以 A = Af]Y 9 因此 
= 0 .由于 S 等于 A 与其极限点集的并，所以 B 不包含 A 的极限点.同理， A 也不包含 
B 的极限点. 

反之，假设 A 和 B 是 Y 中两个非空无交集合，其并等于 Y ， 并且其中任何一个不包含另 
—个的极 限点. 于是 AflB = 0 ，AnS = 0 . 由此可见 AriY = A*SnY = B ， 于是 A 和 B 
都是 Y 中的闭集，再根据 A = Y — B 和— A ， 便可见它们也都是 Y 中的开集. ■ 

例1设 X 是只有两个点的密着拓扑空间.显然， X 的分割不存在，因此 X 是连通的. 

■ 

例2设 Y 是实直线 R 的子空间[—1， 0) U (0, 1 ]. 由于[―1 ， 0) 与（0, 1] 都是 Y 中非空 
的开集(尽管它们不是 R 中的开集），因此，它们构成 Y 的一个分割.另外请注意，它们中任何 
—个集合都不包含另一个集合的极限点. （0 是它们的一个公共极限点，但这个点不在子空间 
Y 中 _) ■ 

例3设 X 是实直线 R 的子空间[一 1， 1]. [ — 1， 0] 和(0, 1] 是两个无交非空集合，但它 
们不构成 X 的分割，因为第一个集合不是 X 中的开集.另外请注意，第一个集合包含了第二 
个集合的极限点 0. 事实上，空间[一 1， 1] 的分割是不存在的.稍后我们将证明这一点. ■ 

例4有理数集 Q 是不连通的.事实上， Q 的连通子空间只有单点集.因为如果 Y 是 Q 中 
包含点/>和 g 的一个子空间，则在/>和9之间可以选择一个无理数 a ， 并且 Y 可以表示为两个 
开集 

Y n (— 00 ,( 2 ) 和 Y f ] ( a , 十 OO ) 

的并. ■ 

例5考虑平面 R 2 的 子集： 

X 二 {x X I 3^ = 0 } U { xX ： ylx >0 和）二 1/ x }. 

X 是不连通的.事实上，上面给出的两个集合就是 X 的一个分割，因为它们中的任何一个都 
不包含另一个的极限点（参见图 23. 1). ■ 

我们已经给出了几个不连通空间的例子.然而，怎样构 
造连通空间呢？我们即将证明几个定理，它们给出了一些由 
已知连通空间构造新的连通空间的方法.在下一节，我们将 
应用这些定理证明几个特殊空间的连通性，比如 R 中的区间， 图 23 .1 

R ■中的球和方体.首先给出下述 引理： 

引理 23.2 如果集合 C 与 D 构成 X 的一个分割，并且 Y 是 X 的一个连通子空间，那么， 
Y 或者包含于 C ， 或者包含于 D . 

证 由于 c 和 D 都是 X 中的开集，从而 CHY 和 Dfiy 都是 y 中的开集.这两个集合无 
交且它们的并等于 Y . 倘若它们中每一个都不是空集，则它们便构成了 Y 的一个分割.因此， 
它们之中必有一个为空集.于是，或者 Y 包含于 C ， 或者 Y 包含于 D . ■ 
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定理 23.3 含一个公共点的 X 的连通子空间族的并是连通的. 

证设 { A a } 是空间 X 中连通子空间的一个族.是门八的一个点.我们证明空间 Y = UA a 
是连通的.是 Y 的一个 分割. 那么点户将属于 C 或 D . 不妨设 pGC . 因为耒是 
连通的，它必然整个地包含于 C 或 D ， 而由于它包含 C 中的点 f ， 所以汔不可能包含在 D 
中.因此对于每一个《，有 A a 匚 C , 于是 U 疋 CZC ， 这与 D 非空矛盾. ■ 

定理 23.4 设 A 是 X 的一个连通子空间.若 A 匚 _ BC = A ， 则 B 也是连通的. 

换句话说，如果 B 等于连通子空间 A 加上它的部分或全部极限点，那么 B 是连通的. 

证设 A 连通且 A 匚 B 匚 S . 如果 B = CUD 是 B 的一个 分割. 根据引理23.2, A 必定整 
个地包含于 C 或者包含于 D ， 假设 AC ： C . 于是 ACG . 由于 C 与 D 无交，所以 B 与 D 无交， 
这与 D 是 B 的非空子集矛盾. ■ 

定理 23.5 连通空间在连续映射下的像是连通的. 

证设/: X — Y 是一个连续映射， X 是连通空间.我们来证明它的像空间2=/(；0是连通 
的.因为把/的值域限制在空间 Z 上而得到的映射也是连续的，所以只要考虑下述连续满映射 

g：X — 

就行了.假设 Z = AUB 是由 Z 中两个非空无交开集构成的 X 的一个分割.那么 fi ( A ) 与 
g 也无交，并且其并等于 X . 由于 g 是一个连续映射，所以它们都是 X 中的开集.由于 
g 是满映射，所以它们都是非 空的. 因此 f ^ A ) 与 f VB ) 便构成了 X 的一个分割，这与 X 
的连通性矛盾. ■ 

定理 23.6 有限多个连通空间的笛卡儿积是连通的. 

证首先对两个连通空间 X 与 Y 的积加以证明.这个证明可以说得直观些.在积空间 
XXY 中选取一个“基点” a X6. 注意到“水平薄片” XX6 与 X 同胚，因而是连 通的； 每一个“竖 
立薄片”: cXY 与 Y 同胚，因而也是连通的.于是，每一个“十字型”空间 


= (XX b) 1) uxy) 

是两个具有公共点 xX 6 的连通空间之并，因而也是连 通的. 见图 23. 2. 现在考虑所有这些十 
字型空间的并这个并是连通的，因为它是含有公共点的连通空间族的并.由于 


这个并等于 XXY ， 因此空间 XXY 连通. 

由于（易证）兄 X …同胚于（兄 X … XX ^) XX „， 所 

以对于有限多个连通空间的笛卡儿积，我们可以用归纳法给出 
证明. ■ 

人们自然 会问： 上述定理是否可以推广到任意多个连通空 
间的笛卡儿积上？下面的例子告诉我们，这与笛卡儿积上所选 
择的拓扑有关. 


y xxr 



xx b 


x 


图 23. 2 


例 6考虑 R - 上的箱 拓扑. IT 可以表示成所有有界实数序列的集合 A 与所有无界序列的 
集合 B 的并.这两个集合无交，且每一集合都是箱拓扑中的 开集. 这是由于任意选取 R w 的一 
个点 fl ， 若 a 是一个有界序列，则 


U = (ai — 1 fa ： + 1) X ( a 2 一 l ， a 2+ l)X … 
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是由有界序列组成的一个开集.而当 a 为无界序列时，则上述 [/ 是由无界序列组成的一个开 
集.由此可见，尽管 R 是连通的（下节我们将给出证明），但 R w 关于箱拓扑却不是连通的. ■ 

例 7 考虑 1 T 的积拓扑.假设 R 是连通的，我们来证明是连通的.设⑤是由所有序列 

= …）组成的 R w 的子空间，其中，当〗 > n 时有 x ,=0. 显然，益”同胚于 R ”， 根据前 

一 个定理可见，它是连通的.由于每一个.都包含点 0=(0, 0,…），所以所有这些6的并 
R 00 是连通的.我们来证明 R 00 的闭包等于 R 、 由此推出 R 0 也是连通的. 

设 a = ( ai ， a 2 ，…）是] ET 的一个点， L / = II 认 为积拓扑中含有点 a 的一个基元素.我们证明17 
与 R 00 有交.选取一个整数 N ， 使得当 f > N 时有= R. 则 R 00 的点 

x = ( ai ，•.•，《„，0,0,…〉 

属于 U ， 这是由于对于所有的 f 有 iGL /,.， 并且对于所有的 C > N 有 OGt /,. ■ 

上述讨论的推广说明在积拓扑下任意多个连通空间的笛卡儿积是连通的.由于我们不需要 
这个结果，其证明留作习题. 

习题 

1•设： r 和: r ' 是 x 的两个拓扑.若丁 ' c ； t ， 试问关于两种拓扑的连通性之间有什么联系？ 

2. 设 { A „} 是 X 的连通子空间的一个序列，并且对于所有的 n 有证明 
连通的. 

3. 设是 X 的连通子空间的一 个族. A 是 X 的一个连通子空间. 证明： 若对于每一个 a 有 
AHA a ^0 9 则 ALKUAJ 是连通的. 

4. 证明： 若 X 为无限集，则 X 关于有限补拓扑是连通的. 

5. 若一个空间的连通子空间只有单点集，则这个空间称为完全 不连通 （totally disconnected ) 空 
间. 证明： 若 X 具有离散拓扑，则 X 是完全不连通的.其逆成立吗？ 

6. 设 ACX . 证明： 若0是叉的一个连通子空间，并且 C 与 A 和 X — A 都有交，则 C 与 BdA 
也有交. 

7. 空间 R , 连通吗？验证你的结论. 

8. 判定 『关于 一致拓扑是否连通. 

9. 设 A 是 X 的一个真子集， B 是 Y 的一个真子集.若 X 和 Y 都是连通的，证明 

( XXY )-( AXB ) 

是连通的. 

10. 设 } Q e 』 是连通空间的一个加标族， X 是积空间 

xx x - 

设 UJ 是； f 的一个给定的点. 

( a ) 对于/的任何一个有限子集 K ， 以 X K 表示由所有那些点 = 的集合，其中当 
K 时有: r a = a a . 证明是连通的. 

( b ) 所有空间的并 Y 是连通的. 

( c ) 证明： X 等于 Y 的闭 包. 从而 X 是连通的. 
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11. 设/>: X — Y 是一个商映射. 证明： 若每一个是连通的，并且 Y 也是连通的，则 
X 是连通的. 

12. 设 YCZX ， X 和 Y 都是连通的. 证明： 若 A 和 B 构成 X — Y 的一个分割，则 YUA 和 YU 
B 都是连通的. 

24实直线上的连通子空间 

上一节的定理给出了用已知的连通空间来构造新的连通空间的方法.那么，从哪里开始去 
寻找一些连通空间呢？其中最理想的莫过于实直线了.我们将证明 R 是连通的，以及 R 中的每 
一 个区间和射线都是连通的. 

一个应用就是适当地推广微积分中的介值定理.另一个应用就是证明欧氏空间中诸如球和 
球面那些熟知的空间的连通性.这个证明涉及我们将要讨论的道路连通性这样一个新的 概念. 

IR 中的区间和射线的连通性大家可能从数学分析中早已很熟悉了.这里，我们在更广泛的意 
义下给出证明，并指明这件事与 R 的代数性质无关，而仅与它的序的性质有关.为了明确起见， 
我们将对任意与 R 有同样的序性质的那些全序集证明这个定理.这种集合称为线性连续统. 

定义若 L 是多于一个元素的全序集，并且满足 条件： 

( DL 有上确界性质. 

(2) 若 x <; y ，则存在使得 x < iz < iy . 

则称 _ L 是一个线性连续统 （linear continuum ). 

定理 24.1 若 L 是一个赋予序拓扑的线性连续统，则 L 是连通的，并且 L 的每一个区间 • 
和每一条射线也都是连通的. 

证曾经给出过以下 定义： 称 L 的一个子空间 Y 是凸的，是指对于满足的 y 中的任 
何一个点对 a 和6, L 中的点组成的区间 [ a ，6] 包含于 Y . 以下我们 证明： 若 Y 是 L 的一个凸 
子集，则 Y 是连通的. 

设 Y 是两个非空无交集合 A 和 B 之并，其中 A 和 B 都是 Y 的开集.选取 a 6 A 和 66 B ， 并 
且为讨论方便，假设于是 L 中的区间 [ a ，6] 包含于 Y . 于是， [ a ，6] 可以表示成无交集合 

A 。 = A fl [ a ，6] 和 B 0 === B f ] \_ a <, b ] 

之并，并且每一集合就子空间的序拓扑而言都是 [ a ， 幻的开集.由 a 6 A 。 及知它们都是 
非空的.因此 A 。 和 B 。 是 [ a ，6] 的一个分割. 

令 c — supA 0 . 以下证明 c 既不属于 A 。 也不属于这与 [ a ，6] 等于 A 。 与的并矛盾. 
情形 1. 假定 c 6 B 。. 则于是或者 c = 或者 a < c <6. 无论哪种情况，由于 B 。 是 
[ a , 6] 中的开集，总存在一个形如(山的区间包含于 J 3 q . 若立刻得出矛盾，因为这时 d 
是 Ac 的一个小于 c 的上界.如果 c <6, 我们有 ( c ， 6]与八无交（由于 c 是人的一个上界).于是 

id , b ~\ = W ， c] U (c ， 6] 

与 A 。 无交.由此可见 d 仍然是 A 。 的一个小于 c ： 的上界，与假设矛盾.参见图 24.1. 

情形 2. 假定 A 。， 则 c /6， 于是或者 c = a ， 或者 a < c <6. 因为 A 。 在 [ a ，6] 中是开 
的，一定存在某一个形如 [ c ， d 的区间包含在 人中. 参见图 24.2. 根据线性连续统 L 的序性 
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质( 2 )，可在 L 中选取一点使得 c < Cz < ie . 于是 z ^： A 0 ,这与 c 是 A 。 的 一 个上界 矛盾. 






b 


c e 

E ~ M ~~ ] 

a Z b 

图 24.2 



推论 24.2 实直线 R 是连通的，并且 R 中的每一个区间和射线也都是连通的. 

作为一个应用，我们证明微积分中的介值定理的一个适当的推广形式. 

定理 2 4 . 3 [介值定理 （intermediate value theorem )] 设/: X -^ Y 是从连通空间 X 到具有 
序拓扑的全序集 Y 的一个连续映射.若 a 和6是 X 的两个点并且 r 是 Y 中介于 / U ) 和 /(« 之 
间的一个点①，则 X 中存在一个点 c 使得/&)=「. 

作为特殊情形，若取 X 为 R 中的闭区间并且取 Y 为 R ， 便可得到微积分中的介值定理. 

证 假定定理所设条件成立.那么 

A = /( X ) p | ( — co ， r ) 和 B = /( X ) ( r ， 十⑺） 

是无交的，由于 A 和 B 中一个包含 / U )， 另一个包含/⑺），所以它们都是非空的.由于它们 
是 Y 的开射线与/( X )的交，所以都是/( X )的开集.若 X 中不存在使得 /( c ) = r 的点 c , 那么 
/( X )就等于是集合 A 与 B 的并.于是 A 和 B 便组成/( X )的一个分割，这与连通空间的连续 
像是连通的这一事实相矛盾. ■ 

例1 一 个异于 R 的线性连续统的例子是有序矩形.我们只验证上确界性质（线性连续统 
定义中的第二个要求是显然的）.设 A 为 IXJ 的一个子集， 设; r 1: JXJ — /是向第一个坐标空 
间的投射.并令 A ^ supthCA ). ^6 e ^( A ), 则 A 与 JXr 的子集 6 XJ 相交，因为 6 XJ 具有 
J 的序型， An (6 XJ ) 有上确界 6 Xc ， 它也是 A 的上确界.参见图 24.3. 如果6茫则 




①根据定理的证明可见， v 是 Y 中介于 /( a ) 和/(6)之间的一个点”意思是指或者 / U )< r </(6) 成立，或者 /(6 X 
r </ U ) 成立.——译者注 
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6 X 0 是 A 的上确界.而满足的形如 VXc 的元素都不可能是 A 的上界，因为此时 V 将是 
； n ( A ) 的一个上界. ■ 

例 2如果 X 是一个良序集，留给读者自行验证 XX[0, 1) 关于字典序是一个线性连续 
统.这个集合可以看成是在 X 的每一个元素和它的紧接后元之间“填充”一个具有（0, 1) 序型 
的集合而构成的. ■ 

R 中的区间的连通性引出了一个判定空间 X 连通的特别有用的准则，即 X 中的任何一对 
点都能用 X 中的一条道路连接. 

定义 设： c 与： v 为空间 X 的两点， X 中从 x 到 y 的一 条道路 （ path ) 是指从实直线的某一 
个闭区间 [ a ，6] 到 X 的一个连续映射/: [ a ，6]— X ,使得和 /(6) = y . 如果空间 X 
中每一对点都能用 X 中的一条道路连接，则称 X 是道路连通的 （path connected ). 

容易看出，道路连通空间 X 必然连通 . SX = AUB 是 X 的一个分割.令/: [ a ，6 ]— X 
为 X 中任何一条道路.而集合 /([ a ，6]) 是连通集的连续像，所以它是连通的.于是它必定完 
全包含于 A 或者包含于 B 中.因此， X 中便不存在连接 A 中的点与 B 中的点的道路，这与 X 
是道路连通的假设相矛盾. 

上述命题的逆命题并不成立，一个连通空间未必是道路连通的.见下面的例6和例 7. 

例 3 R ” 中的 单位球 （unit bail ) B n 定义为 

= {jc | || jc || < 1}, 

其中 

II x II = II (A ，…， xj || = (d + … + X:) 1 ’ 2 . 

单位球是道路连通的.事实上，任意给定❸中两点 JC 与3»，由 

fit ) == (1 — Ox + ty 

定义的直线道路/: [0， 1] — R ” 完全含在 中. 因为若 x 与 y 在中并且 i 在[0， 1] 
中，那么 

||/(0|| < d - r ) || x || + t \\ y \\ ^1. 

类似地，可以证明靶中每一个开球 e ) 和每一个闭球 S / jc ， e ) 都是道路连通的. ■ 

例 4 穿孔欧氏空间 （punctured Euclidean space ) 定义为空间 R n — {0} ， 其中0是]^中的原 
点.对于《>1，它是道路连 通的： 任意给定异于 0 的两点丈与^，如果它们的连线不通过原 
点，就用直线道路连接 A ： 与: k . 否则，我们可选取一点 z 不在 X 与 j 连线上，连一条从 JC 到 X ， 
再从 z 到 y 的折线道路. ■ 

例 5 R n 中的单 位球面 （unit sphere ) S ” — 1 定义为 

S”- 1 = {x | || x || = 1}. 

当 n > l 时它是道路连 通的. 因为用 g ( x )= jc / l | jc || 所定义的映射 S rt - 1 是连续满 
射.易见， 一 个道路连通空间的连续像是道路连通的. ■ 

例6 有序矩形 I 。 2 是连通的，但不是道路连通的. 
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因为 C 是一个线性连续统，所以它是连通的.设0 = 0 X 0, g = lXl ， 如果存在一个连接 
/>和9的道路/: [ a ， b ]^ l \ ,必定导致矛盾.根据介值定理，像集 /([〜6]) 必定包含 G 的 
每一个点 iXj . 因此，对于每一个点集合 


u x 


一 1 


UX ( 0 , 1 )) 


是 6] 中一个非空子集.并且根据连续性，它 
是1>， 6] 中的一个开集.参见图 24. 4. 对于每一 
个: I ，在中选取一个有理数因为这些 
集合 R 无交，映射: r — t 是一个从 I 到 Q 中的《 
单射.这与区间 J 不可数矛盾（后面我们将证明 J 
是不可数的）. ■ 


/ 


u x 


b 



x ( 0 , l ) 


p 


图 24.4 


例 7 设 S 表示平面上的下列 子集： 

S — { ^: X sin ( l / x ) | 0 <； x ^ 1 }. 

因为 S 是连通集（0, 1] 的连续像，所以 S 是连通 
的.因此它在 R 2 中的闭包 S 也是连通的.集合5 
是拓扑学上的一个经典例子，称为拓扑学家的正 

弦曲线 （ topologist’s sine curve ). 如图 24. 5所示. 
它是 S 与一个垂直区间 0 X [—1， 1] 之并.我们 
来证明 S 不是道路连通的. 



假设/: [ a ， 是一个连接原点与 S 中一点的道路，则所有满足 /( OG 0 X [— 1， 1] 的 
£构成一个闭集，从而有最大元 6. 那么/: [6，是一个将6映到 0 X [ —1， 1] 中，将[6， c ] 
中所有异于6的点映到 S 中的道路. 

为讨论方便，以[0, 1] 代替[6, c ]， 并且记 /(0 = 0 c ( r ), 则 : r (0)=0, 且当 C >0 

时，： r ⑴>0, ^(0= sin ( l / x (£)). 我们来证明存在点的一个序列使得—1〕”.由 
于序列： V ( U 不收敛，从而与/的连续性矛盾. 

我们可按照以下方式选取 G :对于给定的 n ， 选取满足 0<m<x(1/w) 的 m 使得 sin(l/M) = 
(一 1)' 那么由介值定理知，存在满足 0<O n <l/n 的 G 使得 x(U = w. ■ 


习题 


1. ( a ) 证明： 空间（0, 1), (0, 1] 与[0, 1] 彼此不同胚.[提示：从每一空间中去掉一个点将 

发生什么情况？] 

a ) 设/: x — y 和 y — x 都是嵌入映射.举例说明 x 和 y 未必同胚. 

( c ) 证明： 若 n > l ， 则 R ” 与 r 不同胚. 

2. 设/: S — R 是一个连续映射.证明存在 S 1 的一个点: T ， 使得 /( x )=/ (— X ). 

3•设/: X — X 是连 续的.证明： 若：^ = [0, 1]，则存在一点: r 使得 /( x )= r . 点 x 称之为/ 
的一个 不动点 （fixed point ). 若 A ■为[0， 1) 或（0，1)，结论如何？ 

4. 设 X 是赋予序拓扑的一个全序集. 证明： 若 X 连通，则 X 为线性连续统. 
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5. 讨论下列具有字典序的集合，其中哪些是线性连续统？ 

( a ) Z + X [0，1). 

( b ) [0, 1) XZ + . 

( c ) [0, 1) X [0，1] 

( d ) [0，1] X [0, 1). 

6. 证明： 若 X 是一个良序集，则 XX [0, 1) 关于字典序是一个线性连续统. 

7. U ) 设 X 与 Y 都是赋予序拓扑的全序集. 证明： 若/: 是一个保序满射，则/为同胚. 

( b ) 设对于取定的正整数 n ， 证明： 函数 /( i ) = x n 是一个保序满射.因而其 
逆映射，即求 n 次方根，是连续的. 

( c ) 设 X 是 R 的一个子空间（一⑺， 一1) U [0,-). 函数/: X — R 定 义为： 当 x <_ l 时， 
/ U )= x +1. 当： r >0 时， f { x ^= x . 证明： /是一个保序满射./是否是一个同胚？与 
U ) 小题中的结论进行比较. 

8. ( a ) 道路连通空间的积空间必定道路连通吗？ 

( b ) 若 ACIX 且 A 是道路连通的， A 必定道路连通吗？ 

( c ) 若/: 连续，并且 X 道路连通，/( X )必定道路连通吗？ 

( d ) 若{疋}是 X 的道路连通子空间的族，并且 HA a 关0， UA a 必定道路连通吗？ 

9. 设 R 不 可数.证明： 若 A 为 R 2 的可数子集，那么 R 2 — A 是道路连通的.[提 示： 通过 R 2 中一 
个定点的直线有多少条?] 

10. 证明： 若 U 是 R 2 的一个连通开子空间，则1/道路连通.[提 示： 对于给定的证明 
在 U 中可以与 x 。 道路连接的那些点的集合是 (7 中既开又闭的 .] 

11- 若 A 是 X 的一个连通子空间， IntA 和 BdA 必定连通吗？其逆成立吗？验证你的结论. 

# 12.如前， S « 表示极小不可数良序集.用 L 表示在具有字典序的全序集 S „ X [0, 1) 中去掉它 
的最小元后所得到的集合.集合 L 是拓扑学中的一个经典例子，称之为长线 （long line ). 
定理长线是道路连通的，并且局部同胚于 R ， 但它不能嵌入到 R 中. 

U ) 设 X 是一个全序集，并且都是 X 中 的点.证明： [〜 c ) 具有[0, 1) 的序型当 
且仅当 [ a ，6) 和[6,幻都有[0, 1) 的序型. 

( b ) 设 X 是一个全序集，：(：。<:^<…是 X 中的一个递增序列.设 hsupU .}. 证明： Dr 。， 
6) 具有[0, 1) 的序型当且仅当每一个区间[4, ^ +1 )都具有[0, 1) 的序型. 

( c ) 设 a 。 为 S n 的最小元.对于 Sfl 的每一异于 a 。的点 a ， 证明 S „ X [0，1) 的每一区间 
U 0 XO , aXO ) 具有[0, 1) 的序型.[提 示： 用超限归纳法.或者 a 在中有紧接前 

元，或者存在一个心中的严格递增序列^，使得^ = 

( d ) 证明 L 是道路连通的. 

( e ) 证明 L 的每一点都存在一个同胚于 R 中的开区间的邻域. 

( f ) 证明 L 不能嵌人 R 中，实际上对于任何《，它也不能嵌人 R ” 中.[提 示： R ” 的任何子空 
间都有一个相对于子空间拓扑的可数基 .] 
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^25分支与局部连通性$ 

对于任意给定的空间 X ，有一种自然的方法将它分成一些连通的（或道路连通的）块.现在 
我们处理这个问题. 

定义 在给定的空间 X 中定义一个等价关系 如下： 若 X 中存在包含: T 与: V 的连通子空间， 
则规定 x 〜: V . 每一等价类称为 X 的 一 个分支 （ component ) (或连通分支）， 

这个关系的对称性与自反性是显 然的. 传递性的推导 如下： 设 A 是包含: T 和: V 的一个连 
通子空间，并且 B 是包含 y 和2的一个连通子空间，因为 A 和 B 有公共点3；，所以 AUB 是包 
含: r 和 z 的连通子空间. 

对于 X 的分支有以下 特点： 

定理 25.1 X 的所有分支是 X 中这样一些两两无交的连通子空间，它们的并等于 X ，并 
且 X 中的每一个非空的连通子空间仅与一个分支相交. 

证 作为等价类的全体， X 的所有分支是两两无交的，并且其并等于 X . X 的每一个连通 
子空间 A 仅与一个分支相交 • 事实上，若 A 与 X 的分支 G 和0 2 都相交，设分别有交点々和 
工” 那么根据定义有 A 〜: r 2 , 而这是不可能的，除非&=(： 2 . 

为了证明分支 C 是连通的，在 C 中取一点: c 。. 对于 C 的每一个点: c 我们有〜 x ， 从而 
存在一个包含: C 。 和: T 的连通子空间根据刚刚证明的结果可见， Aide . 因此， 

c = |Ja,. 

因为这些子空间 A , 都是连通的并且有一个公共点1。，所以它们的并是连通的. ■ 

定义 在空间 X 上规定另外一种等价关系 如下： 如果在 X 中存在一个从: c 到： y 的道路， 
我们规定工〜: y . 每一等价类称为 X 的一个 道路连通分支 （path component ). 

以下证明这是一个等价关系 • 首先注意，如果存在一个以闭区间 [ a ， 6 ] 为定义域的从: c 到^ 
的道路/: [ a ， b \-^ X , 则也存在一个以闭区间[>，为定义域的从 x 到 j 的道路 g (因为 R 中 
任何两个闭区间|>， 6 ] 和 0 ， d ] 都是同胚的）.对于 X 中每一个： c ， 自反性 x 〜 x 可由常值道 
路/: [ a ， 直接得到，其中，对于所有的 r 有 / U )= x . 其次，对称性可由以下事实推 
出： 若 /: [0 ， 1 ] — X 是从 x 到: y 的一条道路，那么由 〆 £) =/(l — r ) 定义的“逆道 路，， 
g : [ 0 , 1]— X 就是从 3 ；到 z 的一条道路.最后，传递性的证明 如下： 设从: r 到 y 的一条道路 
为/: [0, 1]— X ,从 J 到 z 的一条道路为[1， 2] — X ，我们“黏结/和而得到一个从 
I 到 z 的道路[0, 2]— X ，由定理 18. 3“黏结引理”可知，道路/ I 是连续的 • 

与前面一个定理的证明相仿，我们有以下 定理： 

定理 25.2 X 的所有道路分支是 X 中这样一些两两无交的道路连通子空间，它们的并等 
于 X ，并且 X 中每一个非空道路连通子空间仅与一个道路分支相交. 

注意，由于 X 的连通子空间的闭包是连通的，所以空间 X 的每一个分支是 X 中的闭集. 
如果 X 只有有限多个分支，那么每一个分支也是 X 中的开集，这是由于每一个分支的补是有 


①本节内容将在本书第二部分用到 . 
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限个闭集的并.但是，一般情况下， X 的分支未必是 X 的开集. 

X 的道路连通分支则不具备上述这些好的性质，它们未必是 X 中的开集，也未必是 X 中 
的闭集.考虑以下例子. 

例1 如果 Q 是所有有理数组成的 R 的子空间，则 Q 的每一分支为单点集. Q 的每一分支 
都不是 Q 的开集. ■ 

例2 前一节中给出的“拓扑学家的正弦曲线 ” S 是具有一个分支（因为它是连通的）和两个 
道路分支的空间.其中， 一 个道路分支为 S ， 另一个道路分支为垂直区间 V = 0 X [_1，1]. 
注意到 S 为 S 的非闭的开集，而 V 为 S 的非开的闭集. 

如果从 S 中去掉 V 中所有第二坐标为有理数的点，则所得到的空间仅有一个分支但有不 
可数个道路分支. ■ 

对一个空间来说，连通性是一个有用的性质.但是，在某些场合下，空间局部地满足连通 
性条件则更为重要.粗略地说，局部连通性就是每一个点处都有一个“任意小”的连通邻域.精 
确定义如下： 

定义 空间 X 称为在 jc 处局部连通的 （locally connected at x ), 如果对于 x 的每一个邻域 
U , 存在1的一个连通邻域 V 包含于 U . 若 X 在它的每一个点处都是局部连通的，则简称 X 
是局部连通的 （locally connected ). 类似地，空间 X 称为在 x 处局部道路连通的 （locally path 
connected at : c )， 如果对于的每一个邻域 (7， 都存在 ： c 的一个道路连通邻域 V 包含于 (7 .若 
X 在它的每一点处都是局部道路连通的， 则称 X 是局部道路连通的 （locally path connected ). 

例3 实直线中的每一个区间和每一条射线都是连通且局部连通的. R 的子空间 [一 1， 0) 
U (0, 1] 是不连通的，但它是局部连通的.拓扑学家的正弦曲线是连通的但不是局部连通的. 
有理数集 Q 既不连通也不局部连通. ■ 

定理 25. 3 空间 X 是局部连通的当且仅当 X 中的任何一个开集 U 的每一个分支在 X 中都 
是开的. 

证 假设 X 是局部连通的， U 是 X 中的一个开集， C 是 U 的一个分支.如果: c 是 C 的 
点，我们可以选取: r 的一个连通邻域 V 使得 VCZLT . 因为 V 是连通的，它就必然包含在 U 的 
分支 C 中.因此， C 在 X 中是开的. 

反之，若 X 中开集的分支在 X 中是开的.给定 X 的一个点 I 以及: c 的一个邻域 U ， 令 C 
是中包含: c 的分支.因为 C 是连通的，并且根据假设它在 X 中是开的，所以 X 在: c 处局部 
连通. ■ 

可以类似地证明以下 定理： 

定理 25.4 空间 X 是局部道路连通的当且仅当 X 中的任何一个开集 U 的每一个道路分支 
在 X 中都是开的. 

以下定理给出了道路分支与分支之间的 关系； 

定理 25.5 若：\:是一个拓扑空间 ，则 X 的每一个道路分支必定包含在 X 的一个分支之 
中.若 X 是局部道路连通的，则 X 的分支和道路分支相同. 

证 设 C 是 X 的一个分支， X 是 C 的一个点， P 是 X 的包含: T 的那个道路分支.因为 P 
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是连通的，所以 PCIC 如果 X 是局部道路连通的，我们要证明 P = C . 假设 P $ C . 令 Q 表 

示 X 中所有不同于 P 并且都与 C 相交的那些道路分支的并，其中每一个必定都要包含于 C ， 
于是 

C = P u Q - 

因为 X 是局部道路连通的，所以 X 的每一个道路分支在 X 中都是开的.因此， P (它是一个道 
路分支）和 Q (它是道路分支的并）在 X 中都是开的，它们构成 C 的一个分割.这与 C 的连通性 
矛盾. ■ 

习题 

1 . R , 的分支和道路分支是什么？有哪些连续映射/: R — R ,? 

2 . ( a ).( 关于积拓扑）的分支和道路分支是什么？ 

( b ) 考虑具有一致拓扑的 S % 证明： jc 和 y 属于化的同一个分支当且仅当序列 

X — y = (工 1 — ： yi ，了 2 — ，…〉 

是有界的.[提 示： 只要考虑 y = 0 的情形 .] 

( c ) 赋予心箱拓扑. 证明： X 和 y 属于 .的同 一分支当且仅当序列 jc — y ‘终于零”.[提 示： 
若 A ：— y 不终于零，证明存在於的自同胚使得 《 x ) 有界而无界 .] 

3. 证明有序矩形是局部连通但不是局部道路连通的.这个空间的道路分支是什么？ 

4. 设 X 是局部道路连通的.证明 X 的每一个连通开集是道路连通的. 

5•设 X 表示 R 2 中的区间[0, 1] X 0 上的所有有理点. T 表示连接点 p =0 Xl 与 X 中点的所有 
线段的并. 

( a ) 证 明了是 道路连通的，并且仅在点处是局部连通的. 

( b ) 求 R 2 的一个子空间，使得它是道路连通的，并且在它的任何点处都不是局部连通的. 

6 . 若对于:的每一个邻域 U ， 存在 X 的一个连通子空间包含于 U ， 并且这个连通子空间 

包含着 i 的某一个邻域，则称空间 X 在 X 处弱局部连通 （weakly locally connected at jc ). 证 

明，若 X 在它的每一点处都是弱局部连通的，则 X 是局部连通的.[提 示： 证明开集的分 
支是开的 .] 

7. 考虑画在图 25.1 中的那个“无穷扫帚” X . 证明： X 在点不是局部连通的，但在点 p 是弱 
局部连通的.[提 示 ： A 的任何连通邻域必定包含着所有点^.] 



图 25 . 1 


8•设/>: X — Y 是一个商映射. 证明： 若 X 局部连通，则 y 局部连通.[提 示： 若 C 为 Y 的开 
集 L 7 的一个分支， 证明 ： f VC ) 为 /^( U ) 的所有分支的并 .] 

9.设 G 是一个拓扑群， C 是 G 的含有单位元 e 的那个分支.证明 C 是 G 的一个正规子群. 
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[提 示：若 xGG ， 则： rC 是 G 含有: r 的那个分支 •] 

10. 设 X 是一个空间.若不存在 X 的由无交开集 A 和 B 所组成的分割 X = AUB 使得和 
y ^ B , 我们就规定 x 〜： y . 

(a) 证明这是一个等价关系.其等价类我们称为 X 的拟分支 (quasicomponents). 

( b ) 证明 X 的每一个分支包含在 X 的一个拟分支之中.若 X 是局部连通的，则 X 的分支 
与拟分支相同. 

(c) 令 K 表示集合 {1/n | }， 一 K 表示集合 { — 1/n UCZ+ } , 试确定 R 2 的下列子空 

间的分支、道路分支以及拟 分支： 

A - ( KX [0,1]) U {0 X 0 }U {0 X 1}. 

A U ([0,1] X {0})* 

C= (KX[0,1]> U (—KX[—1 ， 0]) U ([0,1] X~K) U ([—l ， 0]XiO. 

26 紧致空间 

紧致性远不及连通性那祥自然.在拓扑学的最初阶段，人们就已经注意到实直线上闭区间 
[ a ，6] 具有一种特性，它对于证明极大值定理和一致连续性定理等结论起着至关重要的作用. 
但对于在任意拓扑空间中如何表述这个特性，人们长期不得而知.起初，人们以为 U ，6] 的这 
一 特性所指的是 [ a ，6] 中任何一个无穷子集都有极限点，并且将其尊称为紧致性.后来，数学 
家们才意识到这种提法并未触及问题的本质，而藉助空间的开覆盖所给出的一个较强的提法更 
为恰切.后面这种提法就是我们现在所讲的紧致性.它不像前者那样自然或直观，在展示其效 
用之前我们需要先来熟悉它. 

定义设為是空间 X 的一个子集族，如果兑的成员之并等于 X ，则称為覆盖 X ，或者称 
3是 X 的一个覆盖 （ covering). 如果的每一成员都是 X 的开子集，则称它为 X 的一个开覆 
盖 （open covering). 

定义若 X 的任何一个开覆盖扁，包含着一个覆盖 X 的有限子族，则称空间 X 是紧致 

(compact) 的. 

例1实直线 R 不是紧致的，因为由开区间 

A — {(n，n + 2) | n ^ Z } 

所组成的 R 的覆盖并不包含覆盖 R 的任何有限子族. ■ 

例2 R 的子空间 

x = {0 >U { l/n U e z + } 

是紧 致的. 任意给定 X 的一个开覆盖4， 扃中总 有一个成员 L 7 包含0 ,那么集合 LT 除了有限 
多个点 1/ n 外，包含着 X 的所有其余点.对于 X 中每一个1/以外的点，选取 Z 中包含它的一 
个 成员. 于是必中这些成员连同成员 I ；便组成了兑的一个覆盖 X 的有限子族. ■ 

例3任何一个仅含有限多个点的空间必然是紧致的，因为此时 X 的每一个开覆盖都是有 
限的. ■ 

例 4 区间（0, 1] 不是紧致的.开覆盖 
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A = {( l / n ， l ] I n G Z + } 

就不包含覆盖 (0，1] 的有限 子族. 同理，区间 （0, 1) 也不是紧致的.另一方面，区间[0， 1] 是 

紧致的.或许读者已经在数学分析中熟悉了这一 结论； 尽管如此，稍后我们还是要对此加以 
证明. ■ 

一般说来，判定一个空间是否是紧致空间并非总是轻而易举的.首先，我们要证明几个关 
于如何从已知紧致空间出发去构造新的紧致空间的一般性定理.下一节，我们再来证明一些特 
殊空间的紧 致性. 这些空间包括实直线上所有的闭区间和 R n 中所有的有界闭子集. 

我们先来证明关于子空间的一些 结论. 设 Y 是 X 的一个子空间， 為是叉 的一个子集族， 
如果它的成员之并包含着 Y ， 则称 A 覆盖 (cover) Y . 

引理 26.1 设 Y 是 X 的一个子空间.那么， Y 是紧致的当且仅当由 X 的开集所组成的 Y 
的每一个覆盖都包含着一个覆盖 y 的有限子族. 

证 假设 Y 是紧致的，并且 A = 是由 X 的开集所组成的 Y 的一个 覆盖. 那么族 

{ A a f ] Y \ aeJ } 

是由 Y 中开集所组成的 Y 的一个覆盖，因此有一个有限子族 

{ A fli 门 y ， …， a 、n Y } 

覆盖于是 { A ai ，…， } 就是 兑的一 个覆盖 Y 的子族 • 

反之， 假定假 设条件成立，我们证明 Y 是紧 致的. 设 { A !} 是由 Y 中的开集所构成的 
Y 的一个覆盖，对于每一个 a ， 选取 X 中的开集 A „ 使得 

A ： =人 n Y . 

从而，族 A = { AJ 是由 X 中开集构成的 Y 的一个 覆盖. 根据假设，它有一个有限子族 
{ A 、， …， A % } 覆盖 Y . 于是 { A ^ ，…，便是 /的一 个覆盖 Y 的子族. ■ 

定理 26. 2紧致空间的每一个闭子集都是紧致的. 

证 设 Y 是紧致空间 X 的一个闭子集.任意给定由 X 的开集组成的 Y 的一个覆盖為，将 
為 添加一个开集 X — Y 便构成 X 的一个开覆盖£，即 

S = A \J { X - Y }. 

*8 的一个有限子族便覆盖了 X . 如果这个有限子族含有集合 X — Y ， 那么就去掉 X — Y . 如果 
没有 X — Y ， 则不再 变动. 由此得到的族就是 A 的覆盖 Y 的一个有限子族. ■ 

定理 26. 3 Hausdorff 空间的每一个紧致子空间都是 闭的. 

证 设 Y 是一个 Hausdorff 空间 X 的一个紧致子 空间. 我们来证明 X — Y 是开的，从而 Y 
是闭的. 

令 x 。 为 X — Y 的一 个点. 我们证明存在一个： r Q 的与 Y 无交的邻域.对于 y 中每一个点 
: V ，分别选取 々和： y 的无交的邻域和(应用 Hausdorff 条件） • 于是， X 的开集族 
{ V , I ： V 6 Y } 就是 Y 的一个覆盖 • 因此，就有族中有限多个成员，…，覆盖开集 

V =、 u … U n 

包含 Y ， 并且它 与由心 的一些相应的邻域取交而构成的开集 

u h n … n k 
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无交 • 因为，如果 Z 是 V 中一点，则对于某一个 i 有 ze 、， 因此从而 Z 孕 L 7. 参见 
图 26. 1. 



图 26. 1 


那么， L ； 便是^的一个邻域，与 y 无交.证明完成. ■ 

在前面这个定理的证明中论证的结论将来还会用到，我们在这里重新陈述一次以备引用： 
引理 26.4 设 Y 是一个 Hausdorff 空间 X 的一个紧致子空间， x Q 不属于 Y ， 则存在 X 中 
的两个无交的开集 U 和 V ,它们分别包含 X 。和 Y . 

例 5 —旦我们证明了 IR 中的区间[〜 6] 是紧致的，根据定理 26. 2就可推出 [ a ， 幻中任何 

闭子空间都是紧 致的. 另一方面，从定理 26.3 推出 R 中区间 U ，6] 和 U ， 6〉不可能是紧致的 
(这是我们已经知道的），因为它们不是 Hausdorff 空间 R 中的闭集. ■ 

例 6在定理 26.3 的假设中 Hausdorff 条件是必要的，比如，考虑实直线上的有限补拓 
扑.就这个拓扑而言， R 的真子集中只有有限集才是闭的.读者可以 验证： 关于有限补拓扑， 
R 中每一个子集都是紧致的. ■ 

定理 26 . 5 紧致空间的连续像是紧致的. 

证设/: X — Y 连续. X 是紧致的. 扁是由 Y 中开集所构成的/( X )的一个覆盖.则 

集族 

| Ae 

是 x 的一个 覆盖. 因为/是连续的，这些集合都是 x 中开集.因此它们中有有限多个，比如说 

广 1 (AD ， … ，厂 1 ( 幻， 

便覆盖兄于是 A " …， A n 覆盖/( X ). ■ 

这个定理的重要应用之一是验证一个映射是否是同胚. 

定理 26.6 设/: X — Y 是一个连续的——映射.若 X 是紧致的，并且 Y 是 Hausdorff 
的，则/是一个同胚. 

证我们证明在映射/下， X 中闭集的像是 Y 中的闭集.由此便得到映射/― 1 的连续性. 
设 A 为 X 中闭集，那么根据定理 26. 2得知 A 是紧致的，因此按照刚才证明的那个定理可见 
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/( A ) 是紧 致的. 因为 Y 是一个 Hausdorff 空间，根据定理 26. 3可见 /( A ) 在 Y 中是 闭的. ■ 
定理 26.7 有限多个紧致空间的积是紧致的. 

证我们来证明两个紧致空间的积是紧致的.对于任意有限积的情形，只要用归纳法便可 
得到， 

第一步.设给定空间 X 和！％ 其中 Y 是紧 致的. 又设是 X 的一个点， iV 是 XXY 中包 
含“薄片”: r Q XY 的一个开集.我们证明以下 结论 ： X 中存在 x 。 的一个邻域 W ， 使得 N 包含着 
集合 WXY . 集合 WXY 通常称为关于: r Q XY 的一个管子 ( tube ). 

首先含在 iV 中（关于 XXY 的拓扑）的那些基元素 L / XV 覆盖： r ^ XY . 作为一个同胚于 Y 的 

空间 ， A XY 是紧致的.因此我们可用有限多个这样的基元素 

Ui XV"_._ ， LT„XV n 

覆盖: ^ XY (假定每一个基元素都与: ^ xy 相交，如果不然的话，这个基元素就是多余 
的.我们从这个集的有限族中去掉它之后仍然是 ^ xy 的一个覆盖).令 

w = r n … n 

集合 W 是开的，又因为每一个集合 L 7. XV , 都与: toXY 相交，所以： r 。 属于 

我们可以断言被选出来覆盖薄片 A XY 的这些集合 U . XV , 也覆盖着管子 WXY . 设 xX > 
是 WXY 的一个点，考虑在薄片 & XY 上与这个点具有相同纵坐标的点:对于某一个^有 
々 Xy 属于 U . XV ,， 所以而对于每一个）有因为： rGW ). 于是有: cXyGGXV ,. 

由于所有这些集合 GXV , 都在〜中，并且它们覆盖 WXY , 于是管子 WXY 也包含在 iV 
中.参见图 26. 2. 



图 26. 2 

第 二步. 现在我们来完成定理证明.设 X 和 Y 都是紧致空间. 兑是 XXY 的一个开覆盖. 
给定 AGX ， 薄片 x q XY 是紧致的，因此可以用必中有限多个成员乂: ，…， A „ 覆盖它.它们 
的并； VzAiU …包含着的一个开集.根据第一步，开集 N 包含着包含: c q XY 
的一个管子 WXY ， 其中 W 是 X 的一个开集.因此 WXY 也被扁中的有限多个成员，…， 
A m 所覆盖. 

于是，对于 X 中的每一个: r ， 我们可以选择: c 的邻域使得管子 WiXY 能被 A 中有 
限多个成员所覆盖.所有这些邻域组成 X 的一个开覆盖.因此，根据 X 的紧致性，存在 
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有限子族 

覆盖 X . 这些管子 

W , X Y ， …爲 XY 

的并便是 XXY . 由于每一个管子可以被4中有限多个成员覆盖，所以 XXY 也可以被 A 中有 
限多个成员覆盖. ■ 

上面这个证明中第一步的结论以后还要用到，我们把它重新陈述于此以备 引用： 

引理 26. 8 [管状引理 （tube lemma )] 考虑积空间 XXY ， 其中 Y 是紧致的.如果 N 是 XXY 
中包含着薄片： r c xy 的一个开集，则 iV 必包含着关于 々 XY 的某一个管子 WXY ， 其中 W 是 
: T 。 在 X 中的一个邻域. 

例 7如果 Y 不是紧致的，则管状引理不一定正确.比如，设 Y 是] R 2 中的>•轴，并且设 

{^x^llx|<i/(y+D}. 

则 N 是包含集合 OXR 的一个开集，但它不包含关于 0 XR 的任何管子.参见图 26. 3. ■ 

很自然地，与之相关的一个问题 就是： 无穷多个紧致空间的积是紧致 
的吗？我们期望有肯定的回答，事实也的确如此.这个结果是如此重要（也 
是相当困难的），以至于要用给出证明的人的名字来为其命名，称之为 
Tychonoff 定理. 

在证明连通空间的笛卡儿积仍然连通时，我们首先对有限积的情形给 
予证明，并且由此导出一般情形.然而，为了证明紧致空间还是紧致的， 

却无法根据有限积情形下的结论推出无限积情形下的结论.无限的情形则 
要求用一种全新的方法，证明是相当困难的.鉴于证明的难度较大，同时 
也是为了避免干扰本章讨论的主线，我们决定将其推后.然而，如果读者 
想尽快知道的话，也可以在本节之后立刻去看它的证明（第 37 节），这不会 图 26.3 
对内容的连续性有什么影响. 

最后，关于空间的紧致性还有一个判别准则，它是用闭集而不是开集来阐述的.乍看起来， 
这既不自然又不便于使用，而事实上，在许多场合下它是很有用的_我们首先给出一个定义. 

定义 X 的一个子集族 (3 称为具 有有限交性质 （finite intersection property ) ，如果的任 
何一个有限子族 

{C" … ， C] 

的交 an … nc „ 是非空的. 

定理 26.9 设 X 是一个拓扑空间•则 X 是紧致的当且仅当 X 中具有有限交性质的每一个 
闭集族 C ， 它的所有成员的交 fie 是非空的. 

cee 

证 给定 X 的一个子集族 A ，则 

e= { x-a 丨 a e 為 } 

是它们的补所构成的族.于是我们有下列 论断： 

( da 是开集族当且仅当 e 是闭集族. 
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(2) 集族為覆盖 x 当且仅当 e 的所有成员的交 (He 是空集. 

(3) 4 的有限子族 { A , ，…， A „} 覆盖 X 当且仅当 e 中相应成员 C , = X — A ; 的交是空集. 
论断 （1) 是显然的，而论断 （2) 和论断 （3) 可由 DeMorgan 法则 

X — 门 （X — 

fl6 J J 

推出. 

现在用两个简单的步骤进行 证明： 先考虑定理 的逆否命题， 然后取集合的补！ 

X 是紧致的这句话等 于说： “对 X 的任何开子集族4,如果 A 覆盖 X ，则有 A 的某一个有 
限子族覆盖 X .”这个论断又等价于它的逆否命题：“对任意开集 族乂， 如果炅中没有有限的子 
族覆盖 X ，则 A 不能覆盖 x .” 与前面相仿，令 e 为集族 { x —a | Ae < A }， 再应用论断 （ 1 ) 〜 
(3)，我们看到这个论断等价于“对于任意闭集族 e ， 如果 e 中任何有限个成员的交非空，则 e 
的所有成员的交非空.”这恰好就是我们定理的条件. ■ 

当我们有紧致空间 X 闭集的一个套序列 （nested sequence ) C ! Z ) C 2 二)…二 ) C „ ZDC „_ m …时，便 
得到定理的一种特殊 情况. 容易证明，如果每一个 C „ 是非空的，那么集族 (？={ C „} nez+ 自然 
具有有限交性质.于是交 


n c ” 

非空. 

我们在下一节中证明实数集的不可数性，在第 5 章中证明 Tychonoff 定理以及在第 8 章中 
证明 Baire 范畴定理的时候，都要用到这个紧致性的闭集判别准则. 

习题 

1. U) 设了和 7^ 是 X 的两个拓扑，并且; r'=)!T. X 关于其中哪一个拓扑是紧致的可以推出对 

另一个拓扑 X 是紧致的？ 

(b) 证明： 若 X 关于; r 和: T' 都是紧致的 Hausdorff 空间，则或者: T 和: T' 相等，或者它们不 
能比较. 

2. U ) 证明： 相对于有限补拓扑而言， R 的任何子集都是紧致的. 

(b) 由 R 的满足 IR — A 是一个可数集或者是整个 R 的所有子集 A 构成的] R 的拓扑，相对于这 
个拓扑[0, 1] 是紧致子空间吗？ 

3. 证明： 紧致子空间的有限并是紧致的. 

4. 证明： 度量空间的每一个紧致子空间，对于给定的度量而言是有界的并且是闭的.找一个 
度量空间，在它里面并不是每一个有界闭子集都是紧致的. 

5. 设 A 和 B 是一个 Hausdorff 空间中的两个无交的紧致子 空间. 证明存在分别包含 A 和 B 的 
无交的开集和 V . 

6 . 证 明： 若/: X—Y 是连续的，其中 X 是紧致的， Y 是 Hausdorff 的，则/是闭映射（也就 
是/将闭集映为闭集）. 

7. 证明： 若 Y 是紧致的，则投射 tt 1: XXY ^ X 是闭映射. 
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8. 定理设/: X ^ Y , Y 是紧致的 Hausdorff 空间.则/连续当且仅当/的图形 （ graph ) 

Gf = {x X fix) I x G X) 

是 XXY 的 闭集. [提 示： 若巧是闭的， V 是 / U 。） 的一个邻域，则。，与叉父以一 V )的交 
为闭集.应用习题7的结论 .] 

9. 下面是管状引理的 推广： 

定理设 A 和 B 分别是 X 和 Y ■的子集， N 是 XXY 中包含 AXB 的一个开集.若 A 和 B 
都是紧致的，则在 X 和 Y 中分别存在开集 L ； 和 V ，使得 

匚 L 7 XV 匚 iV . 

10. ( a ) 证明以下一致极限定理的部分逆： 

定理设/„: X — R 是连续函数的一个序列，并且对于每一个 xGX 有八 （ x )—/ U ). 
若/连续，/„单调上升并且 X 是紧致的，则这个收敛是一致收敛.[若对于所有 n 和工 
有/„(: r )</„ +1 U )， 则称人 是单调上升的 •] 

( b ) 举例说明，如果去掉 X 是紧致的这个条件，或去掉序列是单调的这个条件，则定理不 
成立 • [提 示： 见第21节习题 •] 

11. 定理设 X 是紧致的 Hausdorff 空间，扁是 X 的闭的连通子集的一个族，并且兑在真包 
含关系之下是全序的，则 


Y = f| A 

是连通的.[提 示： 若 CUD 是 Y 的一个分割，在 X 中找出无交的开集 LJ 和 V ，它们分别 
包含 C 和 D ， 然后证明 


「| ( A — W U V )) 

不是空集 .] 

12. 设是一个闭连续满射，对于每一个> f Ub }) 是一个紧致空间.（这样的映射 
也称之为完 备映射 （perfect map ).) 证明： 若 Y 是紧致的，则 X 是紧致的.[提 示： 若1/是 
包含的一个开集，那么存在一个^的邻域 W ， 使得/ > _1 ( W ) 被 U 所包含 .] 

13. 设 G 是一个拓扑群. 

U ) 设 A 和 B 是 G 的一个子集，如果在 G 中 A 是闭的并且 B 是紧致的，则在 G 中 
是闭的.[提 示： 若 c 不在 A . B 中，找一个 c 的邻域 W , 使得 1 与 A 无交 .] 

( b ) 设 H 是 G 的一个子群 ，户： G — G / H 是一个商映射.若 H 是紧致的，证明户是一个闭 
映射. 

( c ) 设 H 是 G 的一个紧致子群. 证明： 若 G / H 是紧致的，则 G 是紧致的. 

27实直线上的紧致子空间 

上一节中的某些定理使我们能够从已知的紧致空间来构造新的紧致空间，但是要想得到更 
多的紧致空间，我们必须先有一些紧致空间.最自然的办法当然还是从实直线开始，我们将证 
明以中每一个闭区间都是紧致的.其应用包括微积分中的极值定理和一致连续性定理的适当形 
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式的推广.我们也将对 R ” 中的所有紧致空间给出一个刻画，也将给出实数集不可数的证明. 

为了证明 R 中每一个闭区间是紧致的，我们仅需要用到实直线的序性质中的一个条件，即 
上确界性质.只用这一个性质便可以证明这个定理.因此，这个定理不仅适用于实直线，也同 
样适用于良序集和其他全序集. ' 

定理 2 L 1 设 X 是具有上确界性质的一个全 序集. 则关于序拓扑， X 中的每一个闭区间 
都是紧致的. 

证第一步.给定 a <6, 设4是[〜«的一个覆盖，它的成员是[〜 6] 中关于子空间拓 
扑（与序拓扑相同）的开集.下面证明存在一个 A 的有限子族覆盖[〜 6]. 首先 证明： 若: c 是 
[^，幻中异于 6 的点，则在幻中存在点 y >： r ， 使得区间 [ x ， ： V ]可 由為中 最多两个成员覆盖. 

若:*:在 X 中有直接后元，则令 y 为这个直接后元.那么[: c ， 由两个点 x 和： y 所组成， 
所以它可为 A 中最多两个成员所覆盖.若 x 在 X 中没有直接后元，则选取4中包含: c 的一个 
成员 A . 由于:以及 A 是一个开集，所以对于 [ a , 6] 中的某一个点 c 有 A 包含着形如 
[: r ， C ) 的区间.在 ( x ， c ) 中选取 一点: y ， 则区间|>，乂]被 A 中一个成员 A 所覆盖. 

第二步 • 设 （：为 [ a ，6] 中所有具有以下性质的点3；>«的 集合： 区间|>， y ] 能够为 必中有 
限多个成员所 覆盖. 对于 x = «， 应用第一步的结论可见至少有一个这样的^存在，从而 C 是 
非空的.令 c 是集合 C 的上确界，则 

第三步.下面证明 c 属于 C . 也就是证明区间 [ a ， c ] 被為中 有限个成员所覆盖.选取炅中 
包含 c 的一个成员 A . 因为 A 是开的，所以对于[〜 6] 中某一个么 A 包含区间 U ， c ]. 若 
c 不属于 C ， 那么必然存在 C 中一点2包含在区间 W ， c ) 中（否则， d 将是 C 上比 c 还要小的上 
界），参见图 27.1. 由于2在 C 中，所以区间 [ a ， z ] 能被 扁中有 限多个（比如说《个）成员所覆 
盖.由于 [ z ， 是包含在為的一个成员 A 中，因此 [ a ， c ] = [ a , 2] Ub ， c ] 被兑中；2 + 1个成 
员所覆盖.于是 c 在 C 中，这与假设矛盾. 

第四步 • 最后，证明 c = 从而完成定理的 证明. 假设对于 x = c 应用第一步 得到: 
存在[〜的一个点^ > c ， 使得区间 [ c ， j ] 能被為中有限个成员所覆盖，参见图 27. 2. 我们 
在第三步中已经证明了 c 属于 C ， 从而 [ a ， c ] 可以被爲中有限个成员所 覆盖. 因此区间 

[ a ，： y ] = [ a ， c ] U [ c ，： y ] 

也能 被為中 有限个成员所覆盖，这就意味着: v 属于 C ， 与 c •是 C 的一个上界矛盾. 

Z 

i - 

a d c 

图 27. 1 

推论 27.2 R 中任何一个闭区间都是紧致的， 

现在我们来刻划中的紧致子 空间： 

定理 27.3 R " 中一个子集 A 是紧致的，当且仅当它是闭的并且就欧氏度量 d 或平方度量 p 
而言是有界的， 

证只要考虑度量 P 就可以了，因为不等式 


• V 或少 



■ 
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p ( x ^ y ) ^ dix ^ y ) ^ 4 n p ( x , y ) 

保证了 A 在 p 中有界当且仅当它在 ci 中有界. 

假设 A 是紧致的.根据定理 26. 3可见它是闭的.考虑开集族 

{B^(0,m) I m 6 Z+ } , 

其并为 R n . 于是有一个有限子族覆盖 A . 从而，对于某一个 M 有 AC ： B p (0, M ). 于是，对于 
A 中任意两点 x 和我们有 〆 x ， 因此， A 对于^而言是有界的. 

反之，假设 A 是闭的并且关于^是有界的.假设对于 A 中任意一对点 x 和3^有 〆 x ， y )< N . 
选取 A 中点 x 。， 并且令 〆 X 。， 0)=6，于是对于 A 中任意: r ， 由三角不等式可以推出 
Yx, 0)<iV+6 •如果令卩=]\/+6,则 A 是紧致方体 [一 P ， P ]” 的一个子集，又由于 A 是闭 
集，所以 A 也是紧致的. ■ 

学生们常将这个定理记 忆为： 度量空间中的紧致子空间族就是有界闭集族.这显然荒谬，因为 
什么样的集合是有界的这与它的度量有关，而什么样的集合是紧致的则只依赖于空间的拓扑. 

例 1 R " 中的单位球面 S "— 1 和闭的单位球体都是紧致的，因为它们都是有界的 闭集. 集合 

A = {x X Cl / x ) I 0 < ^ 1 } 

在 R 2 中是闭的，但它不是紧致的，因为它不是有界的.集合 

S = {x X (sin(l/x)) I 0 < X < 1 } 

在 R 2 中是有界的，但它不是紧致的，因为它不是闭的. ■ 

现在我们证明微积分中极值定理的适当的推广形式. 

定理 27 . 4 [极值定理 （extreme value theorem)] 设/: X~*Y 是连续的，其中 Y 是具有序 

拓扑的全序集 • 若 X 是紧致的，则在 X 中存在点 c 和 d ， 使得对于所有的： cGX 有 /( C )< 
/( xX /( cO . 

微积分中的极值定理只是这个定理的一种特殊情形，这只要在定理中取 X 为 3R 的闭区间， 
取 Y 为 R 即可. 

证 由于/连续并且 X 是紧致的，所以集合4=/(；0是紧致的.我们证明 A 有一个最大元 
M 和一个最小元 m . 因而，由于 7 W 和 M 属于 A ， 必存在 X 中点 c 和 d 使 7 n ==/( c )* M =/(6/). 
若 A 没有最大元，那么集合族 

{ (— oo , a ) | a G A } 

就是 A 的一个开覆盖 • 由于 A 是紧致的，就有有限的子族 

{ (― oo， ai ) ，…，（― OO， an ) } 

覆盖 A . 设 化是〜，…， A 中的最大者，则〜不属于这些集合中的任何一个，这与它们覆盖 
A 矛盾 • ■ 

可以相仿地证明 A 有最小元， 

现在我们来证明微积分中的一致连续性 定理. 为此，我们需要引入一个极为有用的概念， 
即度量空间开覆盖的 Lebesgue 数. 作为准备，先给出以下 概念： 

定义 设（ X ， W 是一个度量 空间. A 是 X 的一个非空 子集. 对于每一个 xeX，x 到 A 
的距离 （distance from x to A) 定义为 
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d { x , A ) = inf { d(x , a ) | a G A }. 

易见，对于固定的 A ， 函数 d (: r ， A ) 是关于: c 的连续 函数： 对于给定的： r 和: v 以及每一 
个 a 6 A ， 不等式 

d (, XjA ) ^ d { x f a ) ^ d ( sc ， y ) + d { y <, a ) 

成立.从而， 

dix ^ A ) — d { x 9 y ) ^ inid(y ^ a ) = diy , A ) , 

因此， 

dixiA ) — d ( y , A ) ^ cKx ， y ). 

交换 X 和 y 的位置，以上不等式仍然成立.由此推出 dU ， A ) 的连续性. 

现在引进 Lebesgue 数的概念.前面讲过，度量空间中的一个有界子集 A 的直径是指 

sup { cKa 1 , a 2 ) I a } , a 2 G A }. 

引理 27. 5 [Lebesgue 数引理 （Lebesgue number lemma )] 设*?4为度量空间（ X ， cO 的一个开覆 

盖*若 X 是紧致的，则存在谷 >0使得 X 的每一个直径小于$的子集包含在 扁的某 一元素之中. 
数汐称为开覆盖 cA 的一 个 Lebesgue 数 （Lebesgue number ). 

证设 A 是 X 的一个开覆盖.若 X 本身是 A 的一个元素，那么任何一个正数都是炅的 
Lebesgue 数.以下假定 X 不是扃的元素. 

选取為的子集的一个有限族 { Ai ，…， A „} 覆盖 X . 对于每一个“记 C ,= X — A ,， 通过取 
/( x ) 为 c /( x ， C ,) 的平均数，定义一个映射/: X — R . BP 


我们 证明： 对每一个: r ， 


fix) == 




/(^)>0. 任意给定; rGX ， 取 f 使得: rGA ,. 再选取 e 使得 a : 的 e - 邻 


域包含于 A ,. 则以: c ， C ,)> e , 从而 /0)> e / n . 

因为/是连续的，它有极 小值& 我们证明&就是所求的 Lebesgue 数.设 B 为 X 中一个 
直径小于5的 子集. 在 B 中取一点: r 。， 则 B 位于: c 。 的$-邻域中.那么 


S ^ /(x 0 ) ^ d(.oc 0 ,C m ). 

其中 dU 。， CJ 是所有 dU D ， C ,) 中的最大者. 那么知 的泠邻域被包含在开 覆盖乂 的元素 
A m = X — 之中. ■ 

定义设/是从度量空间（ X ， d x ) 到度量空间 （ Y ， 的一个函数.若对任意£>0,存在 
谷>0使得对于 X 的任何两点1。，^，有 


d x ix Q ,xi) < 5 =><i y (/(:r 0 ) ， /( 々 ））< e ， 

则称函数/是 一 致连续的 （uniformly continuous ). 

定理 27.6[ —致连续性定理 （uniform continuity theorem )] 设/: X ^ Y 是从紧致度量空 
间（ X ， d x ) 到度量空间 （ Y ， d y ) 的连续映射.则/是一致连续的. 

证任意给定€>0,考虑由半径为 e /2 的球 B (: y ， e /2) 所组成的 Y 的一个开覆盖. 令 A 为 
这些球在/下的原像所构成的 X 的那个开覆盖.记5为开覆盖為的一个 Lebesgue 数.则对于 
X 中满足 dxOrp 工 2 )<3的两点2 2 ,由于这两点组成的集合{々， x 2 } 的直径 小于心 其像 
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集{/(々），/(々）}必含在某一个开球 B ( y ， e /2) 之中.从而心（/(々）， /( x 2 ))< e . ■ 

最后，我们来证明实数是不可数的.有趣的是，这个证明完全不用代数的方法（既不用十 
进位小数，也不用二进位小数或者其他什么方法），而仅仅用到 R 的序性质. 

定义 设 X 是一个空间，若单点集 U } 在 X 中是开的，则称 J ： 为 X 的一个 孤立点 

(isolated point). 

定理 27.7 设 X 是一个非空的紧致的 Hausdorff 空间.若 X 中没有孤立点，则 X 是不可 
数的. 

证 第一步.首先 证明： 给定 X 的一个非空的开集1/和一点: c 6 X ， 则存在一个包含于 U 
的非空开集 V ，使得 

我们总可以在 U 中选取一个异于: c 的点 > 当： r 在1/中时，由于： c 不是孤立点，可见 y 
的存在性.当 x 不在 U 中时，由于1/非空，也可见 y 的存在性.然后分别选取包含 x 和 y 的 
无交开集那么集合 v = unw 2 便是我们所需的开集. V 包含在 U 中，它含有点> 
所以不是空集，并且 V 的闭包不包含: r . 参见图 27. 3. 

第二步.我们 证明： 任何一个函数/: Z + — X , / 

都不是满射.由此可见， X 是不可数的. 

设 〜 = /(〃）. 对于非空的开集卩=叉，应用 第一％ 

步的结论，选取非空开集 WCIX 使得％不包含： Tl 
一 般地，对给定的非空开集能够选取非空开集 
v „, 使得 RCVd 并且％ 不包含考虑 X 的非空 
闭集套 序列： 

R Z) F 2 ID …. 

因为 X 是紧致的，根据定理 26. 9,存在点 : re 因为 

于任意 n ， 点 i 不等于 x „. 

推论 27.8 R 中的每一个闭区间都是不可数的. 




或 



x 属于 I 而0：„不属于7„，所以对 



习题 

1_ 证明： 若 X 是一个全序集，并且它的每一个闭区间都是紧致的，则 X 具有上确界性质. 
2. 设 X 是具有度量^的度量空间， ACZX 是一个非空子集， 

( a ) 证明 dU ， A )=0 当且仅当 xGA . 

( b ) 证明： 若 A 是一个紧致空间，则对于某 aGA ， 有 d ( x ， A )= d ( x 9 a ), 

( c ) A 在 X 中的 e - 邻域定义为 


f 7( A , e ) = {x I d ( x 9 A ) < e }. 

证明 U ( A ， e ) 等于所有 开球氏 U ， e ) 之并，其中 aGA . 

( d ) 设 A 是一个紧致子空间， U 是包含 A 的一个开集. 证明： A 的某 e -邻域含在 U 中. 

( e ) 当 A 是一个闭集但不紧致时， （ d ) 小题中的结论不成立. 

3. Rk 表示 R 赋予 K - 拓扑 • 

U ) 证明[0, 1] 作为蚊^^的子空间不是紧致的. 
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( b ) 证明 R K 是连通的.[提 示： 卜⑴， 0) 和（0， + oo ) 作为 R K 的子空间也继承了其通常 
拓扑 .] 

( C ) 证明 R K 不是道路连通的. 

4. 证明： 多于一点的连通度量空间是不可数的. 

5. 设 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间， { A „ } 是 X 的闭集的一个可 数族.证明： 若每 一个人 
在 X 中有空内部，则它们的并 UA „ 在久中有空内部.[提 示： 仿照定理 27.7 的证明] 

这是我们将在第8章中讨论的 Baire 范畴定理的一个特殊情形. 


6. 设 A 。 是 R 中的闭区间[0, 1]， A : 是从 A 。 中去掉它的“中间三分之一”香)而得到的集 
合， A 是从 A , 中去掉它的两个“中间三分 之一” (+，吾)和(+，吾)而得到的 集合. 一般 


来说， A n 定义为 


它们的交 


A „ = A„_j — U ( 


1 + 3 走 2 + 3々 


3 n 


3” 


C = f | A „ 

称为 Cantor 集 （Cantor set ) ，它是 [0，1] 的子空间. 


( aH 正明 C 是完全不连通的 4 

( b ) 证明 C 是紧致的. 

( c ) 证明每一个集合 A „ 是有限多个长度为1/3” 的无交闭区间的并，然后证明这些区间的端 
点属于 C . 

( d ) 证明 C 中没有孤立点. 

( e ) 结论： C 是不可数的. 


28极限点紧致性 

在最初提到紧致集合的时候，我们曾经指出紧致性概念还有另外一些常用的提法.本节我 
们介绍其中的一个.一般说来，它比紧致性弱，但在度量空间上，它们是相同的. 

定义 如果空间 X 中任何一个无穷子集都有极限点，则称 X 是 极限点紧致的 （limit point 

compact ). 

从某种角度讲，这个性质比紧致性显得更为自然和直观.在拓扑学的早期，它被命名为 
“紧致性”，而开覆盖定义则被称为“双紧致性后来，“紧致”这个词让位于开覆盖定义，致使 
上述性质留待人们赋予新的名称.然而，至今人们尚未就此达成共识.在历史上，曾有人称之 
为 “ FAchet 紧致性”，也有人称之为 “ Bolzano - Weierstrass 性质”.我们提出了“极限点紧致性” 

这个术语.它似乎较为合理，至少它揭示了这一性质的某些内涵. 

定理 28.1 紧致性蕴涵着极限点紧致性，但反之不真. 

证 设 X 是一个紧致空间.给定 X 的一个子集 A ， 我们要证明：若 A 为无限集，则 A 必 
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有极限点.下面证明它的逆否 命题： 如果 A 没有极限点，则 A 必为有 限集. 

假设 A 没有极限点.那么 A 包含它的所有极限点，因而 A 是一个 闭集. 于是，对于每一 
个我们可以选取一个 a 的邻域 U a ， 使得 R 与 A 的交仅含单点 a . 紧致空间 X 便被开 
集 X — A 和这些开集[^所覆盖，那么其中的有限个开集就构成了 X 的 覆盖. 由于 X — A 与 A 
无交，以及每一个氏仅含有 A 的一个点，因此 A 必为有限集. ■ 

例 1 设 Y 是由两点组成的集合，再赋予 Y 由 Y 本身和空集所构成的拓扑.则空间 
X = Z + XY 是极限点紧致的.这是因为 X 的每一个非空子集都有极限点.由于由所有开集 

组成的开覆盖没有有限子覆盖，所有 X 不是紧致的. ■ 

例 2这是一个特殊的例子.考虑具有序拓扑的极小的不可数良 序集心 .空间 Sd 不是紧 
致的，因为它不包含最 大元； 然而，它是极限点紧 致的. 事实上，若 A 是的一个无穷子 
集，可选取 A 的一个可数无限子集 B . 作为一个可数集合，3在3^中有 上界& 于是 B 是 
的区间 [ a 。，6] 的一个子集，其中％是的最小元.由于具有上确界性质，所以区间 
U 。，6] 是紧致的.根据前面的定理， B 在[>。， 6] 中有一个极限点： r . 这个点: r 也是 A 的极限 
点，因此是极限点紧致的. ■ 

以下我们来证明对于可度量化空间而言两种紧致性没有区别.为此，我们需要引人与紧致 
性有关的另一概念—— 列紧性. 

定义 设 X 是一个拓扑空间.是 X 中的一个序列，若 

打 1 < 打2 < … <&<••• 

是单调增加的正整数序列，则由： y ; 所定义的序列称为序列 （ A ) 的一个 子序列 
( subsequence ). 若 X 的每一个序列都有一个收敛的子序列，则称空间 X 是列紧 （sequentially 
compact ) 的. 

# 定理 28.2 设 X 为可度量化空间.则以下条件 等价： 

(1) X 是紧致的. 

(2) X 是极限点紧致的. 

(3) X 是列紧的. 

证 我们已经证明了 （1)4(2). 为了证明（2)=>(3)，设 X 是极限点紧致的.任意给定 
X 的一个序列 UJ ， 考虑集合八={^ | n € Z + }. 若 A 是一个有限集，则存在一个点： c 使得 
对无穷多个 n 有工 = x n 成立.此时，序列 （ x „) 有一个常值子序列，这个子序列显然是收敛的. 
另一方面，若 A 是一个无限集，那么 A 有一个极限点: c . 我们按照以下方式定义的一个 
子序列收敛到： r : 首先选取^使得 

x ni G B ( x , l ). 

然后假设正整数 n ,— 已经取定.由于球 BU ， 1/£)与集合 A 的交为无 限集， 我们可以选取一个 
n ^ rii-x ,使得 

x„. 6 B(x»l/0. 

c 

那么序列 X Mi ， X „ 2 ,…收敛到 ：!：. 

最后，我们来证明 （3)== K 1). 这是证明的难点. 
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首先我们 证明： 若 X 是列紧的，在 X 上 Lebesgue 数引理成立 • （这个引理曾在紧致性的 
条件下得到，而此处紧致性是我们将要证明的.）设 A 为 X 的一个开覆盖.我们假设不存在满 
足以下条件的& X 的每一直径小于$的子集都包含在 A 的某一元素之中.然后推出矛盾. 

我们的假设蕴 涵着： 对于任意给定的正整数《， X 中存在一个直径小于 1/ n 的子集，它不 
包含于為的任何元素中.将这样的一个集合记为 C „. 对于每一个 n , 选取一个:根据 
我们的假设，序列（^)有一收敛子序列 （^,)， 假定它收敛到点 a . a 位于炅的某一元素 A 中. 
由于 A 是一个开集，从而 存在^ >0使得 BU ， e ) CA . 只 要丨充 分大，便有 l / Wl < e /2, 从而 
集合将被: c ' 的 e /2 -邻域所包含 • 只要£充分大，便有以％， a )< e /2, 从而集合将被 a 
的 e /2 -邻域所包含.然而，这意味着 C ^ cZA ， 与上述假设矛盾. ' 

其次，我们 证明： 若 X 是列紧的，则对于给定的 e >0, 存在由 e - 开球组成的一个有限覆 
盖 X . 我们再次使用反证法.假定存在一个 e >0, 使得 X 不能被有限个 e _ 球所覆盖.那么按 
照以下方式构造 X 中点的一个序列（: rj : 任意选取 X 中一点作为:注意只须考虑 B (: r " e ) 
不是全空间 X 的情况，（否则 X 已经被一个 e - 球所覆盖）.任意选取一个 X 的不在 BUu e ) 的 
点作为工2. —般地，若^ '1 ，“•，：^已经取定，在 

B(xi ,e) U ••• U B{x n ,e) 

以外任意选取一点作为〜 +1 .根据以上的选取方式易见， d ( sc n+ ” : c ,)> e 对于 i == l , …， n 都 
成立. 因此，序列（^)没有收敛子序列.事实上，每一个 e - 球中最多含有序列中一个点: c „. 

最后，我们 证明： 若 X 列紧，那么 X 是紧致的.设4为乂的一个开覆盖.由于 X 是列紧 
的，开覆盖有 一 Lebesgue 数&令 e ==3/3. 根据 X 的列紧性，存在由有限多个 e - 开球组成 

的 X 的一个开覆盖 • 由于每一个开球的直径不超过25/3，因而每一个开球必含在4的某一元 
素中 • 对于以上选定的每一个 e - 球，在 A 中选取一个包含它的元素，这样，我们便得到 A 的 
一个有限子族覆盖 X . ■ 

例 3我们曾经用表述极小不可数良序集心并上一个点(在序拓扑中， X 2 为的 
极限点，这正是我们以^表示 U ⑴}的原因，参见第10节 • >易见空间不是可度量化 
的. 这是由于&不满足序列引理.事实上，^为^。的极限点.而由于\的任何一个序列都 
在3 /3 中有一个上确界，从而不是 Sn 中序列的极限.另一方面，容易 验证： S n 满足序列引 
理.然而，也不是可度量化的，因为它极限点紧致但非紧致. ■ 

习题 

1. 赋予[0, l ] w —致 拓扑. 在这个空间上给出一个没有极限点的无限集. 

2. 证明集合[0， 1] 作为 R , 的子空间不是极限点紧致的. 

3. 设 X 是极限点紧致空间. 

( a ) 若/: X — Y 连续，那么/( X 〉是否是极限点紧 致的？ 

( b ) 若 A 是 X 的一个闭子集，那么 A 是否是极限点紧致的？ 

( c ) 若 X 是 Hausdorff 空间 Z 的一个子空间，那么 X 是否在 Z 中是闭的？ 

我们于此 指出： 一般说来，即使在满足 Hausdorff 条件的假定下，两个极限点紧致空间的积 
未必是极限点紧致空间.然而，例子的构造是相当复 杂的. 参见 [ S - S ]， 例 112. 
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4. 若 X 的任何一个可数开覆盖都包含着一个有限子族覆盖 X ，则称 X 是可数紧致的 
(countably compact ). 证明： 对于空间 X ,可数紧致性等价于极限点紧致性.[提 示： 
若集族 ( C 7„) 没有有限子族覆盖 X ，对于每一个《，选取… UR .] 

5. 证明： X 是可数紧致的当且仅当； S ： 的每一由非空闭集所构成的套序列…有非空的交. 

6. 设 X 是一个度量空间.若对于任意: r ， 有 f : X — X 满足 

d(fix) */(^)) = dixjy ), 

则称 / 是 X 上的一个等距 （ isometry ). 证明： 若 / 是一个等距，并且 X 紧致，则/是 一一 
的，从而是一个同胚.[提 示： 若 a 癸/( X )，选取 e 使得《的 e - 邻域与/( X )无交.令:^ = 
a ， 一 般地，记 证明： 若 ”7^饥，贝 lj c /( jz „ ， x m )^ e .] 

7. 设（ X ， d ) 是一个度量空间，若对于任何: c ， y eX ， : r ^： v ， 有 

d{ fix) , f(y)) < d(jo 9 y') , 

则称 / 为一个收紧映射 (shrinking map ). 若对于任何 x ， yGX ， 存在正数^^<1使得 

d (/ U ),/( y ))^ ad ( x , y) f 

则称/为 一 个压缩映射 （contraction map ). /的一个不动点 （fixed point ) 乃是 一 个满足条件 
fD=oc 的点: c . 

U ) 证明： 如果/是一个压缩映射并且 X 是紧致的，则/有唯一的一个不 动点. [提示：定 
义/ 1= /，广+ 1 二/。广，考虑 A tt = 尸（ X )的交 A .] 

( b ) 证明更为一般的一个结论；如果/是一个收紧映射并且 X 是紧致的，则/有唯一不动 
点.[提 示： 设 A 如前.对于: rGA ， 选取心 满足 : r = r +1 ( xj . 若 a 是序列: y „ = 尸 OO 
的某一子序列的极限，证明并且 / U )=： r . 从而推出 A = /( A ) 以及 diamA = 0.] 

( c ) 设 X = [0, 1]. 证明 /( x)=x — x 2 /2 将 X 映人 X ，并且是一个收紧映射而不是压缩映 
射.[提 示： 使用微积分中的中值定理 .] 

( d ) 当 X 为完备度量空间（例如 R ) 时， （ a ) 中的结论成立，见第43节的习题.但是， （ b ) 中 
结论不 成立： 考虑由 / U ) = [^+(； r 2 + l ) 1/2 ]/2 定义的映射/: R — R ， 证明/是一个 
收紧映射，但不是压缩映射，并且没有不动点. 

29局部紧致性 

本节我们研究局部紧致性这个概念，并且证明一个基本 定理： 任何一个局部紧致的 
Hausdorff 空间可以嵌入到某一个叫做单点紧致化的紧致的 Hausdorff 空间. 

定义空间是在 x 处局部紧致的 （locally compact at x ) , 若存在 X 的一个紧致子空间 C 

包含着： r 的一个邻域.如果 X 在它的每一点处都是局部紧致的，则称 X 是局部紧致的 （locally 
compact ) • 

一个紧致空间自然是局部紧致的 • 

例1实直线 R 是局部紧致的.因为点 x 属于某一个区间 U ， 6)，而（〜 &) 又包含在紧致 
空间[«，幻 中. 读者可以验证， R 的有理数子空间 Q 不是局部紧致的. ■ 


①原文没有要求这个数是正的. 


译者注 
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例2空间 R * 是局部紧致的.点: c 属于某一个基元素（^， 6 JX … X ( 〜， M ， 而这个基 
元素又包含在紧致空间 [ A , 6 JX … X [ a „, 6„]之中.空间化不是局部紧致的.因为它的任何 
基元素都不被紧致子空间所包含，事实上，若 

B = (ai ,bi ) X … X (a„ ， b n ) X R X … X R X … 

被某一个紧致子空间所包含，那么它的闭包 

B = [ a !，6!] X …X [< z „ 人 ]X R X … 

就是紧致的，但它并不紧致. ■ 

例3任何一个具有上确界性质的全序集 X 是局部紧 致的： 任意给定 X 的一个基元素， 
它一定包含在 X 的一个闭区间中，而闭区间是紧致的. ■ 

数学中所讨论的两类属性最好的空间当属可度量化空间和紧致的 Hansdorff 空间.它们有许 
多有用的性质，可用于证明定理、建立构架等等.如果所给的空间不是上述两类空间之一，则退 
而求其次，我们希望它是这两类空间之一的子空间.当然，可度量化空间的子空间还是可度量化 
的，因而这种方式不能得到任何新空间，然而，紧致的 Hausdorff 空间的子空间就未必紧致了. 
于是就有这样一个 问题： 在什么条件下，一个空间同胚于紧致的 Hausdorff 空间的一个子空间？ 
这里先给出一个回答.在第5章研究了一般的紧致化问题之后，我们再来讨论这个问题. 

定理 29.1 设X是一个空间.则X是一个局部紧致的 Hausdorff 空间当且仅当存在一个 
空间 Y 使得以下条件 成立： 

(1) x 是 y 的子空间. 

(2) 集合 y—x 是单点集. 

(3) Y 是紧致的 Hausdorff 空间. 

若 Y 和 y' 是满足上述条件的两个空间，则存在从 Y 到 W 的一个同胚使得它在X上的限制 
是恒等映射. 

证第一步.我们首先验证唯一性.设 Y 和铲是 满足上述条件的两个空间.定义映射 
h ： V 使得 A 将的那个单点/>映为 r — X 的那个单点 w A 在X上是恒等映射.我们证 
明： 若 U 是 Y 的开集，则 Ml/) 是矿的一个开集.那么，对称性便蕴涵着/ 1 是一个同胚 h 

首先，考虑 U 不包含 P 的情形.这时 /1( U )= U . 由于 U 是 Y 的一个开集，并且它包含于 
X ， 从而 U 是 x 的一个开集.由于 x 是 y ' 的一个开集，因此 [/ 也是 r 的一个开集. 

其次，考虑 u 包含着的情形.由于 c=y— 1/是 Y 的一个闭集，因此 c 作为 Y 的子空间 
是紧 致的. 因为 c 包含于 x， 从而它是 x 的一个紧致子空间.由于义是疒的子空间，因此空 
间 C 也是 W 的紧致子空间.由于 W 是一个 Hausdorff 空间，因此 C 是疒的一个闭集，从而 
办0/)=疒一 c 是 r 的一个开集. 

第二步.设 X是一个局部紧致的 Hausdorff 空间，我们来构造空间第一步的讨论已为 
我们提供了构造 Y 的思路.为了方便起见，用符号％表示不属于X的某一个元素，并且把它 
添加到X上构成集合 Y=XU{oo}， 构成 Y 的拓扑的 Y 的开集族取为所有下列类型的集合 : 
类 型一： X 的开子集类 型二： Y-C , 其中 C 是X的一个紧致子空间. 


①这句话十分费解，它应当 改为： 将以上结论应用于 A — 1 便可见&是一个同胚. 


译者注 
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我们需要验证这个族的确是 Y 的一个拓扑.空集是属于类型一的，空间 Y 是属于类型二 
的.验证两个开集的交是开集可考虑下面三种 情况： 

U, n U 2 是类型一的. 

(Y - C：) n ( Y ~ C 2 ) = Y - iC , u c 2 ) 是类型二的. 

Ui n ( y - Q ) = u , n cx-cj 是类型一的. 

最后一条是因为 G 在X中是闭的.同样可以证明开集族的任意并是 开的： 

\ JU a ^=U 是类型 一的. 

U (Y-C,) = Y - Cf ] C ^= Y-C 是类 型二的. 

(u uj u (U (v-cp) = u u (y-o=y-(c-LJ) 

是类型二的，这是因为 c 一 u 是 c 的闭子集，因而是紧致的. 

以下证明X是 Y 的一个子空间.任意给定 Y 的开集，先证明它与X的交是X 的开集.这 
是 因为： 若 U 为类型一的集合，则若 Y — C 为类型二的集合，则 （Y—C) f!X = 
X-C , 两者都是 X中的开集.反之，X中任何开集都是类型一的集合，因而，据定义得知它 
也是 Y 的开集. 

为了证明 Y 是紧致的，设4是7的一个开覆盖.族4一定包含一个类型二的开集，比如 
说 Y — C， 这是因为在类型一中没有包含着 点〜的 开集.把 A 中所有那些不同于 Y_c 的集合 
取出来与X作交，它们是由X中开集所组成的 C 覆盖.因为 C 是紧致的，所以它们中的有限 
多个可以覆盖 C， 则 A 中与之相应的成员所构成的有限族连同 Y - C 便覆盖着 Y, 

为了证明 Y 是 Hausdorff 的，设： r 和 y 是 Y 的两点.若它们都属于X ，则存在 X中无交 
的开集 U 和V分别包含它们.否则，不妨设:^6叉和^ =⑺，那么可以在X中选择包含 x 的 
部域1/的一个紧致集 C. 于是 L7 和 Y - C 便是 Y 中分别包含I和〜的两个无交的邻域. 

第 三步. 最后，我们证明充分性.假设满足条件 （1) 〜 （3) 的空间 Y 存在.由于 X是一个 
Hausdorff 空间 Y 的一个子空间，所以X是一个 Hausdorff 空间.任意给定：我们证明 
X 在点^处是局部紧致的.在 Y 中分别选取包含 x 和单点 Y-X 的无交开集 (7 和 V. 那么 C= 
Y— V是 Y 的一个闭集，从而是 Y 的紧致子空间.由于 C 包含于X，它也是X的紧致子空间， 
并且它包含着: c 的一个邻域 L7. ■ 

在上述定理中，如果X自身就是一个紧致空间，则构造空间 Y 的意义就不大，因为此时 

Y 是X加上一个孤立点，但当X 不紧致时，那么中的那个单点是 X的一个极限点，从 
而， X=Y. 

定义若 Y 是一个紧致的 Hausdorff 空间，X是 Y 的真子空间并且其闭包等于 Y， 则 Y 称 

为X 的一个紧致化 （compactification). 若 Y—X 为单点集，则 Y 称为 X 的单点紧致化 （one- 
point compactification). 

前述结论 表明： X具有单点紧致化 y 当且仅当X为非紧致的局部紧致的 Hausdorff 空间. 
之所以不将 Y 称为“一个”单点紧致化是由于在同胚的意义下 Y 是唯一的. 

例 4 读者可以验证，实直线 R 的单点紧致化同胚于圆周.同样， 3R 2 的单点紧致化同胚于 
球面 S 2 . 如果将 R 2 看成复数空间 C ，则 C U {oo} 称为 Riemann 球面或扩充复平面. ■ 
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我们所给出的这个局部紧致性的定义，有些地方还不能令人十分满意.通常说一个空间 X 
“局部地”满足某一个性质，是指对于每一个 : re X 都存在一个“任意小”的邻域具有所说的性 
质.而这个局部紧致的定义并没有涉及到“任意小”的邻域，于是便产生了它到底该不该称为局 
部紧致性的问题. 

下面是局部紧致性的另一种说法，它比较自然地体现了对“局部”的要求，而且当 X 是一 
个 Hausdorff 空间时，它等价于我们的定义. 

定理 29.2 设 X 是一个 Hausdorff 空间.则 X 在 x 处局部紧致当且仅当对于的任何一 
个邻域 U ， 存在： r 的一个邻域 V ，使得 V 紧致并且 Fcilt . 

证 显然，这个新的表述蕴涵着局部紧致性 . C = F 便是所要求的包 含工的 一个邻域的紧 
致集.反之，假设 X 是局部紧致的，工是义的一个点， L 7 是工的任何一个邻域.记 y 为 X 的 
单点紧致化，集合 C 为 Y — L /. 则 C 是 Y 的一个闭子集，从而 C 是 y 的一个紧致子空间.应用 
引理26.4,选取分别包含 X 和 C 的无交开集 V 和 W . 于是 V 的闭包 P 是 Y 的一个紧致子空 
间， F 与 C 无交，从而 7 c = t /. _ 

推论 29.3 设 X 是局部紧致的 Hausdorff 空间， A 是 X 的一个子空间.若 A 是 X 的一个 
闭集或者一个开集，则 A 是局部紧致的. 

证 假设 A 是 X 的一个闭集.对于工 6 A ， 令 C 为 X 中的一个紧致子空间，并且包含着 : r 
在 X 中的一个邻域 L 7. 那么 CHA 是 C 的一个闭集，因而是紧致的，并且它包含着1在 A 中 
的邻域 Uf ] A . (这里还没有用到 Hausdorff 条件 .） 

假设 A 是 X 中的一个开集，对于我们应用上述定理，选取 x 在 X 中的一个邻域 
V ,使得▽是紧致的并且 VCIA . 那么是 A 的一个紧致子空间，它包含着 x 在 A 中的邻 
域 V . ■ 

4 

推论 29.4 空间 X 同胚于一个紧致的 Hausdorff 空间的开子集当且仅当 X 是一个局部紧 
致的 Hausdorff 空间. 

证 据定理 29. 1及推论 29. 3便可得到结论. ■ 

习题 

I 

♦ 

1. 证明：有理数集 Q 不是局部紧致的. 

% 9 

2. 设为非空空间的一个加标族. 

( a ) 证 明：若 nx fl 是局部紧致的，则每一个又是局部紧致的并且除去有限多个 a 之外， 又是紧 
致的. 

( b ) 应用 Tychonoff 定理的结论，证明 U ) 的逆命题. 

3•设 X 是一个局部紧致空向 . /: X — Y 连续是否意味着空间/( X )是局部紧致的？ /是连续 
开映射时结论如何？验证你的结论. 

4. 证明：[0， 1] M 关于一致拓扑不是局部紧致的. 

5- 如果/: &—乂 2 是局部紧致的 Hausdor ff 空间之间的一个同胚，证明/可扩充为它们的单 
点紧致化之间的同胚 • 

6.证 明： R 的单点紧致化同胚于圆周 S 1 2 . 
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7. 证明： 的单点紧致化同胚于 

8. 证明： Z + 的单点紧致化同胚于 R 的子空间 {0} U { l/n I nez + }. 

9. 证明： 若 G 是一个局部紧致的拓扑群， H 是它的一个子群，则 G / H 是局部紧致的 • 

10. 设 X 是一个 Hausdorff 空间，并且在点 x 处是局部紧致的. 证明： 对于: r 的任意邻域 U ， 
存在: r 的一个邻域 V ，使得 F 是紧致的，并且仍二 U . 

*11. 证明以下结论. 

( a ) 引理 设户： 是一个商映射并且 Z 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间，则映射 

k = x fz ： x x z — *■ y x z 

是一个商映射.[提 示： 若 tTVA ) 是包含: rXy 的一个开集，选取开集仏和^(其中7 
是紧致的），使得 xX ： v ei 7 1 XV * U 1 XVcZ ； r — 1 ( A ). 对于 R X 仍二 tT 1 ( A ) ，应用管状 
引理，选取包含厂 Y / KU ,)) 的一个开集 L 7, +1 ， 使得 U l +1 XVC ：7 r — VA ). 令 L /= UL ^ 
证明 UXV 是: rX ： y 的一个饱和邻域，并且包含在 
在第 46 节的习题中将给出一个与上述完全不同的证明方法的概要. 

( b ) 定理 设夕： A—B 和 g : C—D 都是商映射.若 B 和 C 是局部紧致的 Hausdorff 空间， 
则 pXq , AXC — BXD 是一个商映射 • 

* 附加习题：网 

我们已经看到，要区别度量空间中的极限点、连续函数以及紧致空间，只要用序列就“足 
够”了.但是，对于任意的拓扑空间要做同样的事就需要一种称为网的概念，它是序列概念的 
推广.在这里我们给出有关的定义，而将证明留作练习.首先回忆一下集合 A 中的一个关 

系 S ， 如果满足下列条件，则称为偏序 关系： 

(1) 对于所有 a ， a < ar . 

(2) 若 和卢<0；，则 a = p . 

(3) 若 和 则《<， 

现在我们给出以下 定义： 

J 是一个具有偏序<的集合，若满足下列条件，则称 J 是有向集 （directed set ): 对于 J 中 
每一对元素 a 和^，存在 J 中的一个元素7，具有性质 aSy 和 

1. 证明下列集合为有 向集： 

( a ) 在关系 <下的任何一个全序集. 

( b ) 集合 S 的所有子集的族，其偏序由包含关系确定 （ BP : 若 ACIB ， 则 ASB ). 

( c ) S 的一个子集族它关于有限交是封闭的，其偏序由反包含关系而确定 （ B [ I ， 若 A ] 
B , 则 A < B ). 

( d ) 空间 X 的所有闭子集的族，其偏序由包含关系确定. 

2. /的子集 K 称为在 J 中是共尾的 （ cofinal )， 若对于每一个 a 6/， 存在# 6 K ， 使得尽证 
明若 J 是一个有向集，并且 K 在/中是共尾的，则 K 是一个有向集. 

3. 设 X 是一个拓扑空间， X 中的一个网 （ net ) 是从一个有向集 J 到 X 的函数 /. 如果 
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我们通常用 A 表示 /(«). 而网/本身则用符号（:表示，或者当指标集自明时，简单 
地记为 

称网 （ o ： a ) 收敛 ( converge ) 于 X 的点 x ( 写成 x ) ，如果对于 x 的每 一 个邻域17，存在 一 个 
使得 

OL ’ X p 6 U, 

证明： 当/ = 2+时，这些定义就变成了我们所熟悉的那些相应概念. 

4. 假设在 X 和 Y 中分别有 


—和（: - y - 

证明在 XXY 中有 iX：y. 

5. 证明： 若X是 Hausdorff 的，则X中的一个网最多收敛于一点. 

6. 定理 设 A 匚 X ①，则 xGS 当且仅当存在 A 中点的一个网收敛于二 

[提 示： 为了证明蕴涵关系取 x 的所有邻域族为指标集，由反包含关系给出偏序 .] 

7. 定理 设 /: X^Y. 则 / 是连续的当且仅当对于 X 中任何一个收敛于 I 的网 （ x a )， 我们有 
网 （/( xj ) 收敛于/(工）. 

8•设/: X是X中的一个网，令 /( a )=A. 若 K 是有向集并且 g: K—J 是一个函数，满 

足 条件： 

Ci ) i<j => g ( 0 < g ( j ) * 

( ii ) g ( K ) 在/中共尾， . 

则复合函效/。尽： K — A ： 称为 ( a ) 的一 个子网 （ subnet ). 证明： 若网（心）收敛于: r ， 则它的 
任何一个子网也收敛于二 

9. 设 (x a ) ae 』 是X 中的一 个网. 称 : c 是网 （x a ) 的一个聚点 （accumulation point) ，如果对于: r 的 

、 

每一个邻域 U， 满足条件 aGU 的那些《的集合在 J 中共尾. 

引理 网 （ Xa ) 以1为一个聚点当且仅当有（: C a ) 的某一个子网收敛于： E . 

[提 示： 为了证明蕴涵关系令 k 是所有偶对 ( a ，（J) 的集合，其中 u 是包含的 
X 的一个邻域.当 和 VCIC/ 时，定义 U， U )<(^ V ), 证明 K 是有向集并且通过它定 
义一个子网 .] 

_ I 

10. 定理 X 是紧致的当且仅当 X 中的每一个网都有一个收敛子网. 

[提 示： 为了证明蕴涵关系 >，令 B a ={〜 | 然后证明{取}满足有限交 条件. 为了 

证明蕴涵关系令4为满足有限交条件的一个闭集族，忠为 A 中成员的所有有限交的 
族，并用反包含关系定义偏序 .] 

11. 推论设 G 是一个拓扑群， A 和 B 是 G 的两个子集.若 A 是 G 的一个闭集，而 B 是紧致 
的，则乂 • B 在 G 中是闭的. 

[提 示： 假设 G 是可度量化的，利用序列先给出一个证明 .] 

12. 验证： 即 使去掉 有向集 定义中的条件(2)，上面这些习题的结论仍然成立.许多数学家就 
是在这种更一般的意义下使用“有向集”这个术语的. 


①原书此处误作——译者注 


第 4 章可数性公理和分离公理 

我们现在打算介绍的概念，不像紧致性和连通性那样自然地源于对微积分和分析学的研 
究，而是出于对拓扑学本身深入研究的需要.例如将一个空间嵌人到度量空间或紧致的 
Hausdorff 空间等问题，本质上都是拓扑学的问题，而非分析学的问题.这些特定问题的解决 
就涉及到可数性公理与分离性公理. 

当我们在第21节中研究与收敛序列相关的问题时，曾介绍过第一可数性公理.我们也研 
究过一个分离性公理，即 Hausdorff 公理，并提到过另一个，即丁：公理.本章我们将介绍另 
外一些更强的公理，并且研究它们之间的一些关系.主要目的是证明 Urysohn 度量化 定理： 
如果一个拓扑空间 X 满足某种可数性公理(第二可数性公理）和某种分离性公理（正则性公理）， 
那么 X 可以嵌入到某一个度量空间中，因此是可度量化的. 

本章最后一节还要介绍几何学上一个十分重要的嵌人定理，即给定一个紧致流形（高维曲 
面的模拟），我们将证明它可以嵌入到某个有限维的欧氏空间之中. 

4 

30可数性公理 

首先，我们重新陈述第21节中给出过的一个定义. 

定义 空间 X 称为在 x 处有可数基 （countable basis at x ) » 如果存在 z 的邻域的一个可数 
族<©，使得 i 的每一个邻域都至少包含 龙中的 一个成员.如果在空间的每一点处都有可数基， 
则称这个空间满足第一 可数性公理 （first countability axiom ) 或第一 可数的 （ first - countable ). 

我们已经注意到，每一个可度量化空间都满足这个公理，见第21节. 

考虑满足这个公理的空间的一个重要原因就是，这类空间有一个非常有用的特性，即只要 
借助于这类空间中的收敛序列就可以确定集合的极限点，并且可以验证函数的连续性.以前我 
们已经注意到了这一点，现在正式地作为定理来叙 述它： 

定理 30. 1 设 X 是一个拓扑空间. 

( a ) 设 A 是 X 的一个子集.若存在 A 中点的序列收敛到 x ， 则若 X 满足第一可数 
性公理，则其逆命题也 成立. 

( b ) 设/: X — Y . 若/是连续的，则对 X 中的每一个收敛序列序列 /( a ) 收敛于 
/( x ). 如果 X 满足第一可数性公理，那么其逆命题也成立 

这个定理的证明实际上是第21节中在可度量化假设下所给证明的一个直接推广，在此不 
再重新陈述. 

_ I 

S 

下述公理比第一可数性公理更为 重要： 

定义 若拓扑空间 X 具有可数基，则称 X 满足第 二可数性公理 （second countability 
axiom ) 或称 X 为第二 可数的 （ second - countable ). 

显然第二可数性公理蕴涵着第一可数性 公理： 若忠是 X 的一个可数拓扑基，则忠中由包 
含着点: T 的那些元素所组成的子族就是: C 处的一个可 数基. 事实上，第二可数性公理比第一可 
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数性公理强得多，甚至并不是每一个度量空间都能满足它. 

那么，为什么要对这个性质感兴趣呢？因为， 一 方面，许多熟知的空间具有这个性质.另 
一 方面，正如我们将要看到的，它是证明像 U rys 0 h n 度量化定理这样一些定理时要用到的一 
个十分重要的假设. 

例 1实直线 R 具有可数基，即所有端点为有理数的开区间 U ，6) 的族.同样， ，具有 可 
数基，即所有端点为有理数的开区间的积的族.甚至 ㉛ 也有可数基，即所有积 IX K 构成的 

z + 

族，其中对于有限多个；2而言，是端点为有理数的开区间，而对于其他所有的 n ， L/ n = R . 

■ 

例 2在一致拓扑下，粑满足第一可数性公理（因为它是可度量化的），却不满足第二可数 
性公理.为了证明这一点，我们先要 证明： 若 X 有可数基£，则 X 的任意离散子空间 A 必定 
是可数的.对于每一个 a 6 A ， 选取基中的一个元 素氏， 使得它与 A 只交于点 a . 若 a 和6是 
A 中不同的两个点， 则氏 和艮也不同.这是因为第一个集合包含点 a ， 但第二个却不包含. 
由此可见，映射是从 A 到龙 的一个单射，所以 A 必是可数的. 

我们注意， . 中所有0和1序列构成的子空间 A 是不可数的，并且具有离散拓扑.因为对 
A 中任意两个不同的点 a 和6, pda ， b ) = l . 因此在一致拓扑下，，没有可数基. ■ 

这两个可数性公理都具有在取子空间运算或可数积运算下保持不变这一很好的性质. 

定理 30,2 第一可数空间的子空间是第一可数的.第一可数空间的可数积是第一可数的. 
第二可数空间的子空间是第二可数的.第二可数空间的可数积是第二可数的. 

证 考虑第二可数性公理.若忠是 X 的一个可数基，则 {BflA | 便是 X 的子空间 

a 的一个可数基. 若風 是空间 x , 的一个可数基， 则 所有积 nu , 构成的族便是 nx ,. 的一个可 
数基，其中 G 满足 条件： 对于有限多个 i ， Uid 而对于其他的 所有“ u , = x ,. 

关于第一可数性公理的证明是类似的. ■ 

下面定理中给出关于第二可数性公理的两个结论，它们在后面会用到.首先给出以下 
定义： 

定义 空间 X 的子集 A 称为在 X 中是 稠密的 （ dense )， 如果 A = 

定理 30. 3设 X 有一个可数基.则 

( a ) X 的每一个开覆盖有一个可数子族覆盖 X . 

( b ) X 存在一个可数子集在 X 中稠密. 

证 设 { BJ 是 X 的一个可数基. 

( a ) 令4为又的一个开 覆盖. 对于每一个正整数 n ， 只要可能，我们就选取一个 

使得包含基元素那么，这些集 合疋构 成的族 W 是可数的，因为它的下标集 J 是正整 
数的一个子集.而且^覆盖 X ，因为任意给定 X 的一个点: r ， 可以在扁中选择一个集合 A 包 
含点: r. 因为 A 是开的，所以存在基元素使得因 而氏就 必定包含在為的一个 
成员中，其下标属于集合 J . 于 是疋有 定义.并且 疋包含 所以疋包含点: r . 

( b ) 从基中的每一个非空元素 氏中选 取一点设这些点:^构成集合 D ， 那么 D 在 X 中 
稠密.这是因为对于 X 中任意给定的一点 X ， 每一个包含 x 的基元素都和 D 相交，所以 x 属 
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于 D . ■ 

定理 30. 3所列出的两个性质有时也分别被当作一种可数性公理.每一个开覆盖都包含可 
数子覆盖的空间，通常称为 LindeUif 空间 （ Lindd 6 f space ). 有可数稠密子集的空间常被称为可 
分的 （ separableK 这是个容易混淆的术 语，. 一般说来，这两个性质都比第二可数性公理弱. 
但若空间是可度量化的，则它们与第二可数性公理等价（见习题 5), 就其重要性而言，它们不 
及第二可数性公理，但也不可忽视，使用它们会给我们带来方便.例如，通常证明一个空间 X 
具有可数稠密子集就比证明 X 具有可数基容易.如果空间还是可度量化的（像分析中常见的那 
样〉， 那么这就蕴涵了 X 是第二可数的. 

我们并不应用这些性质去证明任何定理，然而其中的 Lindel 6 f 条件会在处理一些例子时用 
到.正如下面的一些例子所表明的，对于取子空间和笛卡儿积的运算而言，这两个性质都不像 
我们所希望的那样能够得以保持. 

例 3 空间 R , 除了不满足第二可数性公理外，满足其他所有的可数性公理. 

给定那么所有形如 [ x ， ： r +1/ n ) 的基元素构成的集合是： c 处的一个可数基.容易 
看出有理数集在 R / 中稠密. 

为了证明 R , 没有可数基，设龙是 R , 的一个基.对于任意： r ， 选取 S 中的一个元素氏，使 
得民匚[ X，： r + 1). 若： c 尹: v ， 则扎关艮.这是因为 ： t = y = iniB y . 因此忠 必定是 

不可数的. 

要证明 R , 是 Lindeldf 空间，还需要做一些工作.但只要证明 R , 中任何一个由基元素构成 
的开覆盖包含着可数子族覆盖 R , 就行了（此处请自行验证).为此设 

^ = {[ a ff ,6 a )} ae/ 

是由下限拓扑的基元素构成的 R 的一个覆盖.我们希望找到它的一个可数子族覆盖 R . 

令 C 为一个集合， 

C = U ( a Q f b a ) j 

它是 R 的一个子集.下面证明 R — C 是可数 

设: r 是 R — C 的一 个点. 我们知道: r 不属于任何一个开区间 U a ， 匕）.因此，存在 指标谷 
使得选取这样的一个0和区间（％，％)中的一个有理数因（％，％)包含于 C 中，所 
以区间 （七， qXx ， 1) 也包含于0中.由此推出，如果 I 和: V 是 R — C 中不同的两个点， 
并且 X <3 N 那么必有(因为如若不然，我们将会有: r <3；< t < i ， 于是^必然要落在 
区间 U ， t ) 中，因此也就在 C 中 .） 从而，从 R — C 到 Q 的映射 X — t 是一个单射，因此 R—C 
是可数的. 

现在我们证明扁的某一个可数子族覆盖 R . 先对于 R — C 中的每一个元素选取兑中的一个 
成员包含它，这样便得到了 A 的一个可数子族义覆盖 R — C . 取集合 C ， 并且赋予这个集合 R 
的子空间的拓扑_相对于这个拓扑， C 满足第二可数性公理. C 被这些集合（^， b a ) 所覆盖， 


①这是一个词被反复多次使用的典型例子.我们已就空间的一个分割给过确切的定义，稍后我们还将讨论分离 公理. 
(在英语中“可分”、“分割”和“分离”有共同的词根，所以作者要作这个注释.但在汉语中它们的区别是很明显的 
——译者注） 
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它们在 R 中都是开集，因此在 C 中也都是开集.于是存在可数子族覆盖 C . 设这个可数子族由 
( a a ， 乂） 这些元素构成，其中， a 2 ，•••• 于是族 

A ff ^ {[ a a ，匕） | a = ar ? a 2 ，… } 

是必 的可数子族，并且覆盖 C ， 并且 A ' U < A " 便是 A 的一个可数子族，覆盖 ■ 
例 4 两个 Lindelof 空 间的积未必是 Lindel 6 f 的*尽管空间 R / 是 Lindelbf 的，我们将证明 
R , XR , 却不是 Lindeldf 的. R 〗 空间是拓扑学中一个非常有用的例子，称之为 Sorgenfrey 平面 
(Sorgenfrey plane ). 

空间 R , 2 中所有形如 [ a ，6) X [ c , ci ) 的集合构成了它的一个基.为了证明它不是一个 
Lindelof 空间，我们考虑它的一个子空间 

L = {x X (一 * r ) 丨 j : e R /}. 

容易验证 L 是中的一个闭集.用开集 一 L 和所有形如 

[ a ,6) X [― a ，< i ) 

的基元素构成 R 〗 的一个开覆盖. 

这些开集中的每一个最多与 L 交于一点.由于 L 是不可数的，所以不可能有可数子族覆 
盖 R ?， 如图 30. 1所示. 



图 30. 1 


例 5 LindelM 空间的子空间未必是 Und e l 6 f 空间.有 序矩形 f 是紧致的，所以是 
LindelM 的. 但子空间八=/乂（0, 1) 却不是 Lindelbf 的. 因为 A 是两两无交的集合 R = U } 
X (0, 1) 的并，其中的每一个集合都是 A 中的开集.而这些集合构成的集族是不可数的，并 
且没有真子族能覆盖九 ■ 

习题 

1. U ) 若集合 A 是空间 X 中可数个开集的交，则称 A 是 X 中的 一个 集. 证明在满足第一可 
数性公 理的丁 间中，每一个单点集是一个 G 5 集. 

( b ) 存在一个我们熟悉的空间，它的任何一个单点集都是 G s 集，但这个空间却不满足第一 
可数性公理.它是哪个空间呢？ 
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这个术语来源于德文，其中 “ G ” 就是 “ Gebiet ”， 意思是“开集”.就是 “ Durchschnitt ”， 
意思是“交”. 

2. 证明：若 X 具有可数基 { BJ , 则 X 的每一个基 C 包含 X 的一个可数基.[提 示： 对每一对 
指标《， m ， 只要可能，便选取 c „, m ee ， 使得瓦 

3. 设 X 有可数基， A 是 X 的一个不可数子集.证明 A 中有不可数个点都是 A 的极限点. 

4. 证明： 每一个紧致度量空间 X 都有可数基，[提 示：设人 是由1/«-球构成的 X 的有限 
覆盖 .] 

5. ( a ) 证明： 每一个有可数稠密子集的度量空间都有可数基. 

( b ) 证明： 每一个可度量的 LindelM 空间都有可数基. 

6. 证明： R , 和 M 不可度量化. 

7. 对我们所讲的四个可数性公理，空间 S fl 满足哪几个？ ^又如何？ 

8. 在一致拓扑下，对我们所讲的四个可数性公理，空间满足哪几个？ 

9. 设 A 是 X 的一个闭子空间. 证明： 如果的，那么 A 也是 Liml e l 6 f 的.举例说 
明， X 有可数稠密子集， A 却未必有可数稠密子集. 

10. 若 X 是可数个有可数稠密子集的空间的积空间，则 X 也有可数稠密子集. 

11. 设/: X — Y 是连续的.证明：如果 X 是 Lindel 6 f 的，或者有可数稠密子集，那么/( X )也 
满足同样的条件. 

12. 设/: 是一个连续开映射. 证明： 如果 X 满足第一或第二可数性公理，那么/( X )也 

满足同样的公理. 

13. 证明： 若 X 有可数稠密子集，则 X 中的两两无交的开集的族是可数的. 

14. 证明： 若 X 是 Lindelbf 空间， Y 是紧致的，则 XX Y 是 Lindel 6 f 的. 

is . 賦予 R f — 致度量，其中 j =[ o ，1]. 设 ea ， R ) 是连续函数空间. 证明： ea ， R ) 有可数 

稠密子集，因此有可 数基. [提 示： 考虑那些连续函数，它们的图形由有限多个线段构成, 
并且每一个线段的端点是有理数 .] 

16. u ) 证明： 积空间 r 1 有可数稠密子集，其中1 = [0, 1]. 

( b ) 证明： 如果 J 的基数大于沪 ( Z +)， 那么积空间没有可数稠密子集.[提示：若 D 在 

以中稠密，定义/: 沪⑴)为 W )， 其中 U ，6) 是 R 中的一个固 

定区间 .] 

*17. 赋予 .箱 拓扑.设 Q 00 是由终端为0的有理数序列构成的子空间.那么我们所述的四个可 
数性公理中，这个空间满足哪几个？ 

"18 •设 G 是第一可数的拓扑群. 证明： 如果 G 有可数稠密子集，或者是 Lmdeldf 的，那么 G 有 
可数基.[提示：设是 e 点处的可数基.如果 D 是 G 的可数稠密子集， 证明： 对于 
deD , 集合 d 艮构 成了 G 的一个基.如果 G 是 Lindekif 的，那么对于每一个 n ， 选取一 

个可数集 C „， 使得集合覆盖 G ， 其中 证明： 当 n 取遍 Z + 时，这些集合构成了 
G 的一个基 .] 
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31分离公理 


本节将引进三个分离公理，并阐明它们的一些性质.前面已经介绍过 Hausdorff 公理，另 
一些公理与它类似，只是比它更强 一些. 每当引进新概念之后，我们总是讨论它们与本书已经 
给出的那些公理和概念之间的关系. 

我们讲过，空间 X 称为 Hausdorff 的，指 的是： 如果对于 X 中每两个互不相同的点 x 和 
存在无交的两个开集分别包 含工和 ^ 

定义设 X 中的每一个单点集在 X 中都是闭的.如果对于任意给定的一个点： c 和不包含这 
个点的一个闭集 B ， 存在无交的两个开集分别包含 I 和 B ， 则称 X 为正则的 （ regular ). 如果对于 
X 中每一对无交的闭集 A 和 B 总存在无交的开集分别包含它们，则称 X 是正规的 （ normal ). 

显然，正则空间是 Hausdorff 的，正规空间是正则的.（为此必须将单点集是闭的这个条 
件作为正则性和正规性定义的一部分，具有平庸拓扑的两点集空间，虽然满足正则性和正规性 
定义中的其余条件，但它却不是 Hausdorff 的 .） 下面的例 1 和例 3 表明了正则性公理比 
Hausdorff 公理更强，正规性公理比正则性公理更强. 

这些公理之所以被称为分离性公理，是因为它们都涉及用无交的开集，把一定类型的集合 
彼此“分离”.当然，在学习连通空间之前，我们已经使用过“分割”这个词.但在那里，我们也 
是试图找到一些无交的开集，使得它们的并就是整个空间.现在所讨论的与此不同，因为这里 
所说的开集并不要求满足上述条件. 


这三个分离公理如图 31. 1所示. 



还有其他的方式刻画分离性公理.其中常用的一种如下述引理 所述： 

引理 31.1 设 X 是一个拓扑空间， X 中的单点集都是闭的.则 

( a ) X 是正则的当且仅当对 X 中任意给定的一个点和 jc 的任何一个邻域 L /， 存在： r 的一 
个邻域 V ，使得▽匚 U . 

( b ) X 是正规的当且仅当对于任意闭集 A 和包含 A 的任何一个开集 L 7, 存在一个包含 A 的 
开集 V ，使得 FCZCJ . 

证 （ a ) 设 X 是正则的，给定点: T 和 X 的邻域 LT . 令3 =叉一 U ， 则 B 是一个闭集.根据 
假设，存在分别包含: r 和 B 的无交开集 V 和 W . 因为若则集合 W 就是; y 的一个邻域， 
它与 V 无交，所以集合▽与 B 无交.因此 FCZU . 
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为了证明其逆命题成立，设给定点 x 和不包含: r 的闭集令 U=X — 根据假设，存 
在 x 的邻域 V ，使得 VCZU . 于是，开集 V 和 X — V 就是分别包含 x 和 B 的无交开集.从而 X 
是正则的. 

( b ) 这个证明完全与上面的证明相同，只需在整个证明中用集合 A 代替点 I 就可以了. ■ 

现在来研究分离性公理与原先引进的一些概念之间的联系. 

定理 31. 2 ( a ) Hausdorff 空间的子空间是 Hausdorff 的. Hausdorff 空间的积空间也是 

Hausdorff 的. 

( b ) 正则空间的子空间是正则的.正则空间的积空间也是正则的. 

证 （ a ) 这是第17节习题中的结论，在这里我们给出证明.设 X 是一个 Hausdorff 空间， 
工和: V 是 X 的子空间 Y 中的 两点. 如果 U 和 V 分别是点 x 和: y 在 X 中的无交邻域，那么 
L / HY 和 VHY 便分別是 x 和 y 在 Y 中的无交邻域. 

设{^}是 Hausdorff 的空间的一个族.设和 (： y a ) 是积空间中不同的两点. 
因为故存在某一个指标/3，使得 在心中 选取分别包含& 和％ 的无交开集 U 
和 V . 这样，集合 TrpOJ ) 和; r ^ OO 就是 III 中分别包含 x 和 y 的无交开集. 

( b ) 设 Y 是一个正则空间 X 的子 空间. 则 Y 中的单点集都是闭的.设 x 是 Y 的一个点， 

是 Y 中不包 含：* :的一个闭子集.于是其中 S 表示 B 在 X 中的闭包.因此，： r 茫 S . 
再应用 X 的正则性，我们可以选取 X 中分别包含: c 和 S 的无交开集17和 V . 因此 L / flY 和 
分别是 Y 中包含 x 和 B 的无交开集. 

设是正则空间的一个族_令 X = HX a _ 根据 （ a ) 可见， X 是一个 Hausdorff 空间，因 
此 X 中的单点集都是闭的.我们应用前面的引理来证明 X 的正则性.设 X =( X J 为 X 的一个 
点， U 为 jc 在 X 中的一个邻域.取基中的元素 nt / a 使得它包含于17中，且包含着点 jc . 对于 
每一个《，选取 A 在中的一个邻域 V fl ， 使得 KCIX . 如果恰好有 L 7 a = 又，那就选取 K = 
X . 于是 v = nv a 便是点 x 在 x 中的一个邻域.根据定理19.5， v = nv a , 所以 
因此， X 是正则的. _ 

稍后我们将在本节和下一节中看到，对于正规空间却没有相似的定理. 

例 1 空间 R K S Hausdorff 的，但不是正 则的. 前面讲过 R K 表示实直线， 它以所 有开区 
间 （ a ，6) 和形如 （ a ， W — K 的集合为其拓扑的一个基，其中 K ={ l / n 丨 }. 这个空间是 
Hausdorff 的， 因为任意两个不同的点都存在两个无交的开区间包含它们. 

但这个空间不是正则的.集合的一个闭集，并且不包含0 点. 设存在无交的开集17 
和 V 分别包含0和 K . 选取基中包含于1/的一个元素，使得它包含着0,那么基中的这个元素必 
定形如 ( a ， b 、一 K ， 因为基中每一个形如 U ，6) 并包含0的元素都与 K 相交.选取足够大的； z 使 
得 1/ nGU ， b )， 再取基中包含于 V 且包含 1/ n 的一个元素，那么基中这个元素必形如 （ c ， 心. 
最后，取点 r ， 使得 z < l / n ， 且 z > max { c ， l /( n + l )}. 这样 z 既属于 L 7 又属于 V "，因此这两个 
集合并非无交.如图 31. 2 所示. ■ Cz d 

例 2 空间 & 是正规的. 易见单点集都一^ - 1 -一~^-\~ 

是 K 中的闭集，这是由于 R , 的拓扑比 R 的拓 I 


图 31.2 
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扑更细的缘故.为了证明正规性，设 A 和 B 是 R , 中无交的两个 闭集. 对 A 中的每一个点《选 
取一个基元素 [ a ， xj , 使得它与 B 无交.对于 B 中的每一个点选取一个基元素!>， x b 、， 
使得它与 A 无交.于是开集 

LT = U [ a ，: r a ) 和 V = (J [6， x 6 ) 

a^A 66 B 

分别包含集合 A 和 B ，并且是无交的. ■ 

例3 Sorgenfrey 平面 R 〗 不是正规的. 

空间 R , 是正则的（实际上是正规的），因此积空间踔是正则的.于是，给出这个例子可以达到 
两个目的.一是说明正则空间未必是正规的，二是说明两个正规空间的积空间未必是正规的. 

我们假设 蟛是正 规的，并且由此推出 矛盾. 设 L 是由 R ? 中所有形如 xX (_ x ) 的点构成的 
一个子空间. L 在 R 〗 中是闭的，并且具有离散拓扑.因 L 中的每一个子集 A 在 L 中都是闭的， 
所以在 R ! 中也都是闭的.又因为 A 在 R 〗 中也是闭的，所以对于 L 的任意非空真子集 A 都 
能找到分别包含 A 和 L 一 A 的无交开集 L 7 A 和 V A . 

设 D 是蹈中坐标为有理数的点构成的集合. D 在蟛中稠密.定义 映射义 为 •. 

0( A ) = D H Ua 如果 0 * 


d(0)= 0 ， 

6 CL )= D . 

我们将证明心沪 ( D — PCD ) 是一个单射. 

设 A 是 L 的一个非空真子集.扒 A )= DHI / a 既不是空集（因为是开集， D 在 R 〗 中稠 
密），也不是 D (因为 DHV a ^0). 剩下要证明 的是： 若 B 是 L 的另外一个非空真子集，则 

存在一点只属于 A 和 B 其中之一而不属于另一个，不妨设 ： c 6 A ， 于是 : rGL — 
B , 因此:又因这个集合是开的并且非空，所以其中必包含 D 的点.这些点属于 
u A ， 却不属于集合 u B . 因此， Dn ^ A ^ Dnu B , 即 0 是一个单射. 

现在我们证明存在单射 h 3 KDX 因为 D 是可数的无限集， L 与 R 有相同的基数，因 
此可以定义从沪 ( Z +) 到 R 的一个 单射办 0的定义 如下： 将 Z + 的子集 S 映到无限的十进小数. 
(2 i a 2 …，即 


必 (S) = >: a,/ity ， 

£=1 

其中，当 iGS 时， a , = 0, 当 i 孕 S 时， a , = l . 这时，复合映射 

便是从沪 ( L ) 到 L 的一个单射.根据定理 7. 8可见，这个映射是不存在的.因此得到一个矛盾. 

证明珩不是正规的所用的这个方法，在某些地方并不是那么让人满意.我们只说明了存在 
L 的非空真子集 A 使得集合 A A 不能包含在 R 〗 的两个无交的开集中，却没能说明到 

底集合 A 是怎样的.事实上， L 中所有坐标为有理数的点构成的集合就是我们要找到那个集 
合，但其证明却不那么容易.我们将其留作练习. ■ 


31 分离公理 153 


习题 

L 证明： 若 X 是正则的，则 X 的任意两点各自有一个邻域，其闭包无交. 

2- 证明： 若 X 是正规的，则任意两个无交的闭集各自有一个邻域，其闭包无交. 

3. 证明： 每一个序拓扑都是正则的. 

4. 设叉和叉/分别表示具有拓扑 T 和;7"的同一个集合，并且:如果其中一个是 
Hausdorff (或正则，或正规）空间，那么另一个会怎样呢？ 

5. 设/，心 X — Y 是连续的， Y 是一个 Hausdorff 空间. 证明 U | / Cx )= g (: r )} 是 X 中的闭集. 

6•设心是满的连续闭映射. 证明： 若 X 是正规的，则 Y 也是正 规的. [提 示： 若 U 是 
包含^…（{义})的开集， 证明： 存在^的邻域 W ， 使得 

7. 设 X — Y 是一个满的连续闭映射，对于毎一个 p — Yb }) 是紧 致的. （这种映射称 
为完 备映射 . ） 

( a ) 证明： 若 X 是 Hausdorff 的，则 Y 也是 Hausdorff 的. 

( b ) 证明： 若 X 是正则的，则 Y 也是正则的. 

( c ) 证明： 若 X 是局部紧致的，则 Y 也是局部紧致的. 

( d ) 证明： 若 X 满足第二可数性公理，则 Y 也满足第二可数性公理.[提示：设涊是 X 的一 

个可数基.对于忠的每一个有限子集 J ， 令为所有形如 p - UW ) 的集合的并，其中 

W 是 Y 中的开集，并且 / TVW ) 包含于 J 的元素的并中 .] 

8•设 X 是一个空间， G 是一个拓 扑群. G 在 X 上的一个作用 （ action ) 是指一个连续映射 a : 
GXX — X ， 满足 条件： 

(De - x = x , 对于所有： c 6 X . 

( ii)gi * (gz • = • g 2 ) • x , 对于所有 和 ， g 2 6 G . 

其中 g 表示 a ( gXx )_ 对于所有的 x 和 g ， 定义 i 〜 g .： c . 所得到的商空间记为 X / G , 
并且称之为作用 a 的轨道空间 （orbit space ). 

定理设 G 是一个紧致拓扑群， X 是一个拓扑空间. a 是 G 在； C 上的一个作用.若对于 
Hausdorff 条件、正则性、正规性、局部紧致性，以及第二可数性公理这些性质， X 满足其 
中的一个性质，则 X / G 也满足同样的性质. 

[提 示： 见第26节的习题 13.] 

9 •令 A 为 R 〗 中所有形如 xX ( — : c ) 的点的集合，其中 x 是有理数.令 B 为 R 〗 中所有形如 : rX 

(一 x ) 的点的集合，其中 jc 是无 理数. 如果 V 是 R 〗 中包含 B 的一个开集， 证明： 不存在包 
含 A 的开集 L 7 与 V 无交.证明的过程 如下： 

( a ) 设1<：„为[0， 1] 中所有使得[>， x + l / n ) X [ — x , — ： r + l / 7i ) 包含于 V 的无理数的集合. 
证明[0, 1] 是这些集合和可数多个单点集的并. 

( b ) 应用第27节中的习题5证明某一个集合包含着 R 的一个开区间 （ a ， W . 

( c ) 证明 V 包含着由所有形如: cX ( —： c + e ) 的点 x 构成的开平行四边形，其中 a < x < b , 

0< e < l / w . 

( d ) 证明： 若 g 是一个有理数， a < q < b , 则 R 〗 中的点 gX ( — 0是 V 的一个极限点. 
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32 正规空间 

现在我们来更全面地研究一下满足正规性公理的空间.从某种意义上说，这个术语“正规” 
并不是很恰当，因为所谓正规空间并不如我们所想像的那样理想.另一方面，我们所熟知的许 
多空间都满足这个公理，就像我们下面所见到的那样.它之所以重要，是因为在假设了正规性 
的情况下，我们所能证明的很多结论都是拓扑学中很重要的结论.其中 Urysohn 度量化定理 
和 Tietze 扩张定理就是这样的两个结论，在本章稍后的几节中，我们将会处理这些问题. 

我们先来证明三个定理，它们给出了判断空间是否正规的重要条件. 

定理 32. 1 每一个有可数基的正则空间是正规的， 

证设 X 是有可数基忠的一个正则空间， A 和 B 是 X 的两个无交闭子集. A 中的每一个 
点 x 都存在一个邻域1/与 B 无交.应用正则性，选取: r 的一个邻域 V ，使得▽包含于 (7 •最 
后选取忠中的一个包含着 x 的元素，使得它包含于 V . 通过对 A 中每一个点 x 选取基中的这 
样一个元素，我们就构造了 A 的一个开覆盖，其中的每一个开集的闭包都与 B 无交.因 A 的 
这个覆盖是可数的，故我们可以选用正整数作为其下标，将其记为 { U „}. 

类似地，选取集合 B 的一个可数开覆盖 { V „}， 使得每一个％都与 A 无交.于是集合17= 
U R 和 U R 就是分别包含 A 和 B 的开集，但它们未必是无交的.我们通过下面的方法 
来构造两个无交开集.给定《，定义 

n n 

i**i i=i 

rt 

注意，每一个集合 ( X 都是开集，因为它是一个开集和一个闭集 U %的差.同样，每—个 

t — 1 

V ；：也是开集.又因为 A 中的每一个点 x 都属于某一个[/„，却不属于任何一个集合 R ， 所以族 
{ U :} 覆盖 A . 同理，族{灾}覆盖 R 如图 32.1 所示. 



图 32. 1 


最后，集合 

k = U w 和 y/ = u ^ 

Z_|_ Z + 

是无交的.因为若 xeirnw ， 则对某一个夂 l 有不妨设根据 w 的定 
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32 正规空 

义，有: r6U y . 再根据_/•<々以及/的定义， 有 X 任 Uj. 对于也有类似的矛盾产生 • ■ 
定理 32. 2每一个可度量化的空间是正规的. 

证 设 X 是一个度量空间，以 d 为度量， A 和 B 是 X 中的两个无交闭集.对于 A 中的任 
意一个点 a ， 选取 e a 使得球 B ( a ， 与 B 无交.类似地，对于 B 中的任意一个点取使 
得球 B (6， e 6 ) 与 A 无交.定义 

L7 = [J B(a,e a /2) 和 V - (J ⑽， e "2)， 

aeA 66 B 

于是 1/ 和 v 就是分别包含集合 a 和 b 的开集，我们 断言： 它们是无交的.因为若 
则存在 aGA 和使得 

z 6 B ( a ^ e a /2) f | B ( b 9 e b /2) 

根据三角不等式可见 c /( a ， W 〈( etl + e 6 )/2. Ke ” 则 dU ， b )< t b ， 从而球 B (6, e 6 ) 包含 
点 a . 若 e a > e b , 则 dU ， b )< e a ， 从而球 BU ， U 包含点 6 .但这两种情形都是不可能的. ■ 

定理 32* 3 每一个紧致的 Hausdorff 空间都是正规的. 

证 设 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间. 实际上我们已经证明了 X 是正则的.因为若 x 
是 X 的一个点， B 是 X 中不包含: r 的一个闭集，则 B 是紧致的.于是应用第3章引理 26. 4, 
就证明了存在无交的开集分别包含: r 和 

釆用与上述引理中基本上相同的论证，就可以证得 X 是正 规的： 给定 X 中无交的闭集 A 
和 B ， 对于 A 中的每一点 a ， 分别选取包含 a 和 B 的无交开集 l / fl 和(这里用到了 X 的正 
则性 .） 于是集簇 { R } 覆盖凡再根据 A 的紧致性可见，可以从中选出有限个集合 U ai ，…， 
U a 覆盖 A . 从而 

TO 

u = % u … u r 和 v = v fli n … n k 

就是分别包含 A 和 B 的无交的开集， ■ 

下面这个关于正规性的定理，在处理一些例子时是很有用的. 

定理 32.4 每一个良序集X在序拓扑下都是正规的. 

事实上，每一个序拓扑都是正规的（见 [ S ~ S ] 的例39)，但是我们用不着这个更强的结果. 

证设X是一个良序集，我们 断言： 每一个形如 U，d 的区间都是X中的 开集： 若X有 
最大元则（工，30恰好就是包含:V的一个基元素.若 J 不是X的最大元，则（: r ， 就等于 
开集(X，/)，其中3/为 j 的直接后继元. 

% 

现在设 A 和 B 为 X 中无交的两个闭集，并且 A 和 B 都不包含 X 的最小元对于每一 
个 aGA ， 总存在包含 a 但与 B 无交的基元素，它包含某一个形如（: r ， a ] 的区间（这里我们利 
用了 a 不是 X 的最小元这个事实）.这样对于每一个 ae A , 便有一个与 B 无交的区间 
(4, a ]. 类似地，对于每一个 66 B ， 也有一个与 A 无交的区间（^， 6]. 于是，集合 

L/ = |J ( A，a] 和 V = \J { y b 9 b -] 

a^A b^B 

便是分别包含 A 和 B 的开集，下面我们证明它们无交.因为若 zeunv， 则对于某一个 aGA 
和 66 B ， 有2:6(:^， a] n ( yb » b ~], 不妨假定 a<6， 若 a < y b ， 则两个区间无交. 若 a > y b ， 
则 a6(%， 幻.这和（％, W 与 A 无交矛盾.同理，对于 a>6， 同样可以得出矛盾. 
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最后，设 A 和 B 是 X 中无交的两个闭集，并且 A 包含 X 的最小元集合 U 。} 在 X 中 
是既开又闭的.由上一段的结果知，存在分别包含闭集 A _ U 。} 和 B 的无交开集 U 和 V ，于是 

和 V 就是分别包含 A 和 B 的无交的开集. ■ 

例1 若了 是不可数的，则积空间 ㈤ 就不是正规的. 这个结论的证明略有困难，我们将它 
留作一道具有挑战性的习题(见习题 9). 

举这个例子有三个目的.它指出了正则空间 W 未必是正规的.它说明了正规空间的子空 
间未必是正规的，因为同胚于[0，1 下的 子空间（0， IV ，而[0，1] ; (根据 Tychonoff 定理） 
是紧致的 Hausdorff 空间，因而是正规的.最后，它还说明了正规空间的不可数积未必是正规 

的.于是，剩下的问题只有正规空间的有限积或可数积是否正规了. ■ 

例 2 积空间 S n XS n 不是正规的.① 

考虑具有序拓扑的良序集及其具有子空间拓扑（与序拓扑相同）的子集 S «. 根据定理 
32.4, 这两个空间都是正 规的. 我们将证明积空间 S fi XS fi 不是正规的. 

这个例子可以达到三个 目的： 第一，它表明正则空间未必是正规的.因为 S fi XS fl 是正则 
空间的积，因而是正则的.第二，它表明正规空间的子空间未必是正规的.因为是 
§ 0 ><&的一个子空间，而是紧致的 Hausdorff 空间，因而是正规的.第三，它表明两 
个正规空间的积空间未必是正规的. 

首先考虑空间和它的“对角线 | 因为&是 Hausdorff 的，所 

以△是的一个 闭集： 这是因为若17和 V 分别是 o ： 和 y 的无交的邻域，则 UXV 是 : cX 
: y 的一个邻域，并且与 d 无交. 

因此，在子空间中，集合 

A = A f ] ( S fl X S n ) = △— { nXfl } 

是闭的.同样，集合 

B = Sfj X {iQ} 

是积空间中的一个“薄片”，所以在 
中是 闭的. 并且集合 A 和 B 是无交的.我们 
断言： 若在中存在分别包含 A 和 B 

的无交的开集 U 和 V ，则必导致矛盾出现. 

如图 32. 2所示. 

给定考虑竖直的一个“薄片” 

工 XS n , 我们证明存在某一点 A 使 

得: cX # 落在 U 的外面.因为如果 U 包含所有 
的点 xxpu <^< n )， 那么薄片的顶点 ： cXn 
就是[/的一个极限点.但这是不可能的.因 
为 V 是与 CJ 无交的开集，并且包含这个顶点. 



① Kelley [ K ] 认为这个例子分别由 J . Dieudonn 彡和 A . P , Morse 独立完成. 
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选取汛中使得:并且使得: rX 趴 x ) 落在 U 外面的最小元素.定义 S fi 中 
点的一个序列 如下： 设:^为^中任意一点，令:^ 2 =汛巧）.对于一般情形， A +1 =^ x rt ). 我 
们有 

工1 < 工2 < •••• 

因为对于所有的： T ， p ( X )> X . 集合 { xj 是 
可数的，因而 在心中 有一个上界.设66 
So 是它的上确界.因为序列是递增的，那 
么它必收敛于它的上确界.即 oc n ^ b t 但是 
/3(^ n ) = x n + l . 于是 ) 也收敛于办.因 
此，在积空间中 

x n X 3( 工 „) bX b. 

参见图 32. 3. 这就产生了矛盾.因为点 6 X 6 
属于集合 A , 并且集合 A 包含在开集 [7 中， 

但是 A X /3 UJ 中没有点在 CJ 中. ■ 

习题 

1. 证明正规空间的闭子空间是正规的. 

2. 证明： 若 IIX D 是 Hausdorff 的，或者正则的，或者正规的，则也相应地是 Hausdorff 

的，或者正则的，或者正 规的. （假设每一个又都是非空的 ，） 

3. 证明每一个局部紧致的 Hausdorff 空间是正则的. 

4. 证明每一个正则的 Lindel 6 f 空间是正规的. 

5. 在积拓扑下， R w 是正规的吗？在一致拓扑下呢？ 

.在箱拓扑下是否是正规的，尚属未知. Mary-Elkn Rudhi 已证明了在连续统假设的情况 
下，答案是肯定的 [ RM ]. 事实上，她还证明了这个空间满足一个称之为仿紧致性的更强的 
性质. 

6. 空间 X 称为完全正规的 （completely normal ) ，如果 X 的每一个子空间都是正规的. 证明 ： X 
是完全正规的当且仅当 X 中的每一对分离集 A ， B (即 A 和 B 满足： AflB =0 和 AflS = 0)， 
存在无交的开集分别包含着 它们. [提 示： 若 X 是完全正规的，考虑 X — ( Af | B ).] 

7- 以下空间中的哪一个是完全正规的？证明你的结论. 

( a ) 完全正规空间的子空间. 

( b ) 两个完全正规空间的积空间. 

( c ) 序拓扑下的良序集. 

( d ) 可度量化空间. 

( e ) 紧致的 Hausdorff 空间. 

( f ) 具有可数基的正则空间. 

( g ) 空间仏 • 

*8. 证明以下 结论： 


0 







bXb 


图 32. 3 
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定理每一个线性连续统 X 是正规的. 

(a) 设 C 是X的一个非空闭子集.如果 (7 是 X — C 的一个分支，证明是一个形如 （c， 〆）， 
(c，oo) 或者 （一 co，C) 的集合，其中 c, C^C. 

(b) 设 A 和 B 是X的两个无交闭子集.对于 X —AUB 的那些一个端点在 A 中，另一个端 
点在 B 中的分支 W， 选取 W 的一个点 cv . 证明这些点 c w 构成的集合 C 是闭的. 

(c) 证明： 若V是 X_C 的一个分支，则V与 A 和 B 都无交. 

*9. 证明以下 结论： 

定理若/是不可数的，则 R 7 不是正规的. 

证明（这个证明由 A. H . Stone 给出， [S-S] 中作了改 写）： 设 X=(Z + V . 只要证明 X不 

是正规的就可以了，因为X是 W 的一个闭子集.对于X的元素，我们使用函数记号，于是 
X中的元素就是一个函数 x: Z 十. 

(a) 设 Jc6X，B 是 J 的有限 子集. 用 U(x，B) 表示X中所有满足 3Ka)=Jt(a ) 的点夕构成的 
集合，其中 证明： 所有的集合 t/(jc，B) 构成了 X的一个基. 

(b) 定义代为 X中所有那些点 x 构成的集合，这些点 x 在集合 fUn) 上是单射. 证明： 
A 和 P 2 都是闭集，并且无交. 

(c) 设 L7 和V是分别包含 A 和巧的开集.给定 J 的子序列 ai , a2 ， … （其元素两两不同）， 
和一个整数序列 

0 = « 0 < «1 < «2 < …， 

对于每一个令 

、 

Bi = { a ： » •** ja „_ } 

并且用等式 ' 

x t ( a > ) = j 如果 1 < ) < w 卜" 

JC, (a) = 1 当 a 取其他值时. 

定义 证明： 可以选取序列〜和 n,， 使得对于每一个 f 以下包含关系成立 

UU .， B £ ) C = U . 

[提 示： 注意，对于所有的选取瓦使得 UOc,， BdCU .] 

(d) 设 A 为上步 （c) 中的集合{ 01 , a 2 ， …}.定义 Z +为 

y ( aj ) = j 当 6 A 时， 

_y( a ) = 2 当 a 取其他值时. 

选取 B 使得 L/O, B)C=V. 再取 i 使得 BHA 包含在集合 B ,. 中. 证明 

U(x^i ) p) U(y f B) 

非空. 

10. 每一个拓扑群都是正规的吗？ 

33 Urysohn 引理 

现在我们遇到了本书中的第一个深刻的定理，这个定理通常称为 “Urysohn 引理”.它断 
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言： 正规空间 X 上存在着某种实值连续函数.这个定理是证明许多重要定理的一个至关重要 
的 工具. 其中的三个，即 Urysohn 度量化定理， Tietze 扩张定理，以及关于流形的一个嵌人定 
理，我们将在本章以后几节中给出证明. 

为什么说 Urysohn 引理是一个“深刻的”定理呢？因为它的证明包含着以前的证明中所没 
有的那种新颖的思想.或许我们可以用以下方式来解释清楚我们的 意思： 如果将本书所给出的 
证明通篇删去，然后再把这本书交给一个没有学过拓扑学但很聪明的学生，大体上可以设想， 
这个学生应该能够通读这本书并且由他自己来完成证明（当然要花费很多时间和精力了，并且 
不能期望他解决那些棘手的例子）.然而 Urysohn 引理则完全不同，如果不给出详尽的提示， 
要想掌握这个引理的证明势必要有相当超常的创造性. 

定理 33. l [ Urysohn 引理 （Urysohn lemma )] 设 X 为正规空间， A 和 B 是 X 中两个无交 
的 闭集. [ a ， 是实直线上的一个闭区间.则存在一个连续映射 

/: X — [a ， 6] 

使得对于 A 中的每一个: r ， 有 f 、 U)=a ， 并且对于 B 中每一个 x ， 有 fdx) = b , 

证 我们只要就区间[0, 1] 的情形来讨论就够了. 一般情形可以由此推出.证明的第一步 
是应用正规性构造 X 的开集族 C 7 P ， 其中下标是有理数.然后利用这些集合来确定连续函数 /. 

第一步.设 P 是区间[0， 1] 中的所有有理数构成的集合对于每一个我们定义 
X 中的一个开集 L /,， 使得当时，有 

Up a u q , 

这样，包含关系便是这些集合 U , 间的一个全序，这个全序与下标在实直线上通常的序关系相同. 

由于 P 是可数的，我们可以通过归纳原则（确切地说是应用归纳定义原理）来定义这些集 
合 以某种方式将 P 中元素排列成一个无穷序列；为了方便起见，不妨设1和0就是序列 
最前面的两个元素. 

现在定义集合 I /, 如下： 首先，令其次，因为 A 是包含在开集 LA 中的闭集， 
根据 X 的正规性，可以选取一个开集使得 

A 匚17。和 17。匚 R . 

一 般地，令尺表示有理数序列中前 n 项所构成的集合，假设对于所有属于的有理数 
P ， 开集都已经定义好了，并且满足条件 

P<q=>TJ fi CU” (*) 

设 r 表示有理数序列中第 n + l 项，我们来定义 Up 

考虑 集合代 +1 = P „ U {”}. 它是区间[0, 1] 的一个有限子集，并且它有一个由实直线上通 
常的序关系<给出的 全序. 在一个有限的全序集中，每一个元素（除了最小元和最大元外）有一 
个直接前元和一个直接后元（见定理 10.1). 这个全序集 P „ +1 的最小元是0,最大元是1， r 既 
不是0也不是1，所以广在尸„ +1 中有一个直接前元户和一个直接后元集合以 p 和％已有定 
义，并且根据归纳假设， 有 U fi 〔 U q . 应用 X 的正规性，我们能找到 X 的一个开集 L 7 r ， 使得 

u p d u r 和 u r cz u qt 


①事实上，可将 P 取为[0， 1] 中的任何一个包含点0和1的可数稠密子集. 
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我们 断言： 对于 P „ +1 中的每一对元素， （*) 成立.若这两个元素都属 于匕， 则由归纳假定可 
见 （*) 成立.若它们中有一个是 r *， 另一个是匕中的点 s ， 那么在的情况下有 

U s <^U p CZU r y 

在 s ^ q 的情况下有 

U r CLU q Cl U st 

于是，对于 p „ +1 中每一对元素， （*) 成立. 

根据归纳原则，对于所有的 /)6 P ， 已有定义. 

为更清楚地说明这个过程，假设我们先用标准方式将 P 中的元素排成无穷 序列： 


P 


n n 1 1 2 1 3 1 2 

’ ， T，TU 



在定义 (^和!^ 之后，我们定义 U 1/2 , 使得0。匚1/ 1/2 ,且 E 7 1/2 匚于是在 I /。与1/ 1/2 之间有 
相应的 U 1/3 . 在 U 1/2 与之间有相应的 U 2/3 等等.图 33. 1里所描绘的就是第八步时的情况， 
而第九步就是在 U 1/3 和 U 1/2 之间选取开集 C / 2/5 . 如此等等. 



A 


图 33. 1 


第二步.现在对于区间[0, 1] 中每一个有理数 >，我们已定义了 我们将上述定义扩 

充到 R 中所有的有理数/>上，方法 如下： 

U p = 0 如果 /) < 0, 

U p = X 如果 P >1. 

可以验证，对于任意一对有理数 f 和9， 

P <q=^0 P 

仍然是正确的. 

第三步，给定 X 的一个点 X ， 我们定义 QU ) 为这样一些有理数{的集 合： 户所对应的开 
集％包含: T ， 即 

Q (x) = {p \ x ^ U p ). 

因为对于/><0,没有点工属于17,，所以 Q ( x ) 不包含小于0的数.又因为对于/>>1,每一个 
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: c 都在 L / p 中，所以 Q (: r ) 包含大于 1 的每一个数.因此 ， Q (: r ) 是有下界的，并且它的下确界 
是区间[0, 1] 中的点.于是规定 

/( 工 ）= infQ (x) = inf{/? | oc G U p }. 

第 四步. 证明 / 就是所求的函数.若 xGA ， 则对于每一个户 > 0 ,有： rGL 7 f ， 于是 Q (: r ) 
等于非负有理数集，所以 /(: r )= infQ ( x ) = 0. 类似地，若:因没有1使得 : r 6 C 7, , 
于是 Q ( x ) 由所有大于1的有理数组成.因此 /( x )= l . 

所有这些都是容易的，唯一困难的部分是证明/的连续性.为此，我们先证明 以下几 个基 
本 事实： 

(1) xGU r ^/(x)<r. 

(2) x 

为了证明（1)，注意这样一个 事实： 如果: c 6 G ， 则对任何 5 >『， xeU s . 因此， Q (: c ) 包 
含所有大于 r 的有理数.于是根据定义有 

/(x) = in£Q (jc) ^ r. 

再来证明 （2). 注意这样一个 事实： 如果则对于任何 s < r ， ： r 不在17 5 中.因此， 
Q (: r ) 不包含小于 r 的有理数，于是 

fix) = infQ {x) ^ r. 

现在我们来证明/的连续性.给定 X 的一个点: r 。 和 R 中包含点 /(: r 。） 的开区间 （ c ， d ). 
要找 心的一 个邻域 L /， 使得 /( LOCI ( c ， d ). 取有理数 f 和心使得 

c < p <C /( 工 。 )q <C d. 

我们断言开集 

u = u q - u p 

就是所要找的点 X 。 的邻域.如图 33. 2所示. 



图 33. 2 


首先，注意因为根据 （ 2) 及 /(：c Q )<g 可见:同时，再根据 a) 及/(心）>夕 
可见 X 。 磋 C7 P . 

其次，我们证明 /(U) 匚 （c，d). 这 时有： 匚 G， 因 此根据 （1) 可见 /(:r)<?. 

又由于所以： c 茫 t /” 并 且根据 （2) 有/( X )彡象从而， fU)e[fi， g ] 匚 （ c ， d ). 定理 
证毕. ■ 

定义 设 A 和 B 是拓扑空间 X 的两个子集，如果存在一个连续函数/: X —[0， 1]，使 

得 /( A ) = {0} 及 /( B ) = {1}， 那么就称 A 和 B 能用 一 个 连续函数分离 （can be separated by a 
continuous function ). 
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Urysohn 引理说明，如果 X 中每一对无交的闭集能用无交的开集分离，那么它们也能用 
一个连续函数分离.其逆是显然的.因为若/: x -[ o , 1 ] 是所述的连续函数，则/- 1 

([0, 音和厂%+，$就是分别包含 A 和 B 的无交的开集. 

现在可能会提出这样的 问题： Urysohn 引理的证明是否能推广到正则空间上，既然在正则 
空间上能用无交的开集来分离点和闭集，那么是否也能用连续函数来分离点和闭集呢？ 

乍看起来，似乎可以像 Urysohn 引理的证明一样，先取一点 a 和一个不包含这一点的闭 
集 B ， 如前面那样，定义仏二叉 一 B . 然后应用 X 的正则性，选取包含点 a 的一个开集 I /。， 
使得它的闭包含在中.但在紧接着下一步的证明中，就遇到了困难.设 户是序 列中在0和 
1后面的一个有理数，要想找到一个开集17,，使得0。匚 L 7 P ， 并且 R 匚 LA . 对于这一点，光 
靠正则性就不够了. 

事实上，能够用一个连续函数来分离点和闭集，这比要求用无交的开集来分离它们的条件 
更强.我们把这一条件当作一个新的分离 公理： 

定义 空间 X 称为完全 正则的 （completely regular ) ，如果每一个单点集是闭集，并且对 
于 X 中的每一个点〜和不包含 x 。 的任何一个闭集 A ， 存在一个连续函数/: X — [0，1]，使 
得 = l 和 /( A ) 二 {OK 

根据 Urysohn 引理，一个正规空间一定是完全正则的，并且一个完全正则的空间一定是 

正 则的. 这是因为，给定/，集合厂 和厂 1 是分别包含 A 和点: r 。 的无 

交开集.于是，完全正则性就介于分离公理中的正则性和正规性之间.注意，定义中我们可以 
让函数/将映射到0,将 A 映射到 {1}. 因为函数 g ( x ) = l — /( I )就满足这一条件.但我们 
的定义要方便些. 

在拓扑学的早年发展中，分离公理曾根据其性质由弱到强被排序为： T 2 ( Hausdorff ), 

T 3 ( 正则性）、 T〆 正规性）和丁 5 (完全正规性）.字母 “ T ” 就是德语 “ Tremiungsaxiom ”， 意思是 

“分离公理”.后来，当引入了完全正则的概念时，一些学者建议将其称为“： T 3 | 公理①”，因为 
它介于正则性和正规性之间.事实上，在一些文献中就用到这一术语. 

与正规性不同，这个新的分离公理对于子空间和积空间而言有良好的表现. 

定理 33. 2 完全正则空间的子空间是完全正则的.完全正则空间的积空间是完全正则的. 
证 设 X 是完全正则的， Y 是 X 的一个子 空间. 令: r 。 是 Y 的一个点， A 是 Y 中的一个不 
包含点工。的闭集，那么 A = SHY , 其中 A 表示 A 在 X 中的闭包.因此， x 。 硭根据 X 的 
完全正则性，我们可以选取连续函数/: X ^[0, 1], 使得 = 1 和 /( A ) = {0}. 于是/ 
在 Y 上的限制就是所要求的连续函数. 

设 x = nx a 是完全正则空间的一个积空间.令6=(\)是 X 的一个点， A 是 X 中不包含点 
&的闭集.选取一个基元素 nu a ， 使得它包含点6并且与 A 无交 • 于是除了有限多个《外，有 
U a = X a . 这有限多个 a 不妨设为 a ==&，，…， a n . 给定 z == l ， …， n ， 选取连续函数 

①原文此处误作“了一3 +公理”.——译者注 
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fi : -[ 0 , 1 ], 

使得 /,(\) = 1 及 /,( x —= 令表则表连续地将 X 映射到 IR ， 并且 
在之外取值为零.于是积 

fix ) = 必 （ X ) • 02 ( X ) . ^ n ( x ) 

就是所求的 x 上的连续函数，因为在&点处取值为1，在 ni / a 外取值为零. ■ 

例 1空间碎和心乂^都是完全正则的，但不是正规的.因为它们都是完全正则空间（实 
际上是正规空间）的积空间， 

要找一个正则却非完全正则的空间是比较困难的，已给出的大多数例子都很复杂，并要求 
熟悉基数理论.最近， Thomas[T] 构造了一个简单得多的例子，我们放在习题 11 中. ■ 


习题 


1. 验证 Urysohn 引理的证明，并且 证明： 对于给定的 r ， 

r^r) -q U q , 

其中/>和9为有 理数. … … 

2. ( a ) 证明： 多于一点的连通的正规空间是不可数的. 

( b ) 证明： 多于一点的连通的正则空间是不可数的.①[提 示： 任意可数空间都是 Lindebf 
空间 _] 

3. 在度量空间（ X ， d ) 上令 

r / \ iA .) 

J dU,A) +U) ， 

据此给出 Urysohn 引理的一个直接证明. 

4. 我们曾经说过，若 A 能表示成 X 中可数个开集的交，则称 A 是 X 中的一个 “ G 3 集”. 

定理设 X 是正规的.存在一个连续函数/: X -^[0, 1], 使得当： cGA 时，/(文）=0 ; 当 
x 硭 A 时， fU )>0 的充分必要条件是 A 为 X 中的一个闭的 G 3 集. 

满足此定理要求的函数称作是 怡好在 A 上脱化的 （vanish precisely on A ). 

5. 证明： 

定理 （ Urysohn 引理的强形式）设 X 是一个正规空间.存在一个连续函数/: X ^[0, 1], 
使得当时 / U ) = 0; 当 xGB 时 /( x )= l ; 对于其他情形，有 0</( x )< l 当且仅当 A 
和 B 是 X 的两个无交的闭的 G 5 集. 

6. 一个空间 X 被称 为完美正规的 （perfectly normal )， 如果 X 的每一个闭子集都是 X 的一个 

集. 

( a ) 证明： 每一个可度量化空间都是完美正规的. 

( b ) 证明： 完美正规空间都是完全正规的.因此，有时将完美正规条件称为“了 6 公理”.[提 
示： 设 A 和 B 是 X 中的两个分 离集. 选取连续函数/， X -[0, 1] 使得它们分别恰 
在 A 和 B 上 蜕化. 考虑函数/ 一 士] 

( c ) 存在一个熟悉的空间，它是完全正规的，但不是完美正规的.这个空间是哪个呢？ 


①令人惊奇的是，确实存在一个连通的 Hausdorff 空间，它是可数的无限集.见 [ S - S ] 中例 75. 
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7. 证明每一个局部紧致的 Hausdorff 空间是完全正则的. 

8. 设 X 是完全正则的， A 和 B 是 X 中的无交闭子集. 证明： 若 A 是紧致的，则存在连续函数 
/: X — [0， 1] 使得 /( A ) = {0} 和 /( B ) = {1}. 

9. 证明]在箱拓扑下是完全正则的.[提 示： 指出只需要考虑箱邻域（一 1， IV 与集合 A 无 
交，点 x 为坐标原点这样一个特殊情形.然后再应用一致拓扑下的连续函数也是箱拓扑下 
的连续函数这个结论 .] 

"10. 证明以下 结论： 

定理每一个拓扑群都是完全正则的. 

证明： 在拓扑群 G 中，设 V 。是单位元 e 的一个邻域. 一 般地，选取 e 的一个邻域 R ， 使 
得 • RCZKy . 考虑所有二进制有理数户构成的集合，即所有形如 A /2” 的有理数，其 
中是和 n 都是整数.对于（0， 1] 中的每一个二进制有理数户，给出一个开集其中 

L 7 (户)用以下方式归纳 定义： U ( l )= V 0 f 并且给定 n ， 假设对于 0< A /2 n < l ， 1/ 

a /2 rt ) 已有定义，然后对于0<«2” 定义 

U(1/2 M ) = 

1/((2^+ 1)/2^) - • U ( k /2 n ). 

对于/><0,令 L /( f )=0. 对于户>1， 令 U ( p )= G . 证明对于所有的 A 和 n ， 

V „ - U ( k /2 n ) 匚 L /((6 + l )/2 n ). 

后面的证法如 Urysohn 引理的证明， 

这个习题来自 [ M - Z ]， 读者可以在那里看到更多的关于拓扑群的结论. 

*11. 定义集合 X 如下： 对于每一个偶数 m ， 表示平面中的线段 mX [ — 1， 0]. 对于每一 
个奇数 n 和整数々>2,设为平面中的线段 （ n + l _ l /々） X [ — 1, 0] 和 （ n —1 + 1 /WX 
[一 1， 0] 以及半圆 


{oc X y \ ix — n ) 2 + y 2 = (1 — 1 /kY 且 : y > 0} 

的并. 设 么,* 是这个半圆的最高的点 nX(l — 1/«. 设 X 是集合 L m * C ^， 以及另外的两 
个点〜6的并.通过取以下四种集合构成拓扑基，将 X 拓 扑化： 

( i ) X 与不包含点的水平开线段的交. 

( ii ) 从这些集合的某一个中删除有限多个点得到的集合. 

( iii ) 对于每一个偶数 m ， U } 与 X 中所有满足: r < m 的点: rXy 构成的集合之并_ 

( iv ) 对于每一个偶数 m ， 与 X 中所有满足: c > m 的点 iXy 构成的集合之并. 

( a ) 画出 X 的草图. 证明： 这些集合构成了 X 的一个拓扑基. 

( b ) 设/是 X 上的一个连续实值 函数.证明： 对于任意 o 集合厂1 ((：) 是叉中的一个心 

集.（这一点对于任意空间 X 都是正确的 •） 证明由 Cu 中满足 /( 户）的点/>构 

成的集合是可数的.选取[—1，0]，使得直线 y = d 与集合 S „, t 无交. 证明: 
对于奇数 n ， 


f((n ~ l ) XcD = limf ( p „ rk ) = /((n + 1) X d ). 
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验证 /U)=/(6). 

(c) 证明X是正则的，但不是完全正则的. 


34 Urysohn 度置化定理 

现在我们来证明本章的标志性定理，这个定理给出了拓扑空间为可度量化空间的条件.它 
的证明融汇了本书前面陈述的许多内容，不仅要用到第2章关于度量拓扑的结论，而且还要用 
到本章刚刚证明的与可数性公理及分离性公理有关的结论.证明的基本思路虽然简单但却很实 
用，读者将在后文中多次见到它的不同表达形式. 

这里有两种证明方式，因为每一种方式在今后都有相应的推广，因此，我们把这两种方式 
都写 出来. 第一种方式将在第5章中证明关于完全正则空间的一个嵌入定理时得到推广，第二 
种方式则在第 6 章中证明 Nagata-Smirnov 度量化定理时得到推广. 

定理 34. 1[ Urysohn 度量化定理 （Urysohn metrization theorem)] 每一个具有可数基的正 
则空间 X 都是可度量化的 . 

证 我们通过证明X能够被嵌人到一个可度量化的空间 Y 中，也就是证明X同胚于 Y 的 
一个子空间，从而得到X是可度量化的.两种证明的差别就在于对可度量化空间 Y 的选择. 
第一种方式，将 Y 取作具有积拓扑的空间 R% 我们已经证明了这个空间是可度量化的（定 
理 2 0. 5 ).第二种方式仍取 y 为 R% 但拓扑是由一致度量〆见第20节）所诱导的，在每一种情 
形下，我们的证明本质上都是要把X嵌人到 W 的子空间[0, If 中. 

第一步 • 我们 证明： 存在由连续函数/„: X—[0, 1] 构成的一个可数族，满足 条件： 对于 
X中任意给定的一个点 x。 及 x。 的一个邻域 L/， 存在一个指标 n ， 使得/„在 x。 处取正值，而 
在 U 的外部蜕化. 

这是 Urysohn 引理的一个直接结果，即对于给定的: c 。 和: r 。 的一个邻域17，存在这样一个 

连续函数.然而，倘若我们对于每一偶对 (x。，L0 都选取一个相应的函数的话，那么所得到的 

函数族一般来说是不可 数的. 因此，我们的任务就是减小这个函数族的基数.以下是一种可行 
的 方法： 

设 {B"} 是X 的一个可数基.对于每一对使得瓦的指标 n，m ， 应用 Urysohn 引理， 
选取一个连续函数 X—[0, 1] 使得^ „(S„) = {1} 且 gn ,„(X-B m ) = {0}. 于是，函数族 
满足： 对于给定的: t。 及々的邻域[/，我们可以选取基中一个元素包含 x。 并且包含 
于 根据正则性，我们然后可以 选取民 使得: c。^ 氏和 5„匚_8„.于是，对于指标的偶对〜 
饥， 就给出了仏,〃的定义，并且在心取正值，在17外蜕化.由于函数族的指标集是 
Z+XZ+ 的一个子集，所以它是一个可 数族. 因此它可以用正整数作为指标重新标记，于是我 
们便得到了所需的函数族 { /„ }. 

第二步（第一种方式 ）• 设 {/J 为第一步中给出的函 数族. 赋予，积拓扑，并且给定一个映 
射 F: X—R% 定 义为： 

Fix ) = (/i(x)，/ 2 (x)r“）， 

我们断言 F 是一个嵌人. 
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首先，由于] T 上具有积拓扑，并且每一个 / n 都是连续的，所以 F 是连续的.其次，因为 
对于给定的:便存在一指标 n 使得八（：0>0和/„(^)=0,所以 FU ) 关 FO ). 因此 F 是 
一个单射. 

最后，我们还须证明 F 是从 X •到像集的一个同胚，也就是到心的子空间 Z = F ( X ) 的一个 
同胚. 我们知道： F 定义了一个从 X 到 Z 的连续的 一一 映射，因而仅需证明对于 X 的每一开 
集17, F ( U ) 是 Z 中的一个开集.设 ☆为 F ( LO 中一点，我们只需证明存在 Z 中的一个开集 W 
使得 


之 0 e wczFiU). 

设心为17的一个点，使得选取一个指标 iV 使得 / N U )>0 并且 / w ( X - L /) = 
{0}. 取 R 中的开射线(0, + oo ), 令 v 表示中的开集 

y = —(Co, + oo)). 

= 于是根据子空间拓扑的定义可见 W 是 Z 的一个开集.参见图 34.1. 我们 断言: 

z 0 ew ^ Fcu \ 首先，因为 


7Tn(2 0 ) = 7Cn(F(x 0 )) = / N (x 0 ) > 0. 


F 




R a 


1% 


0 


图 34. 1 


其次， W 匚 F ( U )_ 这是 由于： 若 zew ， 则对于某一个有 z = F (: T )， 并且； 

(0， + oo) t 因为以及 / N 在17外蜕化，所以点1必定属于 U . 于 
是(: r ) 在 F ( U ) 中，这便是我们所要证明的. 

从而 F 便是一个 X 到 R "* 的嵌人. 

第三步（第二种方 式）.在以下证明中，我们是将 X 嵌人到度量空间 （ R % 0中.事实上， 
我们是将 X 嵌人到度量空间（[0, 1]% 0中，其中度量 p 就等于度量 

pix 9 y) = sup{ | % — % | }• 

我们应用第一步中构造的函数 / n: X —[0, 1] 的可数族.但这次我们附加一个 条件： 对于所有 
的^:， / n ( x )< l / n . (这个条件是容易满足的，我们仅需将每一个函数人除以 n 便可以了 .） 
像前面一样，定义函数 F : X —[0, 使其满足 
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Fix ) = (/! ( x ) ，/ 2 ( x ) ，…）. 

我们 断言： F 是到度量空间（[0，1]% p ) 中的一个 嵌入. 由第二步的证明中可见 F 是一个单 
射.此外，我们 知道： 若在[0， l ] w 上取积拓扑，那么映射 F 将 X 的开集映为子空间 
Z = F ( X ) 的 开集. 而当我们考虑由度量 p 诱导的 [0, l] w 上更细的拓扑时，上述性质依然 
成立. 

余下有待证明的就是 F 的连续性.它已不再是各个分量函数连续性的直接推论，因为现 
在使用的已经不再是.上的积拓扑了.这就是要附加 fAxXl / n 这个条件的原因 • 

设 x 。 是 X 的一个点， £ >0,为了证明连续性，我们需要找到： r 。 的一个邻域11/使得对于 
所有: cGU ， 有 

x ^ U =^ p (. F ( x ) , F ( x 0 )) 〈 e . 

首先，选取充分大的 N ， 使得那么对于每一个…， N 应用 / n 的连续性， 
选取 A 的一个 邻域比 使得对于 x 有 

I /"(工）一/” (工 0 ) I < e /2. 

令我们证明1/就是所求的: c 。 的邻域.设: reu . 若《<~，则由 u 的选取可见 

I /„(x) — f n Cxo) |<e/2. 

若 72> iV ， 则 

I / nU )-/ n ( x 0 ) |< l / N < e /2. 

因为入将叉映入[0, 1/72]. 所以，对于每一个: rGU 有 

joCFCo ：) , F ( j ： 0 )) ^ e /2 <C e . 

定理证毕. ■ 

在上述证明的第二步中，实际上我们证明了一个比所陈述的结果更强的结论.为以后使用 
方便起见，我们在此将其表述 如下： 

定理 34. 2 [嵌入定理 （imbedding theorem)] 设 X" 是一个空间，其中的每一个单点集是闭 
集.假定是连续函数的一个加标族，其中 X— R 满足 ： 对于 X 中每一 点 X 。 以及： c 0 
的每一邻域 U ， 存在一个指标 a 使得人在 a 取正值并且在 U 之外取 0. 那么由 

F ( x ) = 

所定义的函数 F : 是一个 X 到彭的嵌入.若对于每一个 a 有/'^将叉映入[0， 1] 中，则 

F 将 X 嵌入[0， 1] J . 

其证明几乎完全是上述定理证明中第二步的翻版，只须用 a 代替；7,用 W 代替其中 X 
中的单点集是闭集的条件是为了保证当 X 关 J 时存在 一 个指标《使得八（: T ) 关 AO ). 

满足这一定理中条件的连续函数族称之 为分离 X 中的点与闭集的函数族. 我们已清楚地 
看到： 对于每一个满足单点集是闭集的空间，这样的函数族的存在等价于 X 是完全正则的. 
因而，我们有以下直接 推论： 

定理 34.3 —个空间 X 是完全正则空间当且仅当对于某一个 J ， X 同胚于[0， 1] ; 的一个 

子空间. 
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习题 

1. 举例说明具有可数基的 Hausdorff 空间未必是一个可度量化空间. 

2- 举例说明一个完全正规并且满足第一可数性公理、 Lindel 6 f 条件及具有可数稠密子集的空间 
未必是一个可度量化空间. 

3- 设 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间.证明 X 是可度量化的当且仅当 X 有可数基. 

4. 设 X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间 . X 有可数基是否意味着 X 是可度量化的？ X 是一 
个度量空间是否意味着 X 有可数基？ 

5. 设 X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间.设 Y 为 X 的单点紧 致化. X 有可数基是否蕴涵着 
Y 是可度量化的？ Y 可度量化是否意味着 X 有可数基？ 

6. 验证定理 34. 2证明的细节. 

7. — 个空间 称为局部可度 置化的 （locally metrizable) ， 如果对于 X 的每一个点: c ， 存在一个邻 
域关于子空间拓扑是可度量化的_ 证明： 一个紧致的 Hausdorff 空间，如果它是局部可度量 
化的，那么它是可度量 化的. [提 示： 证明 X 是有限个具有可数基的开子空间之并 .] 

8. 证明： 一个局部可度量化空间，如果它是正则的 Lindel 6 f 空间，那么它是可度量化的.[提 
示. Lindekjf 空间的闭子空间是 Lindekjf 空间 •] 正则性是关键的.你的证明中何处用到 
了它？ 

9•设紧致的 Hausdorff 空间 X 是两个闭子空间和 X 2 之并. 若兄和是可度量化的，证 
明 X 也是可度量化的.[提 示： 构造 X 的开集所组成的一个可数族使得对于£ = 1，2, 
為的元素与足的交构成了 &的一个基.假设兄一 X 2 和&―兄 属于人 取为 扃中所 
有元素的有限交所构成的族 .] 

35 Tietze 扩张定理① 

Tietze 扩张定理是 Urysohn 引理的一个直接推论，这是一个很有用的定理.它所处理的问 

题是，将定义在 X 的一个子空间上的实值连续函数扩张成为定义在整个空间 X 上的连续函数. 

这个定理在拓扑学的许多应用中很重要. 

定理 35. l[Tietze 扩张定理 （Tietze extension theorem )] 设 X 是一个正规 空间. A 是 X 

的一个闭子集.则 

( a ) 任何一个从 A 到 R 的闭区间[>， 6] 中的连续映射都可以扩张为从整个空间 x 到|>，办] 

中的一个连续映射. 

( b ) 任何一个从 A 到 R 中的连续映射都可以扩张为从整个空间 X 到 R 中的一个连续映射. 

证 定理证明的思路是构造一个定义在整个空间 X 上的连续函数序列 〜， 使得序列 — 

致收敛，并且^在 A 上的限制随着 w 的增大愈来愈逼近 /. 于是其极限函数是连续的，并且 

它在 A 上的限制等于 /. 

第 一步. 这一步是在整个 X 上构造一个特别的函数使得 g 不太大并且在集合 A 上可 


①本节内容将在第 62 节中 用到. 也将在许多习题中用到. 
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以相当精确地逼近 /. 更确切地说，我们考虑/: A -[- r , r ] 的情形.我们 断言： 存在一个 
连续 函数心 X — R 使得 



1 g ( j =) l < yr 

对于所有 : r 6 X ， 


1 g ( a ) - /( a ) |< yr 

对于所有 a G A . 

函数 g 的构造 如下： 




将区间[― r , r ] 分成三个长度都等于 |~ r 的区间. 

Ji = L ~ r , -+ r ]， J 2 = [- + r ， 如]， I 3 = [ yr , r ]. 

令 A 的子集 B 和 C 分别为 

b = 和 c = r l ( h ). 

因为 / 是连续的，所以 B 和 C 是 A 中无交的闭子集.因此，它们是 X 的闭集.根据 Urysohn 
引理，存在一个连续函数 

以-[-+ r ， l r _ 

满足条件：对于中每一点 : r ， g (. x )== —~^ r ， 对于 C 中每一点: r ， gCx ) = -^ r . 

于是对于所有的: T ， 我们 断言： 对于 A 中的每一个点 a ， 

I 客 ( a ) — f ( a ) |< yr . 

这里有三种 情况. 若 aGB ， 则 / U ) 和 〆 a ) 都在 h 中. 若 aGC ， 则 / U ) 和 gU ) 都在 J 3 中. 

若 MBUC ， 则 /( a ) 和 gU ) 都在 J 2 中.因此，无论哪种情形，都有 kU )—/ U ) | < yr . 
参见图 35. 1. 

第二步.现在我们来证明 Tietze 定理中的结论 （ a ). 不失一般性，我们可以将 R 的任意闭 
区间1>， 6] 改换成区间[一 1, 1]. 

设/: X -[- l , 1] 是一个连续映射.则/满足第一步中的假设的要求，其中.因 
此，存在一个定义在 X 上的连续实值函数 gl ， 使得 

I gA ^：) 1< 1/3 对于工 G X ， 

I /( a )— g ! ( a ) |^2/3 对于 a 6 A . 

考虑函数 / 一幻. 它是从 A 到[一2/3, 2/3] 中的映射，从而我们可以对于 r =2/3 再次应用第 
一步的结果 • 我们得到一个定义在整个空间 X 上的实值函数心，使得 

I g 2 U ) |< y ( y ) 对于 : c G X ， 

I /( a ) — g 2 ( a ) 丨< (音) 对于 a 6 A . 
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R 



X 


然后，我们再对函数/_幻_&应用第一步的结果.依此类推. 

一 般地，我们有定义在整个空间 X 上的实值函数 gl ，…，^，使得对于 aGA 有 

I /( a ) — g ! ( a ) - g n ( a ) |< ( y ). 


对于函数/―心- g n 以及应用第一步中的结论，我们得到一个定义在整个空间 

X 上的实值函数 gn+1 ， 使得 

I ^ i (^) 1< +( 吾)” 对于工 e x ， 


I /( a ) — g ] ( a ) - g ^ Ca ) |< (吾) 对于 a G A . 

根据归纳原则，对于每一个 《 定义了 

对于 X 中的每一点: T ， 我们现在定义 


n= 1 

当然，我们还必须知道这个无穷级数的收敛性.而我们可以通过将其与几何级数 



3 



n-l 


进行比较，应用微积分中的比较定理，得知这个级数是收敛的. 

为了证明 g 的连续性，我们需要证明 序列& 一致收敛到&根据数学分析中的 “Weierstmss 
M - 判别法”便可得到这个序列的一致收敛性.如果不用这个判别法，我们只须 注意： 当 
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时有 


I Sk (x) — S n Cx) I 


k 


2 &⑴ 


i = n+l 


k 


<1.5,(!) 

<i,sd 


(吾) 


固定 tt ， 并且令 々— °°，可见对于任何 一 个:有 


I g(x) S n (j：) I ^ ( 音 ) 


因此& 一致收敛到 g . 


4 % 

以下 证明： 对于 aGA ， g ( a )= f ( a ). 设〜 （: r )= U ), 即级数前《项的部分和.那么 

1=1 

尽(1)是部分和的无穷序列 & U ) 的极限.由于对于所有 A 中的点 a ， 有 


/(a) — ^gi(a) = | /(a)- 〜 (a ) 丨 < ( 吾）， 

所以对于所有的 a 6 A 有以 a )—/ U ). 从而，对于 a 6 A 有 /( a )= gU ). 

最后，我们来证明 g 是从 X 到 [一 1， 1] 中的映射.事实上，它可以由级数 （ l /3) E (2/3 ) n 
收敛于1而轻松获得.然而，它不过是证明中的一个幸运巧合，而非证明的实质部分.倘若， 
我们已知的仅是 g 为从 X 到 R 中的一个映射，映射 h R — [―1, 1] 为 

r ( y ) = y 如果 | jy | < 1， 

r ( y ) = y / \ y \ 如果丨: v I > 1， 

则从 X 到[―1， 1] 的映射便是/的一个扩张. 

第三步.现在我们来证明定理中的结论 （ b )， 这时/是从 A 到 R 的一个映射.我们可以用 
(―1， 1) 来代替 R ， 因为这个区间同胚于 R . 

因而，令/是从 A 到（_1， 1) 的一个连续映射.已经证明了的 Tietze 定理的前一部分告 
诉 我们： /可以扩张为从 X 到闭 区间的 一个连续映射 X — [ —1, 1]. 如何找到一个 映射九 
将 X 映到这个开区间呢？ 

对于给定的 g ， 定义一个 X 的子集 D 

D = ni }) U 

根据 g 的连续性可见， D 是 X 的一个闭子集.由于 g ( A )=/( A ) 包含于（_1，1)，所以集合 A 
与 D 无交 • 再根据 Urysohn 引理，存在一个连续函数 A X ^[0, 1] 使得奴 D ) = {0} 和 
HA) = {l} t 定义 


"(■ r ) = 工） 

h 作为两个连续映射的乘积是连续的.由于对于 A 中的每一个点 a 有 

h ( a ) = ^( a ) g -( a ) = 1 • g ( a ) = /( a ), 

所以^也是 / 的一个 扩张. 最后，&将整个空间 X 映人开区间（一 1， 1) 中.因为若 x € D ， 则 
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/ iU )=0 • g ( x )=0; 而当时， | g ( x ) | <1. 由此可见 U (: c ) I <1 • I g ( x ) I <1. ■ 

习题 

1. 证明 Tietze 扩张定理蕴涵着 Urysohn 引理. 

2. 在 Tietze 扩张定理的证明中，第一步将区间 [_ r ， r ] 三等分，这一巧妙方法的实质是什么？ 
倘若将以上方式改为把这个区间拆分成以下三个区间 

h =[—/"，一 ar] , I 2 = [― ar,ar] , I 3 = [ar ,r], 

其中 a 是满足 0< a < l 的某一个实数.试问除 a = l / 3 以外， a 还有哪些值（如果存在的话） 
可以用于完成定理的证明？ 

3•设 X 是可度量化的.证明以下命题 等价： 

( i ) X 相对于每一个导出 X 的拓扑的度量是有界的. 

( ii ) 每一连续函数 h X — R 是有界的. 

( iii ) X 是极限点紧致的. 

[提 示： 若 h X — R 是一个连续函数，则是从 X 到 XXR 中的一个嵌人. 
如果 A 是 X 的一个没有极限点的无限子集，则#是从 A 到 Z + 的一个连续满射 .] 

4•设 Z 是一个拓扑空间.若 Y 是 Z 的子空间，我们说 Y 是 Z 的一个 收缩核 （ retract )， 如果存 
在一个连续映射 r : Z — Y 使得对于任何一个有 r ( 30=y 

( a ) 证明： 若 Z 是一个 Hausdorff 空间，并且 y 是 Z 的一个收缩核，则 Y 是 Z 的一个闭子集. 

( b ) 设 A 是由] R 2 中两个点组成的子集，证明 A 不是 R 2 的收缩核. 

( c ) 设 S 1 为 R 2 中的单位 圆周.证明： S 1 是 R 2 — { 0 } 的一个收缩核，其中 0 是 原点. 请判断 
S 1 是否为 R 2 的收缩核？ 

5 . — 个空间 Y 称为具有 通有扩张性质 （universal extension property ) ， 若对于任意给定的由正 
规空间 X 、 X 的闭子集 A 以及一个连续函数/: A — Y 所组成的每一个三元组，存在一个从 
X 到 Y 的连续映射为/的扩充. 

( a ) 证明 R ; 具有通有扩张性质. 

( b ) 证明： 若 Y 同胚于的一个收缩核，则 Y 也具有通有扩张性质. 

6. 设 Y 是 一 个正规空间 • 称 Y 是 一 个绝对 收缩核 （absolute retract ) ，是指对于每一个空间偶 
对 ( Y 。， Z )， 若 Z 是一个正规空间并且是 Z 中同胚于 Y 的一个闭子空间，则空间 Y 。 是 
Z 的一个收缩核. 

( a ) 证明： 若 y 具有通有扩张性质，则 y 是一个绝对收缩核. 

( b ) 证明： 若 Y 是一个绝对收缩核并且 Y 是紧致的，则 Y 具有通有扩张性质.[提 示： 假设 
Tychonoff 定理成立，从而有[0, 1上是正规的.将 Y 嵌人到[0, 1]'] 

7. U ) 证明对数螺线 

C — {0 X 0} U { e^osi X e ( sinf | ^ ^ R } 

是 R 2 的一个收缩核.你能给出这样的一个收缩 r : R 2 — C 吗？ 

( b ) 证明由图 35. 2所示的 “: c -轴扭结” K 是 R 3 的一个收缩 • 

#8. 证明以下 结论： 
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图 35. 2 

定理 设 Y 是一个正规空间.则 Y 是一个绝对收缩核当且仅当 Y 有通有扩张性质. 

[提 示： 若 X 和 Y 是无交的两个正规空间， A 是 X 的一个闭子集，并且/: A — Y 是一个连 
续映射， 则贴附空间 （adjunction 5 叫戊)之 / 被定义为一个商空间，它是在 XUY 中黏合 A 中 
点 a 、/ U ) 和 /^({/( a )}) 的所有点所得到的空间.应用 Tiet Ze 扩张定理，证明 Z , 是正规 
的. 若 fi : 一个商映射，证明/> | Y 是^与之,的一个闭子空间之间的一个 
同胚 •] 

9. 设兄^。…是空间的一个序列，其中，对于每一个；， X ,是 X , +1 的一个闭子空间. 设 X 
是所有 X ,的并.我们可以将 X 拓扑 化： X 的子集 U 称为 X 的一个开集，如果对于每一个 
i ， unx ^ x , 中是开的.① 

( a ) 证明： 如上定义的开集确实决定了 X 上的一个拓扑，并且每一个 空间足 关于这一拓扑 
是 X 的子空间（事实上，是闭子空间）.这个拓扑称为与各个子空间足 相通的 

(coherent) 拓扑. 

( b ) 证明： 若对于每一个 i ， / IX ,连续，则/: X — Y 也连续. 

( c ) 证明： 若每一个空间 X ,都是正规的，则 X 也是正规的.[提 示： 任意给定 X 的两个无 
交的闭子集 A 和 B ， 令/在 A 上等于0,在 B 上等于1，然后将/依次扩张到 AUBU 
X ,上，其中£ = 1，2,…，] 
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我们已经证明了每一个具有可数基的正则空间可以嵌入到“无穷维”欧氏空间中.一个 
自然的问题是在怎样的条件下空间 X 可以被嵌人到某一个有限维欧氏空间 R ' 本节我们将回 
答上述问题.在第8章我们研究维数论时，将对这个问题给出一个更具一般性的回答. 

定义一个 m " 维流形 （ w - manifold ) 是指一个具有可数基的 Hausdorff 空间 X ，它的每一点 
x 有一个邻域同跖于 R m 中的一个开子集. 

1- 维流形通常称为曲线 ( curve )， 2-维流形称为曲面 （ surface ). 流形是一类很重要的空间. 

-在微分几何和代数拓扑中有充分的研究. # 

我们将证明，若 X 是一个紧致流形，则 X 可以嵌人到一个有限维欧氏空*间中.去掉紧致 


① 原文此处误作 “ un 兄在 x 中是开的——译者注 

② 本节内容在第41节中研究仿紧致性以及在第50节研究维数理论时将被视为已知结论. 
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性的假设，这个定理也成立，但是证明将变得相当困难. 

首先，我们需要介绍某些术语. 

若 X-R ,则0的支撺 ( support ) 被定义为集合疒 VR — fO }) 的闭包.因此若 x 在必的 
支撑之外，则: r 有一个邻域，在这个邻域上4蜕化. : 

定义 设，…，是空间 X 的一个加标有限开覆盖.连续函数的一个加标族 

^ ：X - ► [0, 1] 对于 f = 1，…， n ， 

称为由 {[/, } 控制的一个单 位分拆 （partition of unity ) , 如果： 

(1) 对于每一个 i , (& 的支撑 ）07:. 


⑵对于每一个(: c ) = 1. 

i-1 

定理 36. 1 [有限单位分拆的存在性 （existence of finite partitions of unity )] 设 { L /\ ，…， 
L / J 是正规空间 X 的一个有限开覆盖.则存在一个由控制的单位分拆. 

证第一步.首先证明覆盖 { L 7,} 能“缩小”为 X 的一个开覆盖{%，•••， V n }, 使得对于每 

一个 zH 匚 I /,. 

用归纳法证明.首先 注意： 集合 

A = X -( U 2 U - U U „) 

是 X 的一个闭子集.因为 { LA ， …， l / rt } 覆盖 X ，所以集合 A 被包含在开集 R 中.应用正规 
性，选取一个包含 A 的开集％，使得％于是集族{%， C / 2 ，…， 覆盖兄 
一 般地，设开集％，••*，已经给定，使得集族 


覆盖 X ，令 


{V i 9 - 9 V k - 19 U k 9 U M 9 -,U n } 


… A = X—(K U … U v^)-(U M u - U U n \ 

则 A 是 X 的一个闭集，并且包含在开集 K 中.选取 W 为包含 A 的一个开集，使得 ％ C ： L ^ 
于是％，•••， v ,, R +1 ，…， 覆盖 x . 经; 2 步归纳，我们便可证明 结论， 

第土步 . 现在来证明定理.给定 x 的一个开覆盖 { tA ，…， [/„}, 选取 x 的一个开覆盖 


{%，•••， V „}， 使得对于每一个 f 有％ CU ,. 再选取 x 的一个开覆盖{，"•••， W „}， 使得对 
于每一个 f 有应用 Urysohn 引理，对于每一个《，选取一个连续函数 

• X v [ 0 ， 1 ] 

使得必 （死 ） ={1} 和办 (x— 1) = {0} 成立.因为 f VR—{0}) 包含在 ％ 中，从而 

(办的支撑）匚 K 匚 L /,. 

n 

又由于集族 { W , 丨覆盖 X ，对于每一个： C ， 氺（: C )= 办（工）取正值.因此，对于每一个 i ， 

i=l 

定义 . 


^ (x) 


少 （工） 


容易验证函数 A ，…， t 便是我们所需的单位分拆. ■ 

有一个与单 位分拆 相似的概念，其中开覆盖和函数族不是有限的，甚至不是可数的.在第 
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6章研究仿紧致性时，我们将讨论相关问题. 

定理 36. 2 若 X 是一个 m - 维紧致流形，则 X 可以嵌入到1^中，其中 N 是某一个正整数. 
证 用有限多个开集 {1^ ，…，覆盖 X ，其中每一个开集都可以嵌人到^"中.对于每 
一个 z ， 选取一个嵌人仏：由于 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间，所以它是正规知. 

设么，…，九是由 { LU 控制的一个单位分拆.令 A ,. = 炎的支撑.对于〗=1，…，„，定义函数 
h l： ：^1^为 


(^(.r) - gi(jo) ^ J ： e Ui ， 

h t ( x )= < 

(o = (o, …， o) 当 : r e x-a,. 

[这里分 ,( 工)是一个实数 c ， 仏0)是1^的一个点 J = ，…， y m ). 显然，乘积<:*3?是1^中的 
点 （ O ^， …， OU ).] 由于决定 心的两 个函数在它们的定义域的交上取值相同，因此 A , 的定义 
是确 切的. 由于心在开集 [7, 和上的限制都是连续的，所以心也是连续的. 

现在定义函数 

F：X — ~ ► (R X …X R X R m X …X R m ) 

V ✓ \ 〆 

V -V- 

W 个 n 个 

为 


F ( x ) ^ (必 （ x ) ，…，九（: c ) ，/^ (: c ) ，( X )). ' 

显然， F 是连 续的. 为了证明 F 是一个嵌人，我们只须证明 F 是一个单射（因为 X 是紧致的）. 
假设 F (: r ) = F (3；). 则对于所有的；，有表(^)=表 （30 和总存在某一个£，使得 
必 , U )>0 [因为2炎 （ x ) = l ]. 因此，也必定有表（: y )>0， 从而: r ， yeU ,. 于是 

表 (x) • gi(x) = hi(x) = hiiy) = • g t (y). 

又因为 AU) = A( 3 ； )> 0 , 所以 ( 30 . 再根据 A: f/ ， R m 是一个单射，可见 x = 


在单位分拆的许多应用中，正像上面给出的那样，都只需 用到： 对于每一个 x ， S ^( x ) 
是正的.然而，.在其他一些情形下，就需要一个更强的条件 SAU ) = 1. 参见第50节. 

习题 


1，证明每一个流形是正则的，从而是可度量化的.在哪里你要用到 Hausdorff 条件？ 

2.设 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间 • 假设对于每一个存在 x 的一个邻域 L ； 和一个 
正整数々使得 LT 可以被嵌人到 M 中. 证明！对于某一正整数 N ， X 可以嵌人到 R N 中. 

3- 设 X 是一个 Hausdorff 空间， X 的每一点有一个邻域与 R m 的一个开集同胚. 证明： 若 X 是 
紧致的，则 X 是一个 m - 维流形. 

4- X 的子集的一个加标族 { AJ 被称为点态有限加标族 （ point-finite indexed family ) ,如果每一 
个 xex , 仅仅对于有限多个 

引理（收缩引理）设 X 是一个正规 空间. 设 { LA ， U 2 ，•••} 是 X 的点态有 ft * 加标开覆盖.则 
存在 X 的一个加标开覆盖{%， v 2 , …}， 使得％ 匚 [/„. 

5. 流形定义中的 Hausdorff 条件是关键的，它不能根据定义中的其他条件推出.考虑以下空 
间： 设 X 是 R —{0} 与两点集{/?， d 的并. 规定 X 上的拓扑由以下子集组成的基所 生成 ： R 
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的所有不包含点0的开区间，所有形如（一 a ，0) U {^} U (0, a ) 的集合以及所有形如 （_ a , 0) 
U {<?} U (0 9 a ) 的集合，其中 a >0. 空间 X 称 为具有双原点的直线 (line with two origins ). 

( a ) 验证这是某个拓扑的一个基. 

( b ) 证明 X — {多}和 X — { g } 分别同胚于 R . ； 

( c ) 证明 X 满足 T ! 公理，但不是一个 Hausdorff 空间. 

( d ) 证明： 除了 Hausdorff 条件之外， X 满足1 - 维流形的所有 条件. 

M 附加 习题： 基本内容复习 

考虑一个空间可能具有的以下 性质： 

(1) 连通性 

(2) 道路连通性 

(3) 局部连通性 

(4) 局部道路连通性 

(5) 紧致性 

(6) 极限点紧致 

(7) 局部紧致 Hausdorff 空间 

(8) Hausdorff 空间 

(9) 正则 

(10) 完全正则 

(11) 正规 

(12) 第一可数 

(13) 第二可数 

(14) Lindelof 性质 

(15) 有可数稠密子集 

(16) 局部可度量化 

(17) 可度量化 

1- 对于下列的每一空间，试确定（如果能够的话）它满足上述的哪些性质.（必要时，可设 
Tychonoff 定理成立 •） 

( a ) S ^ 

( b ) S fl 

扇 

(c) SnXS 。 

( d ) 有序矩形 

( e ) R ， • 

( f ) R , 2 

( g ) 具有积拓扑的]^ 

( h ) 具有一致拓扑的^ 
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( i ) 具有箱拓扑的 ] r 

(j) 具有积拓扑的 RI ， 其中 J=[o, ： L] 

( k ) R K 

2. —个度量空间具有上述的哪些性质？ 

3. 紧致的 Hausdorff 空间具有上述的哪些性质？ 

4. 子空间或闭子空间或开子空间保持上述的哪些性质？ 

5. 有限积或可数积或任意积保持上述的哪些性质？ 

6. 连续映射保持上述的哪些性质？ 

7. 学习了第6章和第7章，就下列性质回答上述习题1〜6中的 问题： 

(18) 仿紧致性 

(19) 拓扑完备性 

对于整个习题1〜6中的340个问题除1个外，习题7中的40个问题除1个外，读者应该 
能够回答其他的全部问题.这两个问题至今尚未解决.见第32节中的习题5的注记. 
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现在考虑第 3 章中遗留下来的那个未解决的问题.我们将证明 Tychonoff 定理： 任意多个 
紧致空间的积还是紧致空间.它的证明要用到 Zorn 引理（见第 11 节）. 也有一个依赖于良序定 
理的证明，在习题中我们给出了这个证明方法的概要. 

Tychonoff 定理对分析学家非常有用（几何学家用的相对少 些）. 在第38节中，我们用它 
构造完全正则空间的 Stone-Cech 紧致化，并在第47节中用它来证明 Ascoli 定理的一般形式. 


37 Tychonoff 定理 


与 Urysohn 引理一样， Tychonoff 定理也是一个“深刻的”定理.它的证明涉及的思想较新 
颖，并非直接了当.在给出这个定理的证明之前，我们要详细地讨论在证明中的某些关键性的 
想法. 

第3章中，我们曾证明过两个紧致空间的积 XXY 是紧致的.在那个证明中，只用紧致性 
的开覆盖形式就完全够了.给定 XXY 的一个由基元素构成的开覆盖，先用其中的有限多个元 
素覆盖每一个薄片 iXY ， 进而构造 xxy 的一个有限覆盖. 

但对于紧致空间的任意积，类似于上面的做法已经行不通了，必须将指标集良序化并且应 
用超限归纳（参见习题 5). 另外一个办法就是放弃开覆盖方式，代之以紧致性的闭集形式，借 
助 Zorn 引理来处理. 

为了弄明白这一思路，我们先考虑最简单的情形，即两个紧致空间的积这种情 
形.假定4为兄\乂 2 的一个具有有限交性质的闭子集族，考虑投射 7 T 1: 兄的 

子集族 

{( A ) | A e } 

也具有有限交性质，并且其中元素的闭包^ y 的族也具有这个性质.同时兄的紧致性又保 
证了所有集合^ y 的交非空.我们从这个交中选择一点类似地，可以从所有集合 ^ r 


的交中选择一点于是我们自然希望：在 fi a 中. 

A6 tA 

明了. 

但遗憾的是这个设想行不通.考虑下面的 例子： 设足= 
x 2 = [0, 1], 集族炅 是以下所有楠圆形区域族，其中每一个 

楠圆形区域的边界都是以 />=( 士，+)， 9=( 去，吾)为公共 

焦点的椭圆，如图 37.1 所示.当然 eA 具有有限交性质.现在， 
我们在这些集合 I AGA } 的交中选取一点： n ， 显然可 

以选取区间「+，去1中的任意一点，比如选定: r 1= 香.类似 

地，在集合丨的交中选取一点 m 可以选区间 


如果果真如此，定理也就证 
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中的任意一点，比如选定:这是一个不幸的选择，因为点 



不在所有集合 A 的交之中. 

你也许会说，“你选的不合 适嘛！ 如果在选定了:之后，再选:那么就找到了 


交 （H A 的一个点然而，因为在我们所设计的试探性的证明中， A 和: r 2 的选取是具有随意 

AG A 


性的，所以这种“不好”的选取便难以避免了. 

那么，怎样改进证明解决这个问题呢？ 

这就引出了证明的第二个 想法： 也许我们可以扩大集族為 
(当然还要保持有限交性质），藉此来制约^和 x 2 的选取，以 
确保我们做出一个“正确的”选择.例如，在前面的例子中，把 
集族 A 扩大为以下楠圆形区域族£)，其中每一个区域的边界都 

是以/>=(+，为一个焦点，而另一个焦点落在线段上. 

集族 5) 如图 37. 2所示.这个新族 《£) 仍具有有限交性质，但是, 
如果你想在交 


n 

中选出一点则只能选：类似地，只能选 x 2 =+. 



而必然属于每一个集合 d ， 因此也属于每一个集合 a . 换句话说，将集族為扩大成集族 


D , 就能使我们得出理想的选择. 

当然，在这个例子中，我们精心地选择了幻，使得证明能够进行下去，但在一般情况下， 
我们对于 £) 的选择应该有些什么要求呢？这里就产生了证明的第三个 想法： 为什么不能简单 
地要求选择“尽可能大”的 <© ——以至于没有比它更大的族具有有限交性质了，再来看这个 5) 
是否满足要求呢？这个族幻的存在性并非显而易见，需要证明.并且证明中我们要用到 Zorn 
引理.但在我们证明了 5) 的存在性之后，实际上也就证明了 <©已大到足以保证我们得出恰当 
选择的程度了. 

最后还需说明的是，在我们的讨论中，对于集族人中的每一个元素都是闭集的假设是没有 
必 要的. 因为即使是闭集，； nC 4) 也未必是闭集，因此我们只要通过取闭包来得到具有 
紧致性的闭集.基于上述原因，我们只需对 X 的任意具有有限交性质的子集族，证明它们的 
闭包的交是非空的.事实上，这一方法的确是简便易行的. 

引理 37.1 设 X 是一个 集合. 為是 X 的一个具有有限交性质的子集族.则存在 X 的一个 
子集族 < D ， 使得包 含扃， 5) 具有有限交性质，并且每一个以沿为真子集的 X 的子集族都不 
再具有有限交性质. 
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对于满足引理要求的族£>，我们通常称它关于有限交性质是极大的. 

证 下面，我们就应用 Zorn 引理来构造回忆一下，给定一个定义了严格偏序关系的 
集合 A ， 如果 A 的任意全序子集都有上界，那么 A 便有一个极大元. 

需说明的是，将要应用 Zorn 引理的集合 A ， 它既不是 X 的子集，也不是 X 的一个子集 
族，而是以集族 为元素 的集合 • 我们把这样的集合称之为“超集”，并用一个空心字母表 示它. 
于是综述现在所用的记号就是， 
c 是 X 的一个元素. 

CSX 的一个子集. 
e 是 X 的一个子集族. 

C 是 X 的子集族构成的超集. 

根据假设，给定 X 的一个具有有限交性质的子集族為，用 A 表示 X 的所有满足£3 4及 
有限交性质的子集族<8组成的超集.我们用真包含关系 G 作为 A 上的一个严格 偏序. 为了证 
明引理，我们需要说明 A 有一个极大元 5). 

为了应用 Zorn 引理，需要说明 的是： 若 B 是 A 的一个“子超集”，并且在真包含关系下是 
全序的，则 B 在 A 中有一个上界.实际上我们将要证明集族 

是 A 中的一个元素，就是所求的上界. 

为了说明 e 是 a 的一个元素，就须证明 ez )< A ， 并且 e 具有有限交性质.首先根据 b 中的 
每一个元素都包含 着為， 可见 e 〕 炅.为了证明 e 具有有限交性质，设0，…，的一 
些元素.因为 e 是 b 中一些元素的并，所以对于每一个纟，存在 b 的一个元素風，使得 c,e 
風.现在超集{£:，•••，包含于 b ， 因此，它也是由真包含关系决定的全序集.因为它是 
有限的，所以有一个最大元，也就是说存在一个指标々，使得对于〗=1，…， n 有乳匚 £ k .从 
而，集合&,•••， c n 都属于私.又因为乳具有有限交性质，所以集合<^，…， c n 有非空 
交.引理证毕. ■ 

引理 37.2 设 X 是一个集合， *© 是 X 的一个子集族并且关于有限交性质是极大的.則 

( a ) 公 中元素的任意有限交仍属于 5). 

( b ) 若 A 是 X 的一个子集并且与 5) 中的每一个元素都相交，则 A 属于 5). 

证 （ a ) 设 B 是沿中有限多个元素的交.将 B 加到中来定义一个族 S ， 即 

我们证明 e 满足有限交性质，于是由 <© 的极大性可见£=公，因此 

取 g 中有限多个元素.如果其中没有一个是 B ， 那么根据 <© 具有有限交性质，可见它们的 
交非空.如果其中有一个是 B ， 则它们的交形如 

门… n n b. 

因为 B 等于 5) 中元素的有限交，所以这个交非空. 

( b ) 给定 A ， 定义 g =5) U { Ah 我们证明 e 具有有限交性质，从而推出 A 属于 5). 取 e 
中有限多个元素，如果其中没有 A ， 它们的交当然非空，否则，它们的交形如 

a n … n d„ r\A. 
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根据 （ a ) 可见仏门…门认属于 j )， 因此根据假设，上述交非空. ■ 

定理 37. 3 [Tychonoff 定理 （Tychonoff theorem )] 在积拓扑下，紧致空间的任意积还是紧 
致空间. 

证设 


n x «， 

其中每一个空间尤是紧致的.设為是叉的一+子集族，具有有限交性质，我们证明交 

n / 

非空，从而推出 X 的紧致性. M 

应用引理 37. 1，选择 X 的子集族《©，使得并且关于有限交性质是极大的.这就 
足以证明厂1 D 非空. 

D ^ S ) 

给定令为通常的投射.考虑又的子集族 

uad) | d e 5)}. 

它具有有限交性质，这是因为 D 具有有限交性质.由 又的紧 致性，可以对于每一个^选取 
一点使得 


工》 G 「I 7T a (D). 

D^D 

令 X 为 X 的一个点(: C a ) fl ^， 我们将证明对于每一个 D6 5 )， JC6D , 从而完成定理的证明. 

首先证明，如果是包含 x 的任意子基元(就 X 的积拓扑而言），那么 TTpO ^) 与 S 

的任何成员都相交， 这里％ 是〜在 X # 中的一个 邻域. 因为根据定义 U 玲与 
ti >( D ) 交于某一点: c / y ) ，其中 ydX 于是 y 67 ^(%)门 D . 

根据引理 37.2 的结论 （ b ) 可见包含 x 的每一个子基元都属于 《£)_ 于是，再由这个引理的结 
论 ( a ) 可见每一个包含 x 的基元也属于公.因为刃具有有限交性质，这就意味着每一个包含 : c 
的基元与幻的每一个元素都相交，因此对于每一个5)， xGD . 证毕. ■ 

习题 

1. 设 X 是一个空间， 5) 是 X 的关于有限交性质的一个极大子集族， 

( a ) 证明： 对于每一个 DG 5)， xGC 当且仅当 * r 的每一个邻域属于沿，试指出，证明哪一 
个蕴涵关系时用到了幻的极大性？ 

( b ) 设 证明： 如果 A 3 D ， 那么 

( c ) 证明： 若 X 满足:^公理，则最多有一个点属于门 

0643 

2. 若叉的一个子集族為中任意可数个元素的交非空，则称 A 满足可数交性质 （countable 
intersection property ). 证明： X 是 LindelM 空间当且仅当 X 的每一个满足可数交性质的子 
集族有 


n ^^ 0 . 
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3. 考虑下述三个 论断： 

( i ) 若 X 是一个集合， A 是 X 的一个满足可数交性质的子集族，则存在 X 的一个子集族©， 
使得沿=)4,并且沿关于可数交性质是极大的. 

( ii ) 设公关于可数交性质是极大的，则 5) 的元素的可数交仍然是的元素，并且如果 A 是 
X 的一个子集，它与 5) 的每一个元素都相交，那么必然有 Ae 5). 

(iii) Lindelof 空间的积仍然是 Lindel6f 空间. 

( a ) 证明： （ i) 和 （ ii) 蕴涵着 （ iii). 

(b) 证明 （ ii). 

( C ) Limkk 3 f 空间的积未必是 Lindebf 空间（见第 30 节），因此 （ i ) 不成立.试指出若将引理 
37. 1的证明推广到可数交性质，那么证明在什么地方行不通. 

4. 下面是另一个应用 Zorn 引理证明的定理.以前曾经提 到过： 设 A 是一个空何， 若 x ， 
yGA ， 不存在 A 的分割 A = CUD ( C 和 D 是 A 中两个无交的开集），使得: r6C ， 则 
称 x 和: y 在 A 的同 一个拟连通分 支中， 

定理 设 X 是紧致的 Hausdorff 空间，则 i 和 y 属于 X 的同一拟连通分支当且仅当它们属 
于 X 的同一分支. 

U ) 令扁为 X 的闭子空间的族，满足 条件： 对于每一个 A6 為，： c , y 在 A 的同一拟连通分 
支中.令£为4的一个子族，在真包含关系下是全序集.证明 S 的所有元素的交属于 
A . [提 示： 与第26节的练习11比较 .] 

( b ) 证明 eA 有极小元 D . 

(C) 证明 D 是连通的. 

>5•下面是 Tychonoff 定理的另外一个证明，它主要利用了良序定理而非 Zorn 引理.先来证明 
管状引理的以下形式，再证明定理. 

引理 设扁是 xxy 积拓扑的基元素构成的族，满足 条件： o 4 没有有限子族覆盖 xxy . 若 
X 是紧致的，则存在点使得义的有限子族都不能够覆盖薄片 { x } XY . 

定理 任意紧致空间的积在积拓扑下是紧致的. 

证明： 设是紧致空间的一个加标族.令 

x = nx ， 

aG J 

X — &为投射.賦予 J 一个良序，使得有一个最大元. 

( a ) 令对于任意假设已经给定 hd . 对于任意《<#，定义 X 的子空间为 

Y a = {x \ 7 TiCx ) = pij 对〗<。}. 

注意，若《<</，则叉 3^. 证明：若為是 X 的基元素构成的一个有限族，并且炅覆盖 

= f ] Y a = {x \ TCi ( x ) = pi ， i < p } ， 

a<^ 

则对于某一个《<#， A 覆盖[提 示： 若在 J 中 0 有一个紧接前元，用 a 表示这个紧 
接 前元. 否则，对于每一个 AGeA ， 令 h 为使得; r ,( A ) 关 X ,的那些指标/</?的集合. 
集合的并是有限的.令 a 为这个并的最大元 .] 
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(b) 设炅是 X 的基元素的族，满足 条件： A 没有有限子族覆盖 X. 证明对于所有；，可以选 
取点使得对于每一个心 （ a ) 中 所定义的空间 I 不能被 為 有限子 族覆盖 .当《 
是 J 的最大元时，便有了 矛盾. [提 示： 若 a 是 J 的最小元，则应用前面的引理选择 
若 A 对于所有纟 <卢有定义，由于根据 （ a ) 可见空间&不能被炅的有限子族覆盖，应用 
这个引理找出烏.] 

38 Stone-Cech 紧致化 

我们已经研究过拓扑空间 X 紧致化的一种方法，那便是单点紧致化（第 29 节）.从某种意 
义上说，这是 X 的极小紧致化，而 Stone - Cech 紧致化则是 X 的极大紧 致化. 这里介绍的这种 
紧致化是由 M. Stone 和 E. Cech 于 1937 年各自独立完成的.它在近代分析中有着许多应用， 
但那些都已超出了本书的范围. 

让我们先来回顾以下 定义： 

定义 空间 X 的一个 紧致化 （ compactification)Y 是一个包含 X 的紧致的 Hausdorff 空间， 
以 X 为其子空间，并且使得 x = X 的两个紧致化 A 和：^ 2 是 等价的 （ equivalent )， 若存在 
一 个同莊 /i: Y ! 2 , 使得对于每一个 X 有 /r(a:) 

如果空间 X 有一个紧致化 Y ， 那么 X 必须是完全正则的，因为它是完全正则空间 Y 的子 
空间 • 反之，若 X 是完全正则空间，则 X 至少有一个紧致化.这是因为对于某一个/， X 能 
被嵌人到紧致的 Hausdorff 空间[0，1] ; 中，并且，正如下面的引理所说，任何一个这样的嵌 
人将会给出 X 的一个紧致化： 

引理 38.1 设 X 是一个空间， A : X—Z 是从 A ： 到紧致的 Hausdorff 空间 Z 的一个嵌入. 
则存在 X 的一个相应的紧致化 Y 具有以下 性质： 存在一个嵌入使得 H 在 X 上的限 
制等于 / i , 在不区别等价的两个空间的意义下，紧致化 Y 是唯一确 定的. 

这个空间 Y 称为由嵌人 A 所诱导的紧致化. 

证 给定"，令 X 。为 Z 的子空间 / KX )， Y 。 为它在 Z 中的闭包.于是是一个紧致的 
Hausdorff 空间，并且又。因此 Y 。 就是 X 。的一个紧致化. 

现在我们来构造一个包含 X 的空间 Y ， 使得空间偶对（ X ， Y ) 同胚于空间偶对（ X 。， Y 。）. 
选择与 X 无交的一个集合 A ， 以及 A 与 A — X 。 之间的一个——对应 A : A -^ Y 0 - Xo . 定义 
Y = XUA ， 并且定义——对应 Y — I 7 。为 

H ( x ) — h ( x ) , 对于 x 6" X ， 

H ( a ) = k { a ) , 对于 a 6 A . 

赋予 Y 一个拓扑，使得 L 7 是 Y 的一个开集当且仅当 H ( t /) 是的一个开集.映射 H 当然是 
一个 同胚； 而且空间 X 是 Y 的一个子空间，因为当 H 限制在 Y 的子集 X 上时，等于同胚仏 
通过扩大 H 的值域，我们便得到了所求的从 Y 到2的一个嵌人. 

现在假设 Y ( 是久的一个紧致化，嵌人 Y ,— Z 是 / i 的扩张， i = l , 2 . 于是 ff , 将 X 映 
射到/1(；0 =又。上.因为是连续的，所以它将 K 映射到 X 。 中； 又因为包含着 X 。 
并且还是闭的（因为是紧致的），所以包含着 X。. 因此 H,(Y,)=X 。， 并且 Hr 匕印定 
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义了从 y , 到 h 的一个同胚，并且在 x 上等于恒等映射. ■ 

一般地说，对于一个给定的空间 X ，可以有多种不同的紧致化方法.例如对于开区间乂= 
(0, 1)，可有以下一些紧 致化： 

例1 在 R 2 中取单位圆周 S 1 ， 令映射 / I : (0， D — S 1 为 

h{t) = (cos27rf) X (sin27ti). 

嵌入诱导的紧致化等价于 X 的单点紧致化. ■ 

例 2设 Y 为空间[0, 1]. 则 Y 是 X 的一个紧致化，它是由“在（0, 1) 的两端各加上一 
点”而得到的. ■ 

例 3考虑 R 2 中单位方形[—1， I ] 2 ,令映射 h (0, 1)— [―1， I ] 2 为 

h ( x ) = x X sin ( l / x ). 

空间为拓扑学家的正弦曲线（见第24节例 7). 嵌入/ I 所产生的 （0, 1) 的紧致化与前 
面两个完全不同，它是由在(0, 1) 的右端加上一点，在左端加上一条线段而得到的. ■ 

紧致化研究中的一个基本问 题是： 

如果 y 是 X 的一个紧致化，那么在什么条件下，定义在 X 上的一个连续实值函数/ 

可以连续地扩张到 y 上？ 

函数/如果能够扩张，则它必是有界的，因为它的扩张将紧致空间 Y 映入 R 中，因而是有 
界的.但是，有界性一般说来并不充分，考虑下面的 例子： 

例4 设 X =(0, 1)，考虑例1中给出的 X 的单点紧致化.有界连续函数/: (0, 1)— R 可 
以扩张到这个紧致化上的充分必要条件是极限 

lim fix ) 和 lim fix ) 

x - ►O-)- x - M — 

存在并且相等. 

对于例2中给出的 X 的“两点紧致化”函数/可以扩张的充分必要条件是上述两个极限都 
存在. 

例 3 中的紧致化，对于一类更广泛的函数都存在扩张.容易看到，如果上面两个极限都存 
在，则/可以扩张.但是，函数 /(： r )= S in ( l /: c ) 也可以扩张到这个紧致 化上： 令 H 是从 Y 到 
R 2 中的嵌人，在子空间 X 上它等于/ I ，则复合映射 

Y — 

就是所要求的/的扩张：因为如果: rex ， 则(: c )= iX S i n ( l /： c )， 于是; ^(只(1))= 

sin ( l / x ). ■ 

关于最后这个紧致化，有一点非常重要，为了得到它，我们选择一个嵌入 

/ i ：(0, l ) ― ^ R 2 ， 

其分量函数是: r 及 sin ( l /： r ). 这时我们发现，函数 x 和 sin ( l /: c ) 都能扩张到 X 的紧致化上. 
这对于我们很有启发，如果在（0, 1) 上定义了连续有界函数构成的族，我们可用它们作为从 
(0, 1) 到 F 中的一个嵌人(对于某一个/)，从而得到一个紧致化，使上述族中每一个函数都 
可以扩张. 
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这一思想是 Stone - Cech 紧致化中的主要思想，陈述 如下： 

定理 38.2 设 X 是完全正则空间.则存在 X 的一个紧致化 Y 满足 条件： 对于每一个有界 
连续函数都可以唯一地扩张为从 Y 到 IR 的一个连续 函数. 

证设彳 Aho 是 X 上所有有界连续实值函数所构成的族，以 J 为其指标集.对于每一个 
a6 /, 选取 R 中一个包含 / a ( X ) 的闭区间忍.为了确定起见，选取 

L = [inf/ Q (X) ,sup/ a (X)]. 


然后定义 /i: x— XT L 为 

at J 

h(x) = (/ a (*r)) aeJ . 

根据 Tychonoff 定理， IlJ fl 是紧致的.由于 X 是完全正则的，函数族 {/ J 分离 X 中的点和 
闭集.因此根据定理 34. 2, / i 是一个嵌人. 

设 Y 是由嵌人 A 所诱导的紧致化.则存在一个嵌人 Y^UL ,它在 Y 的子空间 X 上的 
限制就是 / i . 给定 X 上的一个连续有界实值函数/,我们指出它可以扩充到 Y 上.因为函数/ 
属于族所以存在指标々使得/等于/& 设％: 1^—々为投射，则连续映射％。 
就是所要求的/的扩张.这是因为，如果: r 6 X ， 则有 

扩张的唯一性是以下引理的一个推论， ■ 

引理 38. 3 设 ACZX ， /: A -* Z 是从 A 到 Hausdorff 空间 Z 中的一个连续映射.则最多 
存在/的一个连续扩张 A — Z . 

证这个引理曾在第18节中作为习题出现过，我们在这里给出证明.假定 X 是 
/的两个不同的扩张，选择* r 使得关 〆 U ). 令1/和 LT 分别为 g ( x ) 和 〆 （: r ) 的无交的邻 
域，选取: r 的邻域 V ,使得 g ( V ) 匚1/ 并且， （ V )匚 L /. 于是 V 与 A 交于某一点 V ，从而 
g ( y )^ U , g f iy )^ U r t 但是，由于: y 6 A ， 所以 g (： y ) =/(: y ) 及 〆 （: y ) = /(： y ). 这就与 U 及 U 7 
无交矛盾. ■ 

定理 38.4 设 X 是一个完全正则空间， Y 是 X 的一个紧致化，它满足定理 38.2 所说的扩 
张条件.给定从 X 到紧致 Hausdorff 空间 C 中的任意一个连续映射/: X ^ C , 则/可以唯一 
扩张为一个连续映射 g : Y ^ C . 

证注意，由于 C 是完全正则的，所以对于某一个/，它可以嵌人到[0，1] ; 中.于是， 
我们总可以假定 CC [0, 1]\映射/的每一个分支函 数八是 X 上的连续实值有界函数.根据 
假设， A 可以扩张为从 Y 到 R 的一个连续映射仏.定义跤/为尽（: v ) = ( A ( 30h e/ ， 我 
们说映射 g 是连续的，因为 R 7 有积拓扑.实际上 g 确实将 Y 映到 R /的 子空间 C 中.因为根据 
g 的连续性，有 

g(Y) = g(x) 匚 ^Uo = TOO 匚 c = c, 

因此， g 就是所求的 / 的扩张. ■ 

定理 38.5 设 X 是一个完全正则空间.若 I 和1" 2 是入的两个紧致化，具有定理 38.2 
的扩张性质，则 Y ! 和 等价 • 

证考虑内射 j 2: X ^ Y 2 , 它是 X 到紧致的 Hausdorff 空间 Y 2 的一个连续映射.因为 R 
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具有扩张性质，由前述定理，我们可以把扩张为一个连续映射/ 2: y ^ y 2 . 类似地，可以 
把内射 x - y 1 扩张为一个连续映射/ 1: (因为具有扩张性质，而且1是一个紧 

致的 Hausdorff 空间）. 

x q y x x c r 2 

h '， /h ' 

Y 2 Yi 

复合函数，。 / 2: A 具有以下 性质： 对于每一个 xex ， fAfzU ^- x . 因此 

y \ 。/ 2 是恒等映射 Zx: X— X 的一个连续扩张，但是 Yi 上的恒等映射也是 G 的一个连续扩 
张，按照扩张的唯一性（引理 38. 3)， 力。 / 2 必然等于 K 上的恒等映射.类似地，/ 2 。 ，必 
然等于 K 上的恒等映射.因此，兄与/ 2 是同胚. ■ 

定义 对于每一个完全正则空间 X ，取 X 的满足定理 38.2 中扩张条件的一个紧致化.记 
X 的这一个紧致化为 JKX ) ， 并且称之为 X 的 Stone-Cech 紧致化 （ Stone~Cech compactification ). 它 
的一个重要性质 就是： 从 X 映到一个紧致的 Hausdorff 空间的任意一个连续映射/: X — C 有 
唯一的一个连续映射 C 为它的扩张. 

习题 

1. 证明例4中的论断. 

2 . 证明： 用 g (： r ) = COS ( lAr ) 定义的有界连续函数(0 ， 1)— R 不能扩张到例3中的紧致化. 
定义一个嵌人 / i : (0，1)—[0， I ] 3 ,使得函数 x 、 sinU / z ) 及 cos ( l /: r ) 都能扩张到由 A 所诱 
导的紧致化上去. 

3 - 在什么条件下，可度量化空间有一个可度量化的紧致化？ 

4. 设 Y 是 X 的任意一个紧致化， p ( X ) 是 Stone - Cech 紧致化.证明存在一个满的连续闭映射 
g : 汛 X )— Y ， 使得在 X 上它等于恒等映射. 

[这个习题清楚地说明 〆X )是 X 的“极大”紧致化.于是， X 的每一个紧致化都等价于 /3( X ) 
的一个商空间 .] 

5. U ) 证明： 定义在上的每一个连续实值函数是“终于常数 ”的. [提 示： 首先证明，对于每 

一个£，存在士的一个元素 a 使得对于所有的 /?> a ，有 | /(^)~/( a ) | < e . 然后，对 

于 ”62+令 e = 丄，再考虑相应点 a „.: 

71 

Cb ) 证明： 的单点紧致化和 Ston ^ Cech 紧致化是等价的. 

( c ) 证明心的每一个紧致化等价于单点紧致化. 

6 •设 X 是一个完全正则空间. 证明： X 是连通的当且仅当 MX ) 是连通的.[提 示： 如果 X = 
AUB 为 X 的一个分割，则对于 x6A ， 令 /( x ) = 0; 对于 xeB ， 令 /( x ) = l .] 

7. 设 X 是一个离散空间，考虑 空间卢 ( X ). 

( a ) 证明： 若 ACX ， 则 A 与是无交的，其中闭包是在 〆X )求取的 • 

( b ) 证明： 若[/是的一个开集，则0 是的一个开集. 

( c ) 证明： 汛; O 是全不连通的. 
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8 . 证明： #( Z + ) 的基数不小于的基数，其中 j =[ o ， 1 ]. [提 示： 广有可数稠密子集 .] 


9. ( a ) 设 X 是正规的， y 是— X 的一个点.证明 y 不是 X 中点的一个序列的极限. 

( b ) 证明： 若 X 是完全正则的但不是紧致的，则扒 X )不是可度量化的. 

10. 对于每一个完全正则的空间 X 与它的 Stone - Cech 紧致化汛 X )，我们已经建立了一个对应 
X -/?( X ). 现在对于完全正则空间之间的每一个连续映射/: X - Y , 指派映射 i 。/ 的唯 
一连续扩张 〆/): /9(X) ， 9(Y) 与其对应，其中是 内射. 验证以下 结论： 

( i ) 若 l x: X — X 是恒等映射，则辦 lx ) 是 / KX ) 上的恒等映射. 

(ii) 若/: X ^ YR gi Y—Z, 则趴容。 /)=/3( 发） 。 〆 /). 

这些性质说明我们所构造的这个对应就是所谓的函子 （ functor )， 它是从完全正则空间 
和这类空间上连续映射的“范畴”，到紧致的 Hausdorff 空间和其上连续映射的“范畴”的 
一个 函子. 在本书的第二部分中你将还会看到这些 性质； 它们是代数学和代数拓扑学 
的基础. 
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什么样的拓扑空间是可度量化的呢？第 4 章中的 Urysohn 度量化定理朝着解决这个问题的 
方向迈出了第一步，也是一大步，给出了空间 X 可以度量化的一个充分 条件： X 是正则的， 
并且具有可数基.但是只要能证得一个更强的结论，数学家们就决不会满足于已有的这个定 
理.现在，人们有希望通过在 X 上寻找一个使 X 可度量化的充分必要条件，即与可度量性等 
价的条件来强化这个定理. 

我们知道，在 Urysohn 度量化定理中正则性的假定是必要的，而可数基的条件却不是. 
于是一个很自然的想法就是用一些较弱的条件取代可数基条件.寻找这样的条件需要一些技 
巧.因为这个条件一方面要强到足以得出空间的可度量性，另一方面又要弱到使每一个可度量 
化空间都能满足它.但是，难就难在如何发现正确的假设，一旦发现了正确的假设，离成功也 
就为期不远了. 

这个条件终于被 J. Nagata 和 Y. Smirnov 各自独立找到了，其中涉及到一个新概念，即 
局部有限性概念.空间 X 的一个子集族 A 称为 局部有限的， 指的是在 X 的每一点处有一个邻 
域只和 A 中有限多个成员相交. 

我们现在可以把基忠可数这个条件说成 S 可以表为 

£ = U Bn, 

Z + 

其中每一 个族虱 是有限的.这是一个笨拙的表达方式，但是它启发我们怎样去表达一个较弱 
的情形， Nagata-Smirnov 条件就是要求 基忠可 以表示成以下形式 

«ez + 

其中每一个族忠„是 局部有 限的.这样的族忠称 为可数局部有 限的.出人意外的是这个条件加 
上正则性正好是 X 可度量化的充分必要条件. 

拓扑学中还有一个概念涉及局部有限性，这就是所谓“仿紧致性”的概念，它是紧致性概念 
的一个推广.尽管这一概念的出现并不很久，但已经在许多数学分支上被证明是有用的.我们 
在这里引人它，是为了给出 X 可度量化的另一个充分必要条件，即 X 是可度量化的当且仅当 
X 既是仿紧致的又是局部可度量化的.在第42节中将证明这个结论. 

本章有些节之间是彼此独立的，它们之间的依从关系如下表 所示： 
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Nagata-Sm imov 度量化定理 
仿紧致性 

Smirnov 度量化定理 
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39 局部有限性 

在本节中，我们证明局部有限族的一些性质以及关于可度量化空间的一个关键性 引理. 

定义 设 X 是一个拓扑空间. X 的一个子集族為称 为局部有限的 （locally finite )， 若 X 中 

的每一点都存在一个邻域只与扁的有限多个成员相交. 

例 1可以验证，在拓扑空间 R 中，区间族 

A = {( n 9 n + 2 ) I n Z } 

是局部有限的.另一方面，族 

= {( 0 , 1 / 72 ) I n G Z + } 

在(0, 1) 中是局部有限的，但在 R 中却不是.同样，族 

C = { (1/ (?7 + 1) > 1/ n ) I n G Z + } 

也是如此. ■ 

引理 39. 1 设 A 是 X 的一个局部有限的子集族.则 
U )^ 的任意子族是局部有限的. 

( b ) ^ 中 元素的闭包构成的族 S 二 { A } Aej4 是局部有限的. 

(c) A = A. 

证 （ a ) 是显然的.以下证明 （ b ). 注意，与 A 相交的任何开集 L 7 也必然与 A 相交.因此， 
如果17是: r 的一个邻域，它仅与中有限多个成员 A 相交，那么 U 最多只能与族 S 中同样个 
数的成员相交（可能与忠中更少的成员相交，因为即使 A , 与 A 2 不等，瓦与 A 2 相等也是可能 
的） • 

为了证明 （ c )， 令 Y 表示扁的所有成员的并 

1 J A = Y . 

Ae 為 

易见， USeF . 在局部有限的条件下，我们证明相反的包含关系也成立.设: U 是: r 的 
一个邻域，它只 与炅中 有限多个成员 A ! ，…， A a 相交.我们将证明： r 必属于^^ ，…， 瓦中 

的某一个，因而属于 UA . 否则，集合 At - Aa 就是^的一个邻域，它不与 A 中任何 

成员相交，从而不与 Y 相交，这与假设矛盾. ■ 

对于 X 的加标子集族也有与局部有限类似的概念.加标族称为局部有限的加标族 
(locally finite indexed family) , 如果 X 中的每一个元素 x 都存在一个邻域仅和有限多个 A fl 相 

交.局部有限性的这两种叙述之间有什么关系呢？容易看到 { A a } ne; 为局部有限的加标族当且 
仅当作为集族它是局部有限的，并且 X 的每一个非空子集 A 最多只对有限多个《有 A 与 
相等. 

局部有限加标族只会在第41节中处理单位分拆时用到，到时候我们再来关注局部有限加 
标族. 

定义 X 的子集族忠称 为可数局部有限的 （countably locally finite ) ， 若忠可 以表示 成可数 
个局部有限族忠„的并， 
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这一概念也叫做“ r 局部有限”，其中 a 来自测度论，表示“可数并”.注意，可数族和局部 
有限族都是可数局部有限的. 

定义 设為是 X 的子集族， X 的子集族 S 称为兑 的加细 （ refinement ) (或称为加细4)， 
若对于忠中的每一个元素 B ， 存在 扁的一 个元素 A 包含 若忠 中的每一个元素都是开集， 
则称龙是的 开加细 （open refinement ). 若 S 中的每一个元素都是闭集，则称其为為 的闭加 
细 （closed refinement ). 

引理 39.2 设 X 是一个可度量化空间.若為是 X 的一个开覆盖，则存在 X 的可数局部有 
限的开覆盖 S 加细為. 

证 为了证明这个引理，我们要用到良序定理.对于集族必选取一个良序 <，用字母 L /， 
V ， W , …表示 A 的元 素. 

选定 X 的一个 度量. 设〃是一个暂时固定的正整数.给定 A 中的一个元素 U ， 我们定义 
S„(U ) 为 


S n (U) = {x I B(xA/n) Cl 17}. 

它是 U 的一个子集，通过“缩紧” L 7 I /” 的距离得到. （ S n (!7) 是一个闭集，但这一点对于 
我们并不重要 •） 现在，我们用 A 的良序 < 来讨论一个更小的集合.对于兑中的每一个 L /， 
定义 


TJU)= S m (L/)-(J V. 

v<v 

如图 3 9.1所示，其中必由三个集合 LT < V < W 组成.这个图形正好反映出所得到的这些 
集合是无交的. 



图 39. 1 


事实上，可以断言，它们至少被分开了 1/ n 的 距离. 也就是说，如果 V 和砍是為中两个 
不同的元素，那么对于任意 和 : 有 d(x ， y)^l/n, 

为了证明这一事实，设已选定 v < w . 由： ceT „( v )， 可得: res „ ao , 从而 b (: r ， i /«) 匚 v . 
另一方面，因为 VCW ， 并且 yG 7；( W )， 根据的定义 可见: y 贫 V ，于是必 x ， 

然而集合 T „( LJ ) 仍然不是我们想要的，因为它不是开集（实际上它是闭集），所以还需将其 

放大一点，使之成为一个开集 £：„( U ). 特别地，令为 7 ； (U) 的邻域，也就是说 
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仄(⑴是所有开球 B (: r ， 士 )（ 其中: ce 7；( l /)) 的并. 

在 L /< V < W 的假设下，如图 39.2 所示，我们所得到的集合是无交的.事实 h ， 若 V 和 
州是必中不同的两个元素，那么对于任意仏 ( V ) 和 3 ^£ n ( W )， 一定有 JU ， ： y )> l /(3 n ). 
这一结论根据三角不等式容易得到.注意，任意集合 E „( V ) 包含于 V . 



图 39. 2 


现在，我们来定义 

e n = {E n (w \ u e a}, 

我们 断言：艮是一 个局部有限的开集族，并且加细 a . &加细 a 是因为对于每一个 VG A ， 
有再由任意 B ( x , l /(6 n )) 最多与艮中的一个元素相交，可见艮是局部 
有限的. 

当然， 艮 并不是 X 的一个覆盖.（图 39.2 说明了这一点 .） 然而我们可以 断言： 集族 

卜 U 

2 _!_ 

覆盖 X . 

设 xex , 族 A 如前所述是 X 的一个 覆盖. 选取 U 为 A 中包含 X 的第一个集合（按良 
序 <)• 由于 U 是一个开集，所以可以选取适当的 n 使得 B (: c ， l / n )( ZU . 于是，根据定义易 
见 ^ GS „( LO . 因为1/是4中包含 x 的第一个元素， 所以工 € T „( U )， 从而2也属于艮中的元 
素 £„( U ). 证明完成. ■ 

习题 

h 验证例1中的结论. 

2. 找出 R 的一个开覆盖扁，使 得為是 点态有限的，却不是局部有限的.（集族炅称为点态有限 
的，若 R 中的每一个点只属于 A 中的有限多个元素 .） 

3. 试给出一集族>，使得4本身不是局部有限的，但龙 ={A | AG ^ A } 是局部有限的. 

4. 设4是 R 的子集族， 


以下哪个子集族加细兑? 


A ~ {( n，n + 2) | n 6 Z }. 
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<S = {(u + 1) | x G R }， 

C — + 音） « 6 Z ' , 

t £)= l (x’x + 吾 ） x ^ R |, 

5. 证明： 如果 X 有可数基，那么 X 的一个子集族炅是可数局部有限的当且仅当它是可数的. 

6. 在一致拓扑下考察给定 n ， 令乳为 中所有形如 nA f 的子集族，其中，对于 i < n ， 

A^R ；对于其他情形， A ; 等于 {0} 或者 {1}. 证明： 集族5= 是可数局部有限的，却 

既不是可数的，也不是局部有限的. 
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现在我们来证明空间 X 是正则的且存在可数局部有限基就等价于 X 可度量化. 

这些条件蕴涵可度量性的证明，非常接近于我们给出的 Urysohn 度量化定理的第二个证 
明.我们在那个证明中构造了一个从 X 到史的映射，它是关于.的一致度量0的一个嵌人. 
这就使我们想起这个证明的主要步骤.证明的第一步是证明每一个具有可数基的正则空间是正 
规的.第二步是构造 X 上的一个可数的实值函数族{人}，使它能分离点和闭子集.第三步是 
利用函数/；定义一个映射，把 X 嵌入到积 空间 ㉜ 中.第四步是说明，若对任意都有 
/„ U )< l / n ， 那么这个映射实际上是从 X 到度量空间（『， ㈡ 的一个嵌人. 

为了证明一般的度量化定理，这些步骤的每一步都要加以推广.第一，我们证明具有可数 
局部有限基的正则空间是正规的.第二，在 X 上构造某个实值函数族 {/„}. 第三，用这些函 
数把 X 嵌人到积空间中（对某一个 /). 第四步是说明，若函数 / a 充分小，那么实际上它将 
X 嵌人到度量空间 （ R 、 0中. 

在证明之前，我们回顾一下在前面习题中引人的集的概念. 

定义 如果空间 X 的一个子集 A 等于 X 的可数个幵子集的交，则称 A 为 X 中的一个(^ 

集 ( G 5 set ). 

例 1显然， X 的每一个开子集是一个(； 5 集. 在第一可数的 Hausdorff 空间中，每一个单 
点集是一个 G , 集.可以验证，&的单点子集 { fi } 不是 G 集. ■ 

例 2在度量空间 X 中，每一个闭集是一个 G , 集.给定 ACIX ， 用 LKA ， e ) 表示 A 的 
e - 邻域.可以验证，若 A 是闭集，则有 

A =「1 LT ( A , l / n ). ■ 

Z + 

引理 40.1 设 A ： 是一个正则空间并且具有一个可数局部有限基则 X 是正规的， 并且 
X 中每一个闭集都是 X 的一个 G , 集. 

证 第一步 • 设 W 是 X 的一个开集，我们将证明存在 X 的开集的一个可数族{[/„}，使得 

W = u 汰 a . 

因为 S 是 X 的一个可数局部有限基，所以可以写成 £= U 乳，其中每一个族乳都是局 
部有 限的. 设 e ■是 s 中满足并且 sew 的那些元素 b 构成的族.那么 e „ 是局部有限 
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的，因为它是£«的子集的一个族.定义 

a = (J b ， 

Bee 

n 

那么1/„是开集，并且根据引理 39. 1， 

V n ^\J B. 

B€C 

n 

因此 u n czw , 从而 

我们断言等号成立.给定: rew ， 由正则性可见，存在 B 6£ 使得和 BCZW . 现在，对 
某一个 "有召 e 風.根据定义可见，所以于是 wc = uu „. 

第二步.我们证明 X 的每一个闭集 C 都是 Ge 集.给定闭集 C ， 令 W = X — C . 由第一步 
知，存在 x 中的集合11/„，使得 ua . 于是 

C = f] (X-OJ, 

即 C 等于 X 中可数个开集的交. 

第 三步. 证明 X 是正规的.设 C 和 D 为 X 中两个无交的闭集.对于开集 X — D 应用第一 
步构造一个可数开集族{[/„}，使得 UK 二 = D . 于是覆盖 C ， 并且每一个辽都 
与 D 无交.类似地，存在 D 的可数开覆盖并且每一个 R 的闭包也与 C 无交. 

现在我们再来回顾关于具有可数基的正则空间是正规的空间的证明（定理 32. 1)，这里可 
以一 字不变 地重新陈述那个证明.令 

U f n = U. ，- \J VJ = v n -\J 

i=l 

则集合 


a 二 U u 代 

Z 十 Z+ 

是分别包含 C 和 D 的无交的开集. ■ 

引理 40.2 设 X 是一个正规空间， A 是 X 的一个闭的 G 5 子集. 则存在连续函数/: X — 
[0， 1]，使得当时有 /(1) = 0 ; 当： c 钇 A 时有 /(工）>0. 

证在第 33 节中曾将此命题作为练习给出，在这里我们给出证明.设 A 为可数个开集 U n 
的交， nGZ + . 对于每一个 n ， 选取一个连续函数/„: X —[0, 1]，使得当时， fAx ) = 
0，当： rex — 时八 （ x ) = l .①定义函数 /(： r ) = S /； a )/2' 通过与 S 1/2" 比较可见，这个 
序列是一致收敛的，所以/是连续的，并且在 A 上取值为0，在 X — A 上取正值. _ 

定理 40. 3[ Nagata-Smirnov 度量 化定理 （ Nagata-Smirnov metrization theorem )] 空间 X 
是可度量化的当且仅当 X 是正则的并且有一个可数局部有限基. 

证 第一步，设 X 是正则的并且有一个可数局部有限基忠，则 X 是正规的，并且 X 的每 
一个闭子集是一个 G , 集.对于某—个/，下面我们将把 X 嵌人到度量空间 （ R \ ㈡ 中，从而 
说明 X 是可度量化的. 


①原文此处误将 / n (: c ) 写作 /(: r ). ——译者注 
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设 S = U 丑>，其中每一个集族是局部有限的.对于每一个正整数 n 和况中的任意一 
个基元素 B ， 选取一个连续函数 

fn.B ： ^ *"[ 0 ， 1 / 找]， 

使得对任意有 /„, B (: r )>0, 对于: 有人 , B U )=0. 于是，函数族分离 X 中的 
点和 闭集： 因为对于任意给定的点： c Q 和 x 。 的一个邻域 C /， 都存在一个基元素 B ， 使得： c D e 
并且对某一个 n 有5 6忠„，从 而人』 U Q )>0, 并且在 L 7 的补集上取零值. 

设 J 是 Z + XS 的一个子集，它由满足的所有偶对 U ， B ) 组成.定义 

f ： x — -[ oay 

为 

F(x) = (/„,B(^))c n ,B)ej- 

根据定理34.2,相对于[0，1] ; 的积拓扑而言，映射 F 是一个嵌入. 

现在我们在[0, 上取由一致度量^所诱导的拓扑，并且证明相对于这个拓扑， F 也是 

一个嵌人.这便是需要条件 /„, B U )< l /« 的地方.一致拓扑是比积拓扑更细（大）的，因此， 
相对于一致度量，映射 F 是单射，并且将 X 中的开集变成像空间 Z = F ( X ) 的开集.我们只要 
再证明 F 连续就够了. 

注意，在 R 7 的子空间[0, IT 上，一致度量等价于度量 

p((x a ) Ay a )) = sup { \ x a — y a | } . 

为了证明连续性，我们取定 X 的一个 点〜和 一个数 e >0, 并取定心的一个邻域 W ， 使得 

x ^ W ==^ p(F(x) ,F(x 0 )) <C e. 

暂时固定 n ， 选取 A 的一个邻域 R ， 使得它只与族乳中的有限多个成员相交.这就是 
说，当 B 在風 1 上变动时，函数除了有限多个以外其他的在 L /„ 上都恒等于 0. 因为每一个 
函数人』是连续的，所以我们可以选取: c Q 的一个邻域包含于 R ， 并且在 R 上，当 Be 乳 
时，每一个保留下来的函 数人, ^最多改变 

对于每一个 tzGZ + 选择: r 。 的上述邻域 V „， 然后选取 iV ， 使得 l / N < e /2, 并且定义说= 
wn … riV N . 可以断言， W 就是所要求的&的那个邻域.令 xew . 如果 n < iV ， 因为函数 
入^在 W 上或者恒等于0,或者最多改变 e /2, 所以 

I 八， “ 工） 一 尺 “ 工 0 ) I < e/2. 

如果 《> N ， 因为/^把叉映人[0, 1/ n ] 中，所以 

I f n ， B ( 工）一 A,b(x 0 ) | ^ 1/n < e/2. 

综上，最后得到 

p(F(x) ， F(x 0 )) < e/2 〈 e. 

第二步 • 现在我们来证明定理的另一方面.设 X 是可度量化的.易见 X 是正则的.以下 
将证明 X 有可数局部有限基. 

选取 X 的一个 度量. 给定 m , 用人》表示所有半径为 1/ m 的开球构成的 X 的开覆盖.根 
据引理 39 .2可见，存在 X 的一个可数局部有限的开覆盖忠 m 加细注意汸 m 中的每一个元 

素的直径最多为 2/ m . 令忠 = (J 因为每一个&„是可数局部有限的，所 以忠也 是可数 

Z _|_ 
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局部有限的.我们来证明 S 是 X 的一个基. 

给定: rGX 和 e >0， 下面将证明存在龙，使得: rGB 并且5匚£(1， e ). 先选取 m ， 使 
得满足 l / m < e /2. 由于覆盖 X ，可以选取風„中的一个元素 B ， 使得： rGB . 从而由： tGB 
和 B 的直径最多为 2/ m < e 可见 S 包含于 fi ( x ， e ). ■ 

习题 

1. 验证例1和例 2. 

2. X 的子集 W 称为一个 F , 集，若它等于 X 的可数个闭子集的并.证明 W 是 X 中的一个厂 
集当且仅当 X — W 是 X 的(^集. 

[这一术语源于 法语. “ F ” 代表 “ fermf , 意为“闭集”， “ a ” 代表 “ somme ” ，意为“并” .] 

3- 许多空间都有可数基，但：^空间没有局部有限基，除非它是离散的.试证明这一命题. 

4. 找一个非离散的空间，它有可数局部有限基，却没有可数基. 

5. X 的子集族 A 称为 局部离散的 （locally discrete )， 若对 X 中的每一个点都存在它的一个邻域 
最多只与 eA 中一个兀素相交.集族 < S 称为可 数局部离散的 （countably locally discrete ) (或 cr 
局部离散的），若它等于可数个局部离散的集族的并.证明下述 命题： 

定理 （ Bing 可度量定理）一个空间 X 是可度量化的当且仅当它是正则的并且有一可数局部 
离散基， 

41仿紧致性 

仿紧致性概念是近年来出现的，它是紧致性概念的一种最有用的推广，特别是在拓扑学和 

微分几何中很有用.这里，我们只给出它的一个应用，这就是在下一节将要证明的度量化 
定理. 

我们熟悉的许多空间都是仿紧致的.例如，每一个紧致空间都是仿紧致的，这一点可从定 
义直接推得.每一个可度量化空间也是仿紧致的，这就是我们将要证明的 A . H . Stone 推出 
的 定理. 这样，仿紧致空间就包含了我们已讨论过的两类重要空间，同时，它也包含其他的一 
些空间. 

为了搞清楚仿紧致性是怎样由紧致性推广而来的，我们回忆一下紧致性的 定义： 一 个空间 
入称为紧致的，如果 X 的每一个开覆盖包含一个覆盖 X 的有限子族 • 等价地说 就是： 

一 个空间 X 是紧致的，如果 X 的任意一个开覆盖扁有有限的开加细龙覆盖 X . 

这个定义与通常的定义等价，因为给定了这样的加细 S 之后，我们就可以对迟中每一个 
成员选取 A 的一个成员包含它，于是就得到了 A 的一个覆盖 X 的有限子族. 

紧致性这种新的说法虽然比较繁琐，但是它蕴涵着一种推广的契机. 

定义 空间 X 称为仿 紧致的 （ paracompact )， 如果 X 的任意一个开覆盖為有一个覆盖 X 
的局部有限的开加细 

许多作者仿照 Bourbaki ，在仿紧致性的定义中也要求 X 是一个 Hausdorff 空间， 
( Bourbaki 在紧致的定义中要求了 Hausdorff 条件）这里我们不遵循这一方式， 
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例 1 空间 R n 是仿紧 致的.令 X 二 R n . 设為是 X 的一个开覆盖.令执=0，对于任意正 
整数 m ， ^^表示球心是坐标原点、半径为 m 的开球.给定 m ， 选取 A 的有限多个元素覆盖 
并且都和开集 x — Smi 相交. se m 表示这有限多个开集族，那么族 e = u e m 就是 扁的一 
个加细.显然 (? 是局部有限的.因为开集只与其中有限多个元素相交（即& u … U e m 中 
的元素）.最后， e 覆盖 X . 因为对于任意给定: T ， 设 / n 是满足:的最小整数，根据定义 
可见，： r 属于中的某一个元素. _ 

仿紧致空间的某些性质类似于紧致空间的某些性质.例如，仿紧致空间的子空间未必仿紧 
致，但闭子空间一定是仿紧致的.仿紧致的 Hatisdorff 空间必定是正规的.另一方面，仿紧致 
空间也有与紧致空间不同的地方，特别是两个仿紧致空间的积未必再是仿紧致的.稍后，我们 
将证明这一事实. 

定理 41.1 每一个仿紧致的 Hausdorff 空间 X 是正规的. 

证这一证明类似于紧致的 Hausdorff 空间是正规空间的证明. 

首先证明正则性.设 a 是空间 X 的一个点， B 是不包含点《的一个闭子集.根据 Hausdorff 
条件，对于 B 中的任意点6,可以选取包含6的一个开集使它的闭包仍然不包含点&这 
些开集和开集 X — B —起构成了 X 的一个覆盖，取 X 的一个局部有限开加细 e 覆盖 X . 将 
C 中所有与 B 相交的成员组成的子族记为幻，则 D 覆盖 B . 进而，如果则5不包含 
点 a ， 因为 D 与 B 相交，所以它必定在某一个集合 LA 中，而仏的闭包不包含 a 点.令 

V = U D . 

D6 幻 

则 V 是 X 中包含 B 的开集，又因 5) 是局部有限的， 

oei) 

从而 V 也不包含点 a ， 正则性得证. 

为了证明正规性，我们只须重复上面的论证，用闭集 A 代替点《，用正则性代替 
Hausdorff 条件就 行了. ■ 

定理 41. 2 仿紧致空间的每一个闭子空间是仿紧致的. 

证设 Y 是仿紧致空间 X 的一个闭子空间， A 是由 Y 中开集组成的 Y 的一个覆盖.对于 
每一个 A 6 必， 选取 X 的一个幵集 A '， 使得 AY 1 Y = A . 所有开集 A /连 同开集—起构 
成 X 的一个覆盖，同时，设涊是 X 的局部有限开覆盖，并且忠加细这一覆盖，于是，族 

e^= {b f]Y I b e £) 

就是所要求的 A 的局部有限幵加细. ■ 

例 2 Hausdorff 空间 X 的仿紧致子空间未必是 X 的闭集. 事实上，开区间（0， 1) 是仿紧 
致的，因为它 同胚于 S ， 但它却不是 R 中的闭子集. _ 

例 3 仿紧致空间的子空间未必是仿紧致的. 空间是紧致的，因此是仿紧致的. 
但是子空间却不是仿紧致的，因为它是 Hausdorff 的，却不是正规的. ■ 

为了证明每一个可度量化空间都是仿紧致的这个重要定理，我们还需要下面这一引理，它 
由 E . Michael 给出，并可用于其他目的. 
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引理 41.3 设X是一个正则空间.则加在X上的下列条件等 价①： X的每一个开覆盖有 
一个加细，它是 

(1) X 的一个开覆盖，并且是可数局部有限的. 

(2) X 的一个覆盖，并且是局部有限的. 

(3) X 的一个闭覆盖，并且是局部有限的， 

(4) X 的一个开覆盖，并且是局部有限的. 

证（4)=>(1)是显然的，对于我们打算证明的定理而言，需要证明的是它的逆命题.为 
此，我们要通过（1)>(2)^(3)^>(4)这样的步骤来做.为方便起见，我们已将相应的条件列在 
引理的条文中了. 

(1)=>(2).设為是义的一个开覆盖， S 是為的一个可数局部有限的开加细，并且覆盖 

t 

X. 令 

£ = U 乳， 

其中每一个忠都是局部有限的. 

现在我们利用与以前用过的收缩法基本相同的方法，从不同的忠„作出一些两两无交的集 
合.给定；，令 


V , -=\J U , 
ues 

i 

再对于每一个 nGZ +和忍^ 的每一个成员 U， 定义 

SAU ) = U-\J V,, 

[注意 S„(LJ) 不一定是开的，也不一定是闭的 .] 令 n 

c„ = {saw I u e £«}* 

则是虱的一个加细，因为对于每一个 ue 忠„， s n cu)ciu t 

令 e= u e„. 可以断言 e 就是所要求的扃的局部有限加细，并且覆盖 x. 

设: r 是 x 的一个点，我们要证明I落人 e 的某一个元素中，并且 x 有一个邻域，只与 e 
中的有限多个元素 相交. 考虑覆盖 s= u 乳，令 n 为满足以下条件的那个最小的整 数：在 
cS/V 中存在某元素包含着 X. 设 LT 是忍〃中包含着X的一个元素.首先注意， 对于 i < N ， : T 不 
属于岛 的任何元素，所以1在 e 的元素 S/L/) 中. 其次，因为每一个族乳是局部有限的，所 
以对于每一个72=1 ，…， iV 选取: r 的邻域 W„， 使它仅和中的有限多个成员相交.如果 
与乳 的成员相交，那么它也必与中的成员 v 相交，因为 s„(v)czv . 因此仅和 

的有限多个成员 相交. 此外，因为 u 在中，所以对于”>]^，1/不与的任何成员相 
交.于是: T 的邻域 

Wi n 灰 2 n … n n u 

仅与 e 的有限多个成员相交. 

(2)^(3). 设扃是 X的一个开覆盖，忠是X所有满足以下条件的开集1/构成的集族： D 


①这里的等价性应当这样 理解； X 的每一个开覆盖有一个满足条件 （1) 的加细当且仅当 X 的每一个开覆盖有一个满 
足条件 （2) 的加细，等等，——译者注 
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包含在為的一个元素之中.由正则性可见 s 覆盖 x . 再应用（2)，可以找到 x 的一个覆盖 e 加 
细忠，并且 e 是局部有限的.令 

s>= {c\cee}. 

则沿也覆盖 X . 根据引理 39. 1可见 5) 是局部有限的，并且加 细乂. 

(3)^(4). 设4是久的一个开覆盖.根据（3)，选取 <8为 X 的一个局部有限的覆盖并且 
加细(如果愿意的话，也可以取忠为闭加细，但这不是必要的 .） 我们希望将龙的每一个元 
素 B 稍加扩大，使之成为一个开集.此外，还要把这种扩大做得充分小，使得所得出的开集 
族仍然是局部有限的，并且仍然是4的加细. 

这一步包含着一个新的技巧.前面多次采用的办法都是先按照某种方式将集合排序，再用 
减掉前面所有集合的办法构造新集合.那种办法是缩小集合，而现在要扩大这些集合，我们必 
须要有不同的做法.我们将引进 X 的一个局部有限闭覆盖 C 作为辅助，然后再用它扩大忠的 
成员. 

对于 X 的每一点: r , 存在 x 的一个邻域仅与 S 的有限多个成员相交.那么所有满足仅与 
忠的有限多个成员相交这一条件的开集构成的族是 X 的一个开覆盖.再应用（3)，设 C 是这个 
覆盖的一个闭加细，它覆盖 X ，并且是局部有限的.于是 e 的每一个成员也仅与 涊的有 限多个 
成员相交. 

对于£的每一个成员 B ， 令 

e ⑻= {c | c e e 和 cc x — B ). 

然后定义 

E(B) = x- \J C . 

cee(B) 

因为 e 是一个局部有限的闭集族，根据引理39.1， e 的任意子族的成员之并仍然是闭集，因 
此，集合 £：( B ) 是 开集. 此外，按定义， BCE(B). (如图41_1所示，其中忠的成员表示为闭 
圆域及线段，而 e 的成员表示为闭正方形区域 .） 



图 41. 1 
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现在我们可能把每一个£扩得太大，集族可能不是义的加细了.但这是容易弥补 
的.对于每一个可以选取4中包含 B 的成员 F ( B ). 然后定义 

£>= { E ( B ) fl F ( B ) I B 6 

那么集族 5) 便是的一个 加细. 因为并且 迟覆盖 X ， 所以 5) 也覆盖 X . 

最后，我们证明幻是局部有 限的. 给定 X 的一个点: r ， 选取: r 的邻域 W ， 使得它只与 e 
的有限多个成员，比如说 G ，…， G 相交.下证 W 只与公中有限多个元素相交.因为 e 是 X 
的一个覆盖，故说被匕，…， g 所覆盖.由此只需说明 e 中的每一个成员 c 仅与刃 中有限 
多个成员 相交. 若 c 与集合 E ( B ) nF ( B ) 相交，则 C 与 E ( B ) 相交.根据 £( B ) 的定义， C 不 
可能含在 X — B 中，从而它必与 B 相交 • 因为 C 仅与忠中有限多个元素相交，因此它最多与 
幻中同样多个集合相交. ■ 

定理 41.4 每一个可度量化空间都是仿紧致的. 

证 设 X 是一个可度量化空间，根据引理 39.2 可见， X 的每一个开覆盖有 X 的一个 
可数局部有限的开覆盖加细它，前述引理蕴涵着开覆盖 A 有覆盖 X 的一个局部有限的开加细. 

■ 

定理 4 1. 5 每一个正则的 Lindel 6 f 空间是仿紧致的. 

证 设 X 是正则的 LindeRjf 空间. 给定 X 的一个开覆盖扁，那么它有一个可数子族覆盖 
X ，这个可数子族当然是可数局部有限的.由前述引理可见，為有局部有限的开加细覆盖 X . ■ 
例4 两个仿紧致空间的积未必是仿紧 致的.空间 R , 是仿紧致的， 因 为它是正则的 
LindelM 空间. 但 R， X 却不是仿紧致的，因为它是一■个 Hausdorff 空间但不是正规的. ■ 

例 5 空间]^在积拓扑和一致拓扑下都是仿紧 致的. 这是因为在这些拓扑下， W 都是可度 
量化的.在箱拓扑下.是否是仿紧致的并不知道.（见第32节习题 5.) ■ 

例6 若 J 是不可数的，那么枳空间 彭 就不是仿紧致的. 因为] ^是 Hausdorff 的却不是正 

规的. ■ 

仿紧致空间具有很多有用的性质，其中一条就被用来处理空间 X 上单位分拆的存在性. 
对于这个概念，其有限情形下的表达形式我们已在第36节中提到过，现在我们来讨论更一般 
的 情况. 先来回顾一个 概念： 设 h X — R ， 那么0的支撑就是所有满足 #(： c ) 关0的点： r 构成 
的集合的闭包. 

定义 设是 X 的一个加标开覆盖. 一 个加标的连续函数族 

九: X — ^[0，1] 

称为 X 的由 { U a } 所控制的一 个单位分拆 （partition of unity ) ，若： 

(1) 对于每一个 a ， 九的支撑包含于 

(2) 加标族{九的支撑}是局部有限的. 

(3) 对于每一个: T ， 2 么（: c ) = l . 

条件 (2) 蕴 涵着： 每一个都有一个邻域，除了有限多个《外，其他的九在此邻域上 
取值都为 0. 因此我们可以明白条件（ 3 )中“取和”的意思了.我们解释这些是为了说明“和”是 
对那些不为0的九 （ x ) 求取的. 
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我们现在来构造任意一个仿紧致的 Hausdorff 空间上的单位分拆.正如在第36节中处理 

有限的情形那样，我们先来证明一个“收缩引理 

‘引理 41.6 设 X 是仿紧致的 Hausdorff 空间， X 的加标开覆盖.那么存在 X 

的一个局部有限的加标开覆盖 { R } ae ;， 使得对于每一个《，有％匚 l / Q . 

对于每一个 a 有 tC = U fl ， 这一条件有时也被表 述为： 集族 { R } 是集族 { U a } 的精加细 

(precise refinement ). 

证令4为所有那些开集 A 的族，要求这些开集 A 满足 条件： A 包含于族 { UJ 的某一个 
元素之中.根据 X 的正则性可见， 兑是 X 的一个 覆盖. 因为 X 是仿紧致的，所以可以找到 X 
的一个局部有限的开覆盖忠加细我们用某一个指标集 K 来一一地给忠加标，这样 S 中的 
成员就可以表示为 B #， 吟 K ， 并且是一个局部有限的加标族.因为 S 加细扁，我们可 
以定义映射/: K — J ， 使得对于每一个 /3 GK ， /(^) G J ,使得 

Cl U ， (阶. 

对于每一个 a ej ， 我们定义为集族 

J8 D — {B^ | = a} 

中成员的并.（注意，如果没有指标戸使得 /( i 3) = a ， V . 便是空集 .） 对于发的每一个成员 By 
根据定义有 Aczr . 因为集 族乳是 局部有限的，故 t 为集族{虱}中成员的闭包的并，因此 

v 0 c=L； o . 

最后，我们来验证局部有限性.给定: rex ， 选取: C 的一个邻域 W 使得只有有限多个卢， 
设为，…，办，使得均与 W 相交.那么仅当 cr 是指标 /( A )， …，/(办）中的某一个时， 
W 与％相交. ■ 

# 定理 41.7 设 X 是仿紧致的 Hausdorff 空间，是 X 的一个加标开覆盖.则存在 
X 的被 { L / J 控制的一个单位分拆. 

证我们先两次使用收缩引理，以获得 X 的一个局部有限的加标开覆盖 { W a }*{ V a }， 使 
得对于每一个《，有和^^匚仏.因为 X 是正规的，所以对于每一个 a 我们可以选取一 
个连续函数私： X — [0, 1]，使得也（見）={1}并且也 （x —VJ = {0}, 因为也的函数值非0 
的点只在 K 中取到，所以 

的支撑）匚 K 匚 

进而，还可见{%}是局部有限的.（因为一个开集只有当它与 R 相交的情况下，它才能与 K 
相交 .） 因此加标族{么的支撑 } 也是局部有限的.注意 { WJ 是 X 的覆盖，所以对于任意给定的 

至少存在一个也在: c 点上取正值. 

无限和 


a 

是有意义的.因对任意一个:存在一个邻域 Wi ， 使得在（办的支撑）中只有有限多个成 
员与之相交.我们可以说这个无限和就是（有限多个）非0项的和，由此可见，将少限制在 Wi 
上就等于有限多个连续函数的和.因此它在 X 上也是连续的，并且总取正值.现在定义 

九（ X ) = ipaCxy /^ ix ) , 
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这便得到了所求的单位分拆. ■ 

数学中单位分拆常被用来“拼凑”函数，即将局部定义的函数“拼凑”起来以获得一个全局有 
定义的函数.第36节中对它们的使用已说明了这一过程，这里是另一个例子. 

•定理 41.8 设 X 是一个仿紧致的 Hausdorff 空间. C 是 X 的一个子集族 • 对于每一个 
ce e ? 设 e c 是一个正数.如果 e 是局部有限的，那么存在一个连续函数/: x^r ,使得对 
于所有 I 有 /( X )>0， 同时对于： rGC 有 /(7)< ec . 

证选取 x 的一个开覆盖，它的每一个成员最多与 e 中有限多个元素相交.将此开集族 
变成一个加标族选取 X 上的一个由控制的单位分拆{九}.给定 a ， 当 C 取遍 e 

中所有与么的支撑相交的元素时，设九是所有 ec 中极小的数.若没有这样的元素 C ， 令& = 
1. 然后定义 


/( x ) = S ^ 0 ( x ). 

因为所有的 久都是 正的，因此/也是正的.下面我们要说明的是，对于 xec ， 有 /(: c )< ec . 
为此只需说明，对于任意 xGC 和任意《，有 

Sj > a (' x ) 《 e c 九 O ) ; ( * ) 

当 S 九（: r ) = l 时，所要求证的不等式成立.若: r 磋九的支撑，则由于九（: r )= 0 , 可见所求证的 
不等式是显然的.若 xe 么的支撑，并且 xec ， 那么 c 与九的支撑相交，因此义 < ec . 所以 
不等式 （*.) 成立. ■ 

习题 

1. 举例说明，空间 X 是仿紧致的，但未必它的每一个开覆盖 A 有一个局部有限的子族覆盖 

2. U ) 证明： 一个仿紧致的空间和一个紧致空间构成的积空间是仿紧致的.[提 示： 使用管状 

引理 .] 

( b ) 证明： 是仿紧 致的. 

3- 每一个局部紧致的 Hausdorff 空间都是仿紧致的吗？ 

4. ( a ) 证明： 若 X 具有离散拓扑，那么 X 是仿紧致的. 

( b ) 若/: X — Y 是连续的，并且 X 是仿紧致的，但 Y 的子空间/( X )未必是仿紧致的. 

5 . 设 X 是仿紧致的 • 对于 X 的任意加标开覆盖我们已经证明了“收缩引理”，这里将要对 X 的 
任意局部有限加标族证明“扩张引理”. 

引理 设 { Bahej 是仿紧致的 Hausdorff 空间 X 的子集构成的局部有限的加标族.则存在 X 
的开子集构成的局部有限的加标族 { RLu ， 使得对于每一个《， B a CZU a , 

6. ( a ) 设 X 是正则 空间. 若 X 能表示成自身的可数个紧致子空间的并，则 X 是仿紧致的. 

( b ) 证明 R 〜作为 t 的子空间，在箱拓扑下是仿紧致的. 

*7. 设 X 是正则空间. 

( a ) 若 X 是有限个仿紧致的闭子空间的并，那么 X 是仿紧致的. 

( b ) 若 X 是可数个仿紧致的闭子空间的并，并且这些闭子空间的内部覆盖 X ，那么 X 是仿 
紧致的. 

8.设户：是一个完备映射.（参见第31节的习题 7.) 
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( a ) 证明： 若 Y 是仿紧致的，那么 X 也是仿紧致的.[提 示：若為是 X 的一个开覆盖，选取 
由集合 B 构成的 Y 的一个局部有限开覆盖，要求 B 满足条件 p - 1 ( JB ) 能被為中有限多个 
元素覆盖.然后取/? _1 (3)与4中元素的交 .] 

(b) 证明： 若 X 是仿紧致的 Hausdorff 空间，则 Y 也是仿紧致的 Hausdorff 空间.[提 示： 

若忠是 X 的一个局部有限的闭覆盖，则 | 是 Y 的局部有限的闭覆盖 .] 

9. 设 G 是局部紧致的连通拓 扑群. 证明 G 是仿紧 致的. [提示：设 CA 是^的有紧致闭包的一 
个邻域，归纳地定义 R +1 = E 7 n . LA . 证明的并在 G 中是既开又闭的 .] 

没有连通的条件，此结论依然成立，但证明要困难些. 

10. 定理 设 X 是局部紧致的和仿紧致的 Hausdorff 空间，那么 X 的每一个分支有一个可 
数基. 


证明： 设&是 x 的一个分支，那么是局部紧致的和仿紧致的.设 e 是 X 。的一个局部 
有限的覆盖，它的每一个成员是叉。中的开集并且有紧致的闭包.设仏是己中的一个非空 


成员，一般地，是已中所有与相交的成员的并.证明是紧致的，并且这些集合 


U n 覆盖 X 。. 


42 Smirnov 度置化定理 


Nagata - Smirnov 度量化定理给出了空间可度量化的一个充分必要条件.在本节中，我们 
给出另一个度量化定理，它是 Nagata - Smirnov 定理的一个推论，是由 Smirnov 首先证明的. 

定义 称空间 A" 是局 部可度 量化的 （locally metrizable) ， 如果 X 的每一点 x 有一个邻域 L7 
在子空间拓扑之下是可度量化的. 

定理 42. 1 [Smirnov 度置化定理 （Smirnov metrization theorem )] 空间 X 可度量化当且仅 

当是仿紧致的 Hausdorff 空间，并且是局部可度量化的， 

证 假定 X 可度量化.根据定理 41.4 可见， X 是局部可度量化的，也是仿紧致的. 

反之，假设久是仿紧致的 Hausdorff 空间，并且是局部可度量 化的. 我们只需证明； f 有 

一'个可数局部有限基.因为 X 是正则的，根据 Nagata-Smirnov 定理可见 X 是可度量化的. 

将定理 40. 3证明的后一部分调整一下就是这里的 证明. 先用一些可度量化的开集来覆盖 

x ， 然后选取这个覆盖的一个局部有限开加细 e 覆盖 x . e 的每一个成员 c 都是可度量化的. 

设函数 d c: CXC — R 是给出 C 的拓扑的一个度量.给定用召 〆 ：^ e ) 表示 C 中所有满 

足心(了， 30 < e 的点 y 构成的集合，因为 B c ( x ， e ) 是 C 的一个开集，所以也是 X 的一个 
开集. 

给定 m 6 Z + ， 令为半径是 1/ m 的开球构成的 X 的覆盖，即 

eAm ~ ( X ， 1/m) | X 6 C 且 C e C}. 

设为的覆盖 X 的一个局部有限开加细.（此处用到了仿紧致性. ） 设®是这些集族 
的并 • 则沿是可数局部有 限的. 我们断言 D 是 X 的一个基，从而定理得证. 

设^是 X 的一个点， l /是^ 的一个邻域 • 我们设法找到幻的一个成员 U ， 使得: T 6 DCZ 
现在， . r 仅属于 (？ 中有限多个成员，比如说属于 Q ，…， C 4 . 于是在集合 C , 中 ， una 
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是 x 的一个邻域，所以存在一个 e ,>0 使得 

b Ci (x, £ ) c (u n Q). 

选取 m ， 使得 2/ m < mi n { ei ，…， e *}. 因为族覆盖 X ，因此中必存在一个成员 D 包含 
: r . 因为私加细人，所以对某一个 C 6 C 及某一个 jGC ， 必存在又的一个成员 B c ( 3N 1/ m ) 
包含 D . 因为 

x G D d B c (yA/m) , 

所以2属于 C ， 从而 C 必然是集合 C : ，…， Q 中的一个，比如说 C = C ,、 又因 B c (: y ，1/ m ) 的 
直径 最多为 2/ m < ei ， 于是，我们有 

x G D Cl B c . (y 9 l/m) d B c . ( x , e ；) [ U. 

m 

习题 

1. 比较定理 42. 1 和第 34 节的习题7和习题 8. 

2. ( a ) 证明： 对于每个:由： r 确定的的截有可数基，因此是可度量化的. 

( b ) 证明心 不 是仿紧致的. 
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度量空间的完备性概念，读者可能早就知道了，它是分析学各方面的基础.虽然完备性只 
是一种度量性质，而非拓扑性质，但仍然有许多涉及完备度量空间的定理具有拓扑的色彩.本 
章中，我们将研究一些重要的完备度量空间，并且证明若干相关的定理. 

完备度量空间的最常见的例子是通常度量下的欧氏空间.另一个重要例子是把一个空间 X 
映人一个度量空间 Y 的所有连续函数构成的集合 (?（ X ， Y ). 这个集合上有一个度量称之为一 
致度量，它和第20节中给定义的那种一致度量类似.如果 Y 是一个完备度量空间，那么 
e ( X , Y ) 在一致度量下也是完备的.这一点我们将在第43节中予以证明.作为一个应用，我 
们在第44节中构造了著名的充满空间的 Peano 曲线. 

涉及完备度量空间的拓扑特性的定理之一便是关于空间的紧致性与完备性关系的定理，我 
们在第45节中证明它.这个定理的一个直接的推论是函数空间 e ( x ， R ”） 中关于紧致子空间 
的一个定理，这就是著名的 Ascoli 定理的一种经典形式. 

在函数空间 C ( X ， Y ) 上，除了由一致度量所诱导的拓扑之外，还有其他有用的拓扑，在 
第46节中，我们将对其中的某些拓扑予以研究，并在第47节中证明 Ascoli 定理的一般形式. 

43 完备度置空间 


在这一节中，我们定义完备性的概念，并且证明若 y ‘完备度量空间，则函数空间 e ( x ， 
Y ) 在一致度量下也是完备的.此外还要证明每一个度量空间能被等距地嵌人到一个完备度量 
空间中. 


定义 设 （ X ， d ) 为度量空间. X 的点的序列称为 （ X ， cf ) 中的一个 Cmichy 序列 
(Cauchy sequence ) ，如果它具有以下 性质： 任意给定 e >0， 存在一个整数 JV ， 使得 

d { x n , x m ) < e 

对任意《，成立.度量空间（ X ， d ) 称为 完备的 （ complete )， 若 X 中的每一个 Cauchy 序 
列收敛. 

当然， X 中任何一个收敛序列必定是一个 Cauchy 序列，完备性是要求其逆命题也成立. 
注意，完备度量空间（ X ， rf ) 的闭子集 A ， 在限制度量下必定是完备的.因为 A 中 Cauchy 
序列也是 X 中的 Cauchy 序列，所以在 X 中收 敛； 又因为 A 是 X 的闭子集，所以其极限必定 
在 A 中. 

另外，如果 X 关于度量 d 是完备的，那么 X 在相应于 d 的标准有界度量 

d ( x , y ) = min { d ( x ， y ) ，1 } 

下也是完备的，反之也对.因为一个序列 U „) 对于3是 Cauchy 序列当且仅当它对于 d 是 
Cauchy 序列，并且一个序列对于 S 收敛当且仅当它对于 d 收敛. 

以下引理是可以用来判别度量空间是否完备的一个有用的准则. 

引理 43.1 如果度量空间 X 中每一个 Cauchy 序列有一个收敛的子序列，那么 A ■是完 
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备的. 

证 设(: rj 是（ X ，心中的一个 Cauchy 序列. 我们证明，如果 U „) 有一个子序列 ) 收 
敛于一点: r ， 则序列 （ x „) 本身也收敛于 X, 

给定 e >0, 首先选取足够大的 N ， 使得对于所有的《， m 彡 N ， 有 

d{x n < e/2. 

(因为（^)是一个 Cauchy 序列.）然后选取足够大的整数使 n ^ N 并且 

d(x„ ， x) 〈 e/2, 

I 

(因为〜 < n 2 < …是一个递增的整数序列，并且收敛于: c .) 综合上述事实，就可以得到所 
要证的 结果： 对于 n > iV ， 

d(x n ,x) ^ d(x„ f x n . ) + ,x) 〈 e. ■ 

定理 43.2 对于通常度量，即欧氏度量 d 和平方度量…欧氏空间 t 都是完备的. 

证 为了证明度量空间 （RS 0是完备的，令（: r „) 为 （ R \ p ) 中的一个 Cauchy 序列.集合 
U „} 是0的有界子集.因为如果选择 N ， 使得对于所有的《， m > N ， 有 

p (^ n ， X m ) < 1， 

那么数 

M = max { i o ( j ： i ，0)，… ,0) 9 p ( x N ,0) + 1} 

是 〆 a , 0) 的一个上界.于是，序列 （ a ) 中的点都在立方体[一 M , M 7 中.因为这个立方体 
是紧致的，根据定理28.2,序列 U „) 有一个收敛子序列，于是 （ R \ p 是完备的. 

为了证明 （RS W 是完备的，注意一个序列关于 d 是 Cauchy 序列当且仅当它关于户是 
Cauchy 序列，并且一个序列相对于 d 收敛当且仅当它相对于^收敛. ■ 

现在我们来处理积空间狄〜的问题.为此我们需要下面这个关于积空间中的序列的引理. 
引理 43.3 设 X = 是积空间，是 X 的一个点的序列.则 jc 当且仅当对于每一 
个 a ， 7 T a ( x n )^ 7 T a ( x '). 

证 这一结论曾在第19节中作为习题给出，在此我们给出它的证明.因为投射 7^ X — 尤 
是连续的，所以收敛序列像还是收敛序列，所以命题的“必要性”成立. 下面 来证明充分性.设 
对于每一个 aGJ ， 有％设 U = ni / a 是久的包含 X 的一个基元素.对于 a ， 如果 
K 不等于整个空间选取乂使得当;2彡况时; TaUJGUy 设 iv 是中最大的，那么当 
n>iV 时 x „ et 7. ■ 

定理 43.4 对于积空间 R w ， 总存在一个度量，使得相对这个度量而言!^是完备的. 

证 设 d(a ， 6) =min{ | a~b \ , 1} 是] R 的标准有界度量.设 D 是的一个度量，定 

义为 


D(x,y) = sup<c/(xi jyi)/i}. 

那么 D 诱导了的积拓扑.下面将证明关于 D 是完备的. 设〜是 （ R % D) 的一个 Cauchy 
序列.由于 

d(.7T,(x) ， 7 T,( 30 ) < iD(x,y ), 

对于固定的 G 序列 m(x„) 是 IR 中的一个 Cauchy 序列，因此它收敛，不妨设其收敛于于是 
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序列 A 收敛到中的点 fl = U ，〜 ■ 
例 1 一个非完备的度量空间的例子就是关于通常度量 JU ， | : r 一 y | 的有理数空间 

Q . 例如，（在 R 中）收敛于#的有限小数序列 

1. 4,1. 41,1. 414,1. 414 2,1. 414 21，... 

是 Q 中的一个 Cauchy 序列，但（在 Q 中）不收敛. ■ 

例2 另一个非完备的空间是关于度量 c / U ， | : r—y | 的 R 中的开区间（一1， 1) .在 
这个空间中，定义为 


x n = I — l/n 

的序列 ( A ) 是一个 Cauchy 序列，但不收敛.这个例子表明，完备性不是拓扑性质.也就是说，它不 
是在同胚下保持不变的性质.因为 （一 1, 1) 同胚于实直线 R ， 而 R 在通常度量下是完备的. ■ 

虽然积空间 R ” 和]^都有度量使之成为完备空间，但对于积空间 R 7 来说，未必能有这样的 
结果.因为如果 J 不可数，则]^甚至不能度量化（见第21节）.但是，在集合 R 7 上存在不同的 
拓扑，其一便是由一致度量诱导的.我们将看到，在这一度量下，以是完备的. 

我们定义一致度量 如下： 

定义 设 ( Y ， d ) 是一个度量空间， dia , b ) = min { d ( a , 6), 1 } 是 Y 上相应于的标准有 
界 度量. 若主 = (：0 (1€7 与 y = (： y a ) ae / 是笛卡儿积 P 的两个点，令 

p ( x , y ) = sup { d ( o: a , y a ) | a G 7). 

容易验证，0是一个度量①.称其为的相应于 Y 的度量 d 的一 致度量 (uniform metric ). 

我们在这里对 W 中的元素使用了标准“串”记号.因为 W 中的元素是从 J 到 Y 的函数， 
我们也可以使用函数记号表示它们.在这一章中，函数记号会比串记号更方便些，因此我们全 
部使用函数 记号. 在此定义中一致度量的定义具有以下 形式： 若 f ， g: J — Y ， 则 

sup { J (/( a ) ,^( a )) I a 6 J ). 

定理 43 .S 如果空间 Y 关于度量 d 是完备的，则空间在相应于 d 的一致度量 g 下也是 
完备的. 

证 我们曾经说过，如果 ( Y ， d ) 是完备的，那么 （ Y ，5) 也是完备的，其中5是相应于 d 
的有界 度量. 现在假定/,，/ 2 ，…是 W 中点的一个序列，它相对于 g 是一个 Cauchy 序列. 

给定 《6 J ， 对于所有肌和《有 

d ( f n ( a ), f m ( a )) < 〆 /„，/„)， 

这说明/ 〆 《)，/ 2 («),…是 （ Y ，3) 中的一个 Cauchy 序列. 因此，这个序列收敛，设它收敛于 

点又. 设函数/: J—Y 定义为 f ( a )= y a . 我们 断言： 序列 （/ J 关于度量 g 收敛于 /. 

给定 £ >0,首先选取充分大的 iV ， 使得 〆 /„， / m )< e /2, 其中 n ， 于是，特别是 
对于 w ， 及 aG J ， 

d ( f n ( a ) ， / m (a)) 〈 e/2. 

固定《和心让 m 变得任意大，则只要对任意有 

5(/„( a ),/( a )) < e /2. 


①原文此处误为 “ p 是一个度量”.——译者注 
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因此，当 / i > iV 时，有 

〆 /«，/)< e /2 < e . 

定理证毕. ■ 

现在，我们可以考虑集合 Y x ， 其中 X 是一个拓扑空间，而不单单是一个集合了.当然， 
这并不会对前面所作的讨论有所影响.当我们考虑所有函数/: X — Y 构成的集合时， X 的拓 
扑是无所谓的.但是，假定我们考虑的是由所有连续函数/: X — Y 构成的 yx 的子集 e ( x ， Y ) 
时，就与 X 的拓扑有关了.这时，我们得出，若 y 是完备的，则在一致度量下 e ( x ， Y ) 也是 
完备的.这一结论对于所有有界函数/: x — y 构成的 集合忠 （ X ， y ) 也成立.（一个函数/称 
为 有界的 （ bounded )， 若它的像集/( X )是度量空间(1%…的一个有界子麵 .） 

定理 43.6 设 X 是一个拓扑空间， （ Y ， 心是一个度量空间.则连续函数集 C ( X ， Y ) 和有 
界函 数集忠 （ X ， Y ) 在一致度量下都是 Y x 中的闭集.因此，如果 Y 是完备的，那么这两个空 
间在一致度量下都是完备的. 

证 这个定理的前半部分就是一致极限定理（定理 21. 6) 的一个翻版.首先，我们证明， 
如果中的序列(人）相对于 Y x 中的度量^收敛于的元素/，那么在第21节中所给的定义下 
相对于 Y 上的度量3,它也一致收敛于 /. 因为，给定 e >0, 选取整数] V ，使得对于所有 《>] V ， 

〆 /，/”）<£• 

于是，对于所有: rGX 及所有的有 

dif n ix ) ，/ ( x )) < 〆 /„，/)<£• 

所以 （人） 一致收敛于 /. 

现在，我们证明 e ( x ， y ) 相对于度量 p 是的闭集.设/为 1 ^的一个元素，同时也是 
ecx , y ) 的一个极限点.于是存在 e ( x ， y ) 中一个元素序列 （/„) 关于度量 p 收敛于 /. 根据 
一 致极限定理，/连续，所以/属于 e ( x ， y ). 

最后，我们要证明 S ( X ， 10是1^的一个闭集. /是龙 （ x ， y ) 的一个极限点，存在 
S ( X , Y ) 中一个元素序列 （八） 收敛于 /• 选取 iV 足够大，使得 〆 如， /X1/2. 从而对于 
X , 我们有 <^(/^( 工） ， /( 工）） <1/2. 由此可见 d(/ N (:c) ， f(x))<il/Z t 所以，如果 / N ( X ) 
的直径为 M ， 那么/( X )的直径最多为 M +1. 因此， / e < S ( X , Y ). 

综上所述，我 们有： 若 Y 关于度量 j 是完备的，则 e ( x ， Y ) 和龙（ X ， Y ) 在度量 P 下都是 
完备的. ■ 

定义 设 ( Y ， J ) 是一个度量空间.可以在由 X 到 Y 的有界函数构成的集合忠 （ X ， Y ) 上定 
义另一度量如下： 

p 、 f ， g 、 = sup { d { f ( x ), g ( x )) I x 6 X ). 

易见户的定义是确切的，因为当 /( X ) 和以; O 都有界时，集合 /( X ) Ug ( X ) 也是有界的.这个 
度量就被称 为上确界度置 （sup metric ). 

在上确界度量和一致度量之间有一些简单的联系.事实上，若/， gescx 9 y ), 则有 

〆 /，发） = min { 〆 /， 犮）， 1}. 

因为如果 〆 /， g )> l ， 那么至少存在一点 有以 /(々）， g ( x 0 ))> l f 因此 5(/( x 。）， 
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gU 0 )) = l , 并且 〆 /， g ) = l . 反之，如果 〆 /，^)<1,那么对任意： rGX ， 有 3(/ U ), 
g (. x ))= d ( f ( x ) » g (: r ))< l ， 从而 〆 /， g )= p ( f , g ). 因此在 < S ( X ， Y ) 上，度量 p 正是相对 
于度量 p 的标准有界度量.这就是我们引用记号 p 表示一致度量的原因，参见第20节. 

如果 X 是紧致的，那么每一个连续函数/: 都是有 界的. 因此上确界度量就定义在 

ecx , y) 上.如果 y 在度量 d 下是完备的，那么 e ( x ， y ) 在相应的一致度量 p 下也是完备 
的，因此在上确界度量 P 下也是完备的.在这种情况下，我们常使用上确界度量而不是一致 
度量. 

现在我们要证明一个经典定理，得到的结 论是： 每一个度量空间都可以等距地嵌人到一个 
完备度量空 间中. （还有一种证明方式更为直接些，参见习题 9.) 尽管我们并不会用到这个定 
理，但它在数学的其他方面很有用. 

* 定理 43. 7 设( X ，…是一个度量空间.则存在一个从 X 到某个完备度量空间中的等距嵌入. 

证 设忠（叉， R ) 是将 X 映人 R 中的所有有界函数构成的 集合. 令 a 为 x 中取定的一个 
点.给定 aGX ， 定 义九： X — R 为 


♦ a (x) = dix^a) — J(x»x 0 ). 

我们断言九是有界的.因为根据不等式 

d(j ： ,a) ^ d(xjb) + d{a , 6 ) , 
dix^b) ^ d(x^a) + d(.a 9 b ) , 

可见 


I d(x ， a) — d{x ,b) \ ^ dCa ,6). 

令6 =々，我们得出结论，对于所有:有 I 九（: r ) I < d ( a ， x 0 ). 
定 义少： X — S ( X ， R ) 为 


0( a ) = < f > a . 

我们证明步是从( X ，心到完备度量空间 （ S ( X ， R )， 0中的一个等距嵌人，也就是说，证明 
对于点的任意偶对《，有 


根据定义 


pd ，么） = d(a ， b). 


可见 


pdh ) = sup { I 九 （ x ) — i > b ( x ) 1 ；x 6 X } 

= sup { I d ( x ， a ) — d ( x , b ) \ ；x ^ X } 


〆 九， A) < d(a ， b\ 

另一方面，这个不等式可能是不严格的①.因为当 : r = a 时，有 

| d(jr ,a) — d{x,b^> \ — dia ,b). ■ 

定义 设 X 是一个度量空间.如果/是从 X 到完备度量空间 Y 中的一个等距嵌 
入，则 y 的子空间 TOT 是一个完备度量空间.它称为 X 的一个 完备化 （ completion ). 

X 的完备化在等距的意义上说是唯一确定的.见习题 10. 


①也就是说，等号有可能成立.一一译者注 
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习题 

1. 设 X 是一个度量空间. 

u ) 假定对某一个£>0, x 中的每一个球都有紧致闭包.证明 x 是完备的. 

( b ) 假定对于每一个: rGX ， 存在 e >0, 使得球 B (: r ， e ) 有紧致闭包.举例说明， X 未必是 
完备的. 

2. 设（ X ， d x ) 和 ( Y ， A ) 都是度量空间， Y 是完备的.设 ACIX . 证明： 如果/: A — Y —致 
连续，则/可以唯一地扩张成一个连续函数 A — Y , 并且&是一致连续的. 

3. X 的两个度量 d 和 〆 称为度置 等价的 （metrically equivalent )， 如果恒等映射 h ( X , cD — 

( X , 及其逆映射都是一致连续的. 

( a ) 证明： d 度量等价于相对于 d 的标准有界度量 I 

( b ) 证明： 若 c / 和 〆 是度量等价的，则 X 在度量^下是完备的，当且仅当它关于度量^是 
完备的. 

4. 证明： 度量空间（ X ，心是完备的，当且仅当对 X 中满足 | A „ | —0 的任意一个非空闭集套 
序列 AilDAz 二)…，有 

5. 设( X ,…是一个度量空间.以前说过，一个连续映射/: X — X 称为一 个压缩映射， 指的 
是如果存在一个数 a < l ， 使得对于所有的: t ， 有 

，/()))< ced ( sc ， y ). 

证明： 如果/是一个完备度量空间上的压缩映射，则存在唯一的一个点 x 6 X ， 使得/(工）= 
工, 与第28节中的习题7比较. 

6. 空间 X 称为 拓扑完备的 （topologically complete ) ，如果存在着诱导出 X 的拓扑的一个度量， 
使得在这一度量下 X 是完备的. 

( a ) 证明： 一个拓扑完备空间的闭子空间也是拓扑完备的. 

( b ) 证明： 拓扑完备空间的可数积空间（关于积拓扑）仍然是拓扑完备的. 

( c ) 证明： 拓扑完备空间的开子空间是拓扑完备的.[提 示： 如果 1/ CIX ， 并且 X 关于度量 d 
是完备的，定义彡： U—R 为 


♦U) = 1/U-L0. 

通过 /U)=:rX0U) 将 1/ 嵌人到 XXR 中 .] 

( d ) 证明： 如果 A 是拓扑完备空间中的一个集，则 A 是拓扑完备的.[提 示： 设 A 是开 
集仏的交， neZ +， 考虑 A 到瓜/„的对角线嵌入 / U ) = ( a ， a ， …〉 .] 证明： 无理数 
集是拓扑完备的. 

7. 证明所有使得 Sd 收敛的序列(^，： r 2 ， …）的集合在 /- 度量下是完备的(参见第20节习题 8). 

8. 设 X 和 Y 是两个空间，定义 

^ ： xxc(x,y) — 

为 e (: r ， f )= f ( x ) ,映射 e 称为一个陚 值映射 (evaluation map ). 证明： 如果 d 是 Y 上的度 
量， C ( X ， Y ) 有相应的一致拓扑，那么 e 是连续的.在第46节中我们将推广这一结论. 

9. 设（ X ，…是一个度量空间. 证明： 存在从 X 到完备度量空间 （ Y ， D ) 的一个等距嵌人;^如 
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下：令 X 表示 X 中点的所有 Cauchy 序列 

X — (Xi 9 J ：2 ，…） 

的集合.若 

dix n ，: yj ► 0. 

则定义〜: y . 用|>]表示 x 的等价类， Y 表示这些等价类构成的集合.定义 Y 上的度量 D 为 

D ([ x ]，[_ y ]) = lim d(x n ^y n ). 

n - ^oo 

( a ) 证明： 〜是一个等价关系， D 是一个定义确切的度量. 

( b ) 定义 / i : X — Y 为 / i (： r ) 是常值序列 Or ， I ，…）的等价类： 

hix) = [(: c ， :c, …）] . 

证明^是一个等距嵌人. 

(C) 证明 / i ( X ) 在 Y 中稠密.事实上，给定 x 2 ， …） ex ， 证明 Y 中点的序列 A (： r „) 
收敛于 Y 中的点 [ x ]. 

( d ) 证明： 如果 A 是度量空间 （2, 0的一个稠密子集，并且 A 中任意一个 Cauchy 序列在 Z 
中收敛，则 Z 是完备的. 

( e ) 证明 （ Y ， D ) 是完备的. 

10. 定理（完备化的唯一性）设 A : 入― Y 和 X — 疒分别 是从度量空间（ X ，到完备度量 

空间 （ y ， d ) 和（/， d ') 的两个等距嵌入.则有一个 （ Rxy ， d ) 与 （ rT ^ y ， iy ) 之间的等 
距同构在子空间 MX ) 上等于 A'/i — 1 . 

# 44充满空间的曲线 

当 y 是完备度量空间时， e ( x ， y ) 在一致度量下是完 备的. 作为这一完备性的应用，我 
们将要构造著名的“充满空间的 Peano 曲线”. 

定理 44.1 设/=[0， 1] •则存在一个连续映射/: I — I 2 , 它的像填满整个正方形 J 2 . 

这种道路的存在性，如同无处可微的连续函数（后面将要讲到）的存在性一样，违反了人们 
朴素的集合直觉. 

证 第一步.我们将构造一个映射/，使得它是一个连续函数序列/„的极限.为了给出 
序列人，我们首先来描述关于道路的一种特殊运算. 

我们从实直线上任意闭区间[«， 6 ]和平面上其边平行于坐标轴的任意正方形人手，考虑如 
图 44 . 1所示的三角形道路 g ， 它是 [ a ，6] 到这个正方形的一个连续 映射. 我们要描述的运算 
就是用图 44.2 所示的道路 〆 代替道路&，它由四条三角形道路组成，其中的每一个只有尽的 


△ 

一 垂 t 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

/\ 

A 

1 1 1 _ _ 1 i 

i 




图 44. 1 图 44. 2 
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一半那么大.注意 g 与 〆 有相同的起点和终点.如果愿意的话，你可以写出 g 和 〆 的方程. 

对于连接正方形两个相邻顶点的任意三角形道路，都可以施行上面所说的运算.例如，对 
于图 44.3 所示的道路/^重复上述运算就得出道路; I '. 



第 二步. 现在定义函数序列 I — I 2 . 为方便起见，第一个函数/。就是图 44. 1所示的 
三角形道路，其中《 = 0, 6=1. 下一个函数允是对函数/。施行第一步中所述运算而得到的函 
数，如图 44. 2所示.第三个函数/ 2 是对组成力的四条三角形道路中的每一个施行同样的运 
算而得出的函数，如图 44. 4所示. 








第四个函数/ 3 则是对组成/ 2 的十六条三角形道路中的每一个施行上述运算而得到的函 
数，如图 44. 5所示.依此类推. 一 般地，人是由在第一步中考虑过的 4 n 条三角形道路组成的 
道路，其中的每一个都落在边长为 1/ Y 的一个正方形中.对这些三角形道路施行第一步所描 
述的运算，每一个用四条较小的三角形道路来代替，就得到 函数人 +1 . 



图 44. 5 


第三步. 出于证明的需要，用 c /( jc ， 30 表示 R 2 中的平方度量， 

d(x,y) = max{ I a — % |， I :c 2 — ： y 2 | }• 
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于是，我们令^表示相应的 e ( i ， p ) 上的上确界度量， 

p ( f ^ g ') = snp { d ( f ( t ) \ t I }. 

因为 J 2 在 1 R 2 中是闭集，所以它在平方度量下是完备的，于是 C ( I ， J 2 ) 关于度量"是完备的. 

我们断言，第二步所定义的函数序列（人）是度量^下的一个 Cauchy 序列.为此，我们考 
察从人 到八 +1 时会发生什么变化.构成兑的每一个小三角形道路都落在边长为 \ n n 的某一 
个正方形中 . 而从/,,得出八，，的运算就是用同一正方形中的四条三角形道路来代替一条三角 
形道路.因此，在 J 2 的平方度量下， / n U ) 和/#,(〖）之间的距离最多为 l /2 n . 于是有 
〆 /„，/„ +1 )<1/2\由此推出 （/ J 是一个 Cauchy 序列，因为对于所有的 n 和 m ， 有 

〆/”，/«〜）< l/2 n + l/2^' +…十 < 2/2\ 

第 四步. 因为 e ( i , J 2 ) 是完备的， 所 以序列 A 收敛于一个连续函数/: I —/ 2 .下面我们 
证明/是一个满射. 

设: c 是 p 的一个点，我们证明首先，我们注意，对于给 定的〜 道路八能够 
到达距离点 X 为1/2” 的范围以内，因为把 r 分割为边长是1/2” 的小正方形， 道路入 会碰到 
每一个这样的小方块. 

利用这一点，我们证明，对任意 e >0, x 的 e - 邻域都与 /( J ) 相交.选取充分大的 N ， 使得 

〆 /〜，/)< e /2 且 1/2 N < £ /2, 

根据前一段的结果，存在一个点使得 / n U ))<1/2' 因为对于所有的/，有 
d ( f N ( t ), /(0)< e /2, 所以 

d(x ， yxto))s ， 

从而 1 的 £ -邻域与 / a ) 相交. 

由此可见 x 属于 / a ) 的闭包.但由于 r 是紧致的，所以 /(J) 是紧致的，从而是闭的.于 
是证明了 X 属于 /(J). ■ 

习题 

1. 给定”，证明存在一个连续的满射 i — r \ [提 示： 考虑 /x/ : jxj ^ j 2 xj 2 .] 

2 . 证明存在连续满射/: R ^ R \ 

3. (a) 若] ^被赋予积拓扑，证明不存在连续的满射/: R—R' [提 示： 证明不能表示成可 

数个紧致子空间的并 .] 

( b ) 若被赋予积拓扑，确定是否存在连续满射/: R — R ' 

( c ) 若]^被赋予一致拓扑或箱拓扑，对于小题 U ) 和 （ b ) 会有怎样的结论呢？ 

4. ( a ) 设 X 是一个 Hausdorff 空间.证明： 若存在连续满射/: /^ X , 则 X 是紧致的、连通 

的、弱局部连通的，并且可以度量化.[提 示： 证明/是完备映射 .] 

( b ) 上面小题 （ a ) 的逆命题也成立，它是点集拓扑学中著名的 Hahn - Mazurkiewicz 定理 （见 
[ H - Y ] p . 129). 假设我们已知这个定理，然后证明存在一个连续满射/: 

如果某一个 Hausdorff 空间是单位闭区间的连续像，通常称之为一个 Peano 空间 （Peano 

space ). 
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45度置空间中的紧致性 

我们已经证明了对于度量空间来说，紧致性、极限点紧致性以及列紧性都是等价的.度量 
空间中的紧致性也有其他的描述方法，其中有一种就涉及到完备性的概念，这一节我们就来研 
究它.作为应用，我们再证明一个刻划 e ( x ， R n ) 中（关于一致度量）紧致子集的定理. 

度量空间 X 的紧致性与它的完备性有什么关系呢？根据引理 43. 1可见，每一个紧致度量空 
间必定是完备的.反之未必成立，也就是说，完备度量空间未必是紧致的.那么下面一个很自然 
的问题就是，完备空间需附加什么条件才能得出紧致性呢？这个条件就是所谓的 完全有界性. 

定义 度量空间（ X ， d ) 称 为完全有界的 （totally bounded ), 如果对任意 £ >0，存在一个由 
e - 球构成的 X 的有限覆盖. 

例 1显然，度量空间的完全有界性蕴涵有界性.因为若1/2)，…， B ( x „， 1/2) 
是 X 的一个由半径为1/2的开球构成的有限覆盖，则 X 的直径最多为 1 + maxW (: r ,， 

但反之未必成立.例如，在度量 5 U ， W = min { l , | a~b \ } 之下，实直线 R 是有界的但不是 
完全有界的. ■ 

例 2关于度量 b )= \ a ~ b \ , 实直线 R 是完备的但不是完全有界的.子空间（一1， 1) 
是完全有界的，却不是完备的，而子空间[一 1， 1] 既是完备的，也是完全有界的. ■ 

定理 45.1 度量空间（ X ，心是紧致的，当且仅当它是完备和完全有界的. 

证 如上所说，若 X 是一个紧致度量空间，则 X 自然是完备的.又因为所有的开 e - 球做 
成的 X 的开覆盖必包含一个有限子覆盖，所以 X 是完全有界的. 

反之，设 X 是完备的和完全有界的.下面只需证明 X 是列紧的便可以了. 

设 U „) 是 X 中点的一个序列，我们来选取它的一个子序列，要求这个子序列是一个 Cauchy 
序列，因而一定收敛 • 首先，用有限多个半径为1的球覆盖 X ，这时，至少有一个球，比如说 

包含无限多个 a . 设 L 是 Z + 的一个子集，使得对于每一个若〜三战，则 nG 久. 

其次，用有限多个半径为1/2的球覆盖 X ，因为 A 是无限的，这些球中至少有一个，比 
如说私，包含入中无限多个取 J 2 为满足人和的所有 n 构成的集合. 一 般地， 
给定正整数的无穷集人，取人 +1 为 A 的一个无穷子集，使得存在一个半径为 1 /Q + 1) 的球 

，对于所有的有 : c n 6 ■私 +1 . 

选取叫 ㊀ 久.对于给定的 〜， 选取〜 +1 6人 +1 ，使得〜 +1 >因为 入 +1 是无穷集，这一 

点是可以做得 到的. 现在，对于 M j > k ， 指标〜，1都属于 J〆 因为久3/ 2 3…是一个集合 

的套序列）.因此，对于所有的 f ， 点' 和:^都包含在半径为 1/ A 的球中.于是， 
序列（~)是一个 Cauchy 序列. ■ 

我们现在应用这一结论来寻找 e ( x ， R ”） 在一致拓扑下的一个紧致子空间.我们已经知道 
的子空间是紧致的当且仅当它是闭的和有界的.大家可能希望对于 e ( x ， r ”） 也有相似的结 
论成立.但事实并非如此，即使在 x 紧致的情况下也不行.其实，这需要 e ( x ， r ”） 的子空间 
满足一个条件， 即等度连 续性.现在我们来看它的定义. 

定义 设 ( y ， w 是一个度量 空间. f 是函数空间 e ( x ， y ) 的一个子集.对于 々 ex , 函 
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数集7称为在 Xo 处等度连续的 （equicontinuous at x 0 ) »如果给定 e >0， 存在 x 。 的一个邻域 
U ， 使得对于所有的： cGU 及所有/6 F 有 

d{ /(x) ， /(x 0 )) < e. 

如果对于每一个点 x 0 G X , 集合! F 在处等度连续， 则称7 是等度连续的 （ equicontinuous ). 

函数/在点： r 。 处的连续性是指对给定的/及给定的 e >0, 存在 X 。 的一个邻域 L /， 使对于 
所有：有 d (/( x )，/(^ o ) Xe . F 的等度连续性是指存在一个邻域 U ， 对于: F 中的所有的 
函数/，上式都成立. 

注意，等度连续性依赖于具体的度量，而不仅仅是 Y 上的拓扑. 

引理 45.2 设 X 是一个空间， （ Y ， 心是一 个度量空间.设 F 是 C ( X ， Y ) 的一个子集， 
并且关于度量 d 的一致度量是完全有界的，则 芡关于 d 是等度连续的. 

证设: T 是完全有界的.给定 0< e < l ， 给定 x Q ， 以下证明存在 x 。 的一个邻域 U ， 对于 
所有和： rGt /， 有 d (/ U )， f ( x 0 ) Xe . 

设谷 = e /3, 用 C ( X ， Y ) 中的有限多个开谷-球 


5(/! ，》），… ， B { f n ，8) 

覆盖沪. 因为每一个函数/,是连续的，我们可以选取 x 。 的一个邻域 U ， 使得对于 i = l ， …， 
n 和 : c 6 L /， 有 

d ( fi ( x ) , / i ( x 0 )) < d . 

设/是: T 的任意一个元素，则/至少属于上述5-球中的某一个，不妨设为5(人，幻.于 
是对于有 

< i (/( x ) , fiix )) < 8 f 

(x 0 )) < Sy 

J(/j(x 0 ) ， /( 工 。）） <C S. 

第一个和第三个不等式成立是因为 〆 /，/,)<5,第二个不等式成立是因为:由于&<1， 
所以用 ci 代替 S 时，第一个和第三个不等式依然成立.所以根据三角不等式可见对于所有的 
x ^： U 9 d ( f ( x ) , /(xOXe 成立， ■ 

现在我们来证明 Ascoli 定理的经典形式，它所讨论的就是函数空间 C ( X ， R ") 的紧致子空 
间.这个定理的一个更广义形式，其证明并不依赖这个经典形式（将在第47节中给出）.广义 
形式的证明依赖于 Tychonoff 定理，但在这里并不需要. 

•引理 45.3 设 X 是一个空间， （ Y ， 心是一个度量空间.设 X 和 Y 是紧致的.如果 F 关 
于 d 是 C ( X ， Y ) 的一个等度连续子集，那么关于度量 d 的一致度量和上确界度量， F 是完全 

有界的. 

证 由于 x 是紧致的，可以在 e ( x ， y ) 上定义上确界度量&关于 p 完全有界等价于关于 
g 完全有界.因为对于£<1，关于^的每一个^-球也是关于 p 的一个 e - 球，反之亦成立.所以 

我们可以始终只用度量。 

设 F 是等度连续的.给定£>0,用关于度量 P 的有限多个开 e - 球覆盖 F . 

令 5= e /3. 任意给定 aGX ， 存在 a 的相应邻域使得对任意和任意笋，有 
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d ( f ( x ) 9 fCa ))< S . 于是可以找到有限多个邻域 a = a ” …， a t ， 组成 X 的一个覆盖，用 
表示 L 7 a ,_. 选取直径小于3的有限个开集，…，覆盖 
设/是所有函数 a : {1， …， M — U ， …， m } 的 集合. 给定0:67"，若存在: F 中的一个函数 
/，使得对于每一个 i = i ， …，々， / Ca ^ ev ^. 便选取一个这样的函数，记为 / a . 集合彳入}是由 
集合 j 的一个子集加标的，所以是有限的.我们 断言： 开球氏(/„， e )， a ej \ 覆盖： r . 

设 / 是 F 的一个 元素 . 对于每一个 ^= 1 ， … ， I 选取整数 aG) 使得 /(a,)ev ^. 则函 
数 a 在 /' 中 . 我们 断言： / 属于球 e). 

设： T 是 X 的一个点 . 选取 I• 使得 a ： eLT ,. 于是 

d(f(x) ， /(cO) < 汐， 

^C/CaJ ,/ a (a t )) < Sj 

^(/ 0 (^i) »/ a (j：)) < d. 

第一个和第三个不等式成立是因为 xei/, ， 第二个不等式成立是因为 /(a t ) 和人 U ,) 都属于 
综上可见，以 /(X) ， / a U)Xe. 因对于所有的 x 6 X ， 以上不等式成立，所以 

〆/，/«)= max{^(/(x) ，人 （ : c))} < e. 

因此 / 属于开球 B// a ， e ). ■ 

定义设 （ Y ， d) 是一个度量空间. （？ （ X ， Y) 的子集 F 称为关于 d 是点态有界的 
(pointwise bounded) , 如果对于每一个 ①， Y 的子集 

r a = {/(a) I /e 

关于 d 是有界的 . 

• 定理 45 . 4 [(Ascoli 定理，经典形式 （Ascoli theorem，classical version ))] 设 X 是一个 
紧致空间， OR% … 表示关于平方度量或欧氏度量的欧氏空间，赋予 e(x ， R ") 相应的一致拓 
扑 . 那么 e(x ， R” ） 的子 空间丨 有紧致闭包当且仅当 灭关于 d 是等度连续的和点态有界的 . 

证因为 x 是紧致的，在 e(x ， R n ) 上定义上确界度量 … 并赋予 e(x ， r 。 一致拓扑 . 
并始终用承表示 y 在 e(x ， R n ) 中的闭包 . 

第 一步 . 证明若 @ 是紧致的，则关于 d ， g 是等度连续的并且是点态有 界的 . 根据： TC 麥， 
可见，也是等度连续的并且点态有界的 . 这就证明了定理的 “ 必要性 ”. 

根据定理 45 . 1 ， g 的紧致性蕴涵着 g 关于 ^ 和关于 p 都是完全有界的，再根据引理 45 . 2 , 
梦关于 d 是等度连续的 _ $ 的紧致还蕴涵着 g 关于 ^ 是有界的 . 由此又可见 g 在 d 下是点态有 
界的 . 因为如果对于任意 / ， ge 承有 P(f ， gXM ， 那么，特别地， d(f{a) ， g(a))<M ， 因 
此良的直径最多为 

第 二步 . 证明若 : T 关于 d 是等度连续和点态有界的，则 g 也是等度连续和点态有界的 • 

首先验证等度连 续性 . 给定：选取 : r Q 的一个邻域 I /， 使得对于所有的 
C 7 和 /ey ， 有 d(/(x) ， /(xo))<e/ 3 . 任意给定尽 e 麥，选取使得 〆/ ， g-Xe/ 3 . 
根据三角不等式可见，对于所有16 ( 7，有 d(g(x) ， g(x 0 ))<e. 因为 g 是任意的，所以殳在 
A 点等度连续 . 


①原文此处误为 “： c € X ”. 


译者注 
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其次再来证明点态有界性.给定 a ， 选取 M ， 使得夂 的直径不大于 M . 任意给定 g ， 
gH 选取/， / er , 使得 〆 /， g )< i 和 〆 /， gXL 因为 以 / u )，/ u ))< M ， 所 
以 c ?( g ( a )，^(< 2)XiVf 十 2,再由 g 和 〆 是任意的可得 diam &<JVf 十 2. 

第三步. 证明若麥是等度连续的并且点态有界的，则存在 R ” 的紧致子空间 Y ， 它包含着所 
有集合 g ( X ) 的并，其中 gG 殳. 

对于每一个选取邻域 u a , 使得对于所有: reu a 和尽6穿，有 d ( g (： r )， 贫 u ))< i . 
因为 X 是紧致的，所以可以选取有限多个这种邻域覆盖 X ，不妨设这些邻域的下标为 a = 
〜， …， a A . 因为久是有界的，所以它们的并也是有界的，设它包含于 R n 中的以原点为球心、 

i 

以 iV 为半径的球中.于是对于所有的集合包含于以原点为球心、 以 N +1 为半 
径的球中.令 Y 为这个球的闭包. 

第四步. 充分性的证明.设 F 关于 d 是等度连续和点态有界的.我们证明关于 p $是完 
备的和完全有界的.根据定理 45. 1可见， g 是紧致的. 

完备性容易证得.因为&是完备度量空间 （ e ( x ， R n ), 0的一个闭子空间. 

我们来验证完全有界性.首先，根据第二步可见@在度量^下是等度连续的和点态有界 
的；再根据第三步可见，存在 R n 的紧致子空间 Y ， 使得麥 ce ( X ， Y ). 根据引理 45. 3，孕的 
等度连续性蕴涵着 g 关于~是完全有界的. ■ 

* 推论 45.5 设 X 是紧致的， d 为化 上的平方度量或欧氏度量，赋予 (？（ X ， R ”） 相应的一 
致拓扑.则 e ( x ， IT ) 的一个子空间 F 是紧致的，当且仅当它关于上确界度量 p 是闭的和有界 
的，关于 d 是等度连续的. 

证若 F 是紧致的，则它必定是闭的和有界的.根据前一个定理易见它还是等度连续的. 
反之，若 F 是闭的，则它就等于它的闭包若它关于^是有界的，则关于 d 是点态有界的. 
若它是等度连续的，则前一个定理蕴涵着它是紧致的. ■ 

习题 

1. 若&是可度量化的，并且有度量则 

D ( x f y ) = supldiCx , , yi )/ i } 

是积空间的一个 度量. 证明若每 一个又 在义下都是完全有界的，则 x 在 D 下是完全 
有界的.在不使用 Tychonoff 定理的情况下，证明紧致可度量化空间的可数积空间是紧致的： 

2. 设 ( y ， 心是一个度量空间， : f 是 e ( x ， y ) 的一个子集. 
u ) 证明： 若 f 是有限的， 则夕是 等度连续的. 

( b ) 证明：若入是 e ( x ， 中元素的一个序列，并且一致收敛，则集合是等度连续的. 
(C) 设 灭是可 微函数 R — R 的集合，其中这些可微函数满足 条件： 对于每一个： cGR ， 
存在某一个邻域 U ， 使得 F 的所有函数的导数在这个邻域 u 上是一致有界的.[即存在 
M ， 使得对于所有和所有 /6 F 有 I / O ) I < M .①]证明 F 是等度连续的， 


①方括号中这个注释原文处理不妥，容易引起误解.译文中的在原文中是译文中的 I /( y ) I 在 
原文中是丨 /(. r ) | < M . ——译者注 
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3. 证明： 

定理 （ Arzela 定理）设 X 紧致的， 并且人 R "). 若族 {/„} 是点态有界的和等度连 
续的，则序列/„有一个一致收敛的子序列. 

4. ( a ) 设函数 / n: R 定义为人 U )=/. 集合：^={/„}是点态有界的，但序列（人）没有一致 

收敛的子序列，在哪个或哪些点处 F 不是等度连续的？ 

( b ) 针对第21节的习题9中定义的函数/„再次讨论 U ) 的情况. 

5. 设 X 是一个空间. C ( X , R ) 的子集： T 称为 在无穷远处一致蜕化 （vanish uniformly at 
infinity ), 如果给定 e >0, 存在 X 的一个紧致子集 C ， 使得对于每一个 : rG X — C 及 F ， 
有 I / U ) | < e . 如果： F 仅由一个函数/组成，则称/ 在无穷远处蜕化 （vanishes at 
infinity ). 用 C Q ( X，R ) 表示在无穷远处蜕化的连续函数/: X — R 的族. 

定理 设 X 是局部紧致的 Hausdorff 空间，赋予 C G ( X ， R ) —致拓扑. e 0 ( X , R ) 的子集 
F 有紧致闭包，当且仅去它是点态有界的和等度连续的，并且在无穷远处一致蜕化. 

[提 示： 用 y 表示 x 的单点紧致化，证明若赋予 e c ( x ， R ) 和 eo % R ) 上确界度量，则 e 。 
( X ，30等距于 e ( v ， R ) 的一个闭子空间 _] 

6. 在 Ascoli 定理的证明中将.统统换为任意一个度量空间，只要求它满足 条件： 其中的所有 
闭的有界子空间都是紧致的.证明结论依然成立. 

’7.设( X ，心是一个度量空间.如果 ACIX 湘 £ >0,令 U ( A ， e ) 表示 A 的邻域.令況为 X 

的所有（非空）有界闭子集的族.如果 A ， 肤 M ， 定义 

• • 

» • 

D ( A , B ) = inf { £ | A 匚 LT ( B ， e ) 并且 B 匚 L 7( A ， e ) } . 

s 

( a ) 证明： D 是的一个度量 > 称之为 Hausdorff 度置 （Hausdorff metric ). 

( b ) 证明： 如果 （ X ， c /) 是完备的，则 （ Jf ， D ) 也是完备的.[提 示： 设纪为况中的一个 
Cauchy 序列.用过渡到子序列的办法，假定 D ( A „， A n +1 )< l /2\ 定义 A 为序列 x ^， 

I 

工 2 ，…的极限点的集合，要求这些序列心，…满足 条件： 对于每一 个〗， X , e a , , 
并且以 A , x i + 0< l /2\ 证明疋 — A .] 

( c ) 证明： 若 （ X , c /) 是完全有界的，则（況， D ) 也是完全有界的.[提 示： 给定 e ， 选取 
3< e ， 弁且令 S 是 X 的一个有限子集，使得族 { B d ( x ， 幻 | : c 6 S } 覆盖 X . 设 A 是 S 的 
所有非空子集构成的族.证明 { B D ( A ， : e ) 丨 AG ^ A } 覆盖況 .] 

( d ) 定理 若 X 关于度量 d 是紧致的，则艽关于 Hausdorff 度量 D 也是紧致的. 

. 

*3. 设（ X ， d x ) 和 ( Y ， d y ) 都是度量空间，赋予 xxy 相应的平方度量，用况表示 XXY 关于 

♦ _ ♦ ♦- 

Hausdorff 度量 D 的所有（非空）有界闭子集的族.关于一致度量，考虑空间 C ( X ， Y ). 设 
映射 gn C ( X , Y )— 光是在每一个连续函数/: 上，取值为函数/的图像 

•说 G f = {x X fix ) \ x X } 

的那个函数. 

( a ) 证明映射 gr 是单射，并且一致连续. 

( b ) 用況。表示映射 w 的像集，设 C ( X , Y ) — 是由 gr 得到的一个满射.证明若 
/： x — y 是一致连续的，则映射在点处是连续的. 
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(c) 举一个映射在点 G / 处不连续的例子. 

( d ) 定理 若 X 是紧致的，则 gr : C ( X , 是一个嵌入. 

46点态收敛和紧致收敛 

空间和 e ( x ， y ) 除了一致拓扑之外，还有其他一些有用的 拓扑. 现在我们要讨论其中 
的 三个： 点态收敛拓扑、紧致收敛拓扑以及紧致开拓扑. 

定义 给定集合 X 的一个点： C 以及空间 Y 的一个开集17，令 

S ( x , U ) = {fi feY x 和 / Or ) e C /}. 

所有集合 S (： r ， L 7) 构成的拓扑的一个子基，这个拓扑称为 点态收敛拓扑 （topology of 
pointwise convergence ) 或点开拓扑 （ point-open topology ). 

这个拓扑的一般基元素是子基元素 S (: r ， U ) 的有限交.因此，包含函数/的一个典型的 
基元素就是由所有在有限多点处“接近”/的函数 g 组成.这样的邻域如图 46. 1所示，它由所 
有函数图像与所给三个垂直区间都相交的函数构成. 



上的点态收敛拓扑并非新鲜事物，它就是我们早已研究过的积拓扑.如果我们用 J 代替 X ， 
将 •/的 一般元素记为 a ， 这样看起来就更加熟悉了.这时，使得的所有函数 jc : 构成 

的集合 S («， LJ ) 恰好就是 W 的子集 （ KU )， 而它也正好就是积拓扑的标准子基 元素. 

称其为点态收敛拓扑的理由缘于以下 定理： 

定理 46.1 在点态收敛拓扑下，函数序列/„收敛于函数/，当且仅当对于每一个点： 

X ， Y 中点的序列 / n (: r ) 收敛于点 / U ). 

证这是引理 43. 3所证明的积拓扑中的一个一般性的事实，在这里只是使用函数空间记 
号重新陈述一遍. ■ 

例1考虑空间 R 1 ， 其中1=[0, 1], 定义为/„(: r )= f 的连续函数序列 （/„) 在点态收敛 
拓扑下收敛于函数/，其中/的定义为 


" 、1° 对于 0<: c < l ， 

JKX) = / 

U 对于 : r = 1. 
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这个例子说明，在点态收敛拓扑下，连续函数的子空间 e (_ r ， R ) 不是 R 1 中的闭集. ■ 

我们知道，若一个连续函数序列 （人） 在一致拓扑下收敛，则极限必定是连续的.然而上面 
这个例子说明， 一 个序列仅在点态收敛拓扑下收敛，却未必有连续的极限.人们可能要问，是 
否存在某一个拓扑介于这两个拓扑之间，仍能保证连续函数的收敛序列有连续的极限呢？答案 
是肯定的.只要对空间 x 加一点限制，而且这个限制还相当宽泛，即要求 x 是紧致生成的. 
如果在以下定义的紧致收敛拓扑下， （/„) 收敛于/，就足以保证/是连续的了. 

定义 设 ( Y ， 幻是一个度量空间， X 是一个拓扑空间.给定 Y x 的一个元素/， X 的一个 
紧致 子空间 C 以及一个数 e >0, 令 B c (/， e ) 表示中所有满足下式的元素 g 构成的 集合： 

sup { d { /( x ) , g "( x )) I j : G C } < e . 

这些集合 B c (/， e ) 组成了 Y x 的一个拓扑基.我们称这个拓扑为 紧致收敛拓扑 （topology of 
compact convergence ) (有时也称它为“紧致集合上的一致收敛拓扑 ’’）• 

易见这些集合 B c (/， e ) 满足作为基的条件. 最 关键的一步是注意，若 gGB c (/， £ )，则对 

茂= e — sup <^(/( x ) 9 g ( x )) I x 6 C } * 

有 B c ( g ， e ). 

这个拓扑与前面的拓扑不同，在这个拓扑中包含/的基元素由具有下述特点的函数 组成： 
它不是仅在有限多个点上“接近”/，而是在某一个紧致集的所有点上“接近” /. 

采用这个术语的合理性来自以下定理.这个定理的证明是直接的. 

定理 46.2 函数序列/„: X — Y 关于紧致收敛拓扑收敛于函数/，当且仅当对 X 的每一 
个紧致子空间 C ， 序列/„ | C 一致收敛于/ | C . 

定义 空间 X 称 为紧致生成的 （compactly generated )， 如果 X 的一个子集 A 满足 条件： 
对于 X 的每一个紧致子空间 C ， ADC 是 C 中一个开集，则 A 是 X 中的一个开集 • 

这个条件等 价于： 如果对于每一个紧致子集 C ， 是 C 中闭集，那么集合 B 是 X 中闭 

集.这是对空间的一种相当宽泛的限制，因为许多熟知的空间都是紧致生成的.例如以下 
引理. 

引理 46.3 若 X 是局部紧致的，或者 X 满足第一可数性公理，则 X 是紧致生成的. 

证 设 X 是局部紧致的，对于 X 的每一个紧致子空间 C ， AHC 是 C 的一个开集，我们证 
明 A 是 X 的一个 开集. 给定 x 6 A ， 选取: r 的一个邻域 U ， 使它包含于 X 的某一个紧致子空 
间0中. 根据 假设，由于 Af | C 是 C 的一个开集，所以 AflU 是17的一个开集，从而也是 X 
的一个 开集. 于是 Af | U 就是 x 的一个包含在 A 中的邻域，所以 A 是 X 的一个开集. 

设 X 满足第一可数性公理，如果对于 X 的每一个紧致子集 C ， BAC 是 C 的一个闭集，我 
们证明 b 也是 x 的一个闭集 • 设 x 是 s 的一个点，下面证明： cea 因为 x 在点: c 处有可数 
基，所以存在 B 中点的一个序列（^)收敛于: T . 子空间 

c = { x } U {^n I W G Z +> 

是紧 致的. 因此根据假定 BflC 是 C 的一个闭集.又因为对于每—个„， Bf | C 包含工„,所以 
它也必包含 X ，从而 ■ 

关于紧致生成空间的一个关键性的结 论是： 
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引理 46.4 若 X 是紧致生成的，则函数/: 只要对于 X 的每一个紧致子空间 C ， 

/ 1 C 是连续的，/便是连续的. 

证 设 V 是 Y 的一个开子集，我们证明 / M ( V ) 是 X 中的开子集.给定 X 的任意一个子 
空间 C ， 

r 1 ( V ) n c = (/ 1 c )- 1 ( V ). 

如果 C 是紧致的，由 /I C 是连续的，可见这个集合是 C 的一个开集.因为 X 是紧致生成的， 
所以 /— 1 ( V )是 X 的一个 开集. _ 

定理 46.5 设 X 是一个紧致生成的空间， （ Y ， 心是一个度量空间，则 e ( X ， Y ) 关于紧致 
收敛拓扑是的一个闭集. 

证设是 e ( x ，. Y ) 的一个极限点，我们证明/连续.只需证明，对于 x 的每一个 
紧致子集 c ， / | c 是连续的，对于每一个„，考虑/的邻域 b c (/， i / n )， 因为它和 e ( x , y ) 
相交，所以可以选出一个 函数人 ： n 包含在这一邻 域中. 函数 序列人 丨 c : —致 

收敛于函数/ I c ， 因而根据一致极限定理， / I c 连续. ■ 

推论46,6 设 X 是一个紧致生成的空间， （ Y ， 心是一个度量空间，如果一个连续函数序 
列人 ee ( x ， y ) 在紧致收敛拓扑下收敛于函数/，那么/是连续的. 

当 Y 是一个度量空间时，我们在函数空间 Y x 上有三个拓扑.这三者之间的关系可由下述 
定理来予以说明，它的证明是直接的. 

定理 46.7 设 X 是一个空间， （ Y ， d ) 是一个度量空间.对于函数空间上的三种拓扑 
之间有以下包含 关系： 

(一致拓扑 ）=)( 紧致收敛拓扑 ）： D (点态收敛拓扑）. 

如果 X 是紧致的， 则前两个拓扑是一致的.如果 X 是离散的，则后两个拓扑是一致的. 

一致拓扑与紧致收敛拓扑的定义都涉及到空间 Y 上的度量但点态收敛拓扑却不需要. 
事实上，它的定义是针对任意空间 y 的.这样自然就会产生 疑问： 是否其他两个拓扑中的哪一 
个可以扩展为对任意拓扑空间 Y 有定义呢？对于从 X 映人 Y 的所有函数构成的空间 Y x ， 这个 
问题还没有满意的答案.但是，对于连续函数空间 e ( x , y )， 却可以得到一些结果.我们在 
e ( x , y ) 上定义一种拓扑， 即紧致开 拓扑.可见若 y 是一个度量空间，则这个拓扑就与紧致 
收敛拓扑一致.如我们将要看到的，紧致开拓扑本身十分重要. 

定义设 x 和 y 是两个拓扑空间.如果 c 是 x 的一个紧致子空间， L ； 是 y 的一个开子 
集，定义 

S ( C f U ) = {/I fe c ( x ， y ) 和 /( c ) 匚 L /}. 

集合 S ( C ， L 0 形成 (?（ X ， Y ) 的某一个拓扑的子基，这个拓扑就称为紧致开拓扑 （ compact-open 
topology ). 

根据定义易见，紧致开拓扑一般比点态收敛拓扑更细，是可以定义在整个空间上的. 
但我们关心的只是子空间 e ( x , y ), 所以只考虑这个空间. 

y 定理 46.8 设 X 是一个空间，（: T ， 心是一个度量空间.对于空间 e ( X ， Y ) 来说，紧致开 
拓扑与紧致收敛拓扑一致. 
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证 如果 A 是 Y 的一个子集，£>0,我们用 U ( A ， e ) 表示焱的 £ -邻域 • 如果 A 是紧致的， 
V 是包含 A 的一个开集，于是存在 e >0, 使得 U ( A ， e ) CV . 事实上，所求的£就是函数 
dia ， X — V )的极小值. 

首先，我们证明紧致收敛拓扑比紧致开拓扑细.设 S ( C ， U ) 是紧致开拓扑的一个子基元 
素，而/是 S ( C ， U ) 中的一个元素，由于/连续，所以 /( C ) 是开集[/的一个紧致子集.因 
此，我们可以选取使得 /( C ) 的 e - 邻域包含在1/中，于是 

B c (/, e ) e S ( C ， U ). 

我们证明紧致开拓扑比紧致收敛拓扑细.设 / ee ( x ， y ). 对于紧致收敛拓扑包含/的一个 
开集，则它包含一个形如 b c (/， e ) 的基元素，下面我们找出紧致开拓扑的一个包含/的基元 
素，使它包含于 B c (/， e ) 中. 

， X 的每一点 x 都有一个邻域 V ^， 使得/( I )包含在 Y 的一个直径小于 e 的开集 R 中. 
[例如，选取 W ， 使 /( W ) 包含在 / U ) 的 e /4 -邻域中，则/(%)包含在/( I )的 e /3 -邻域中， 
这个邻域的直径最多是 2 e /3.] 用有限多个这种集合 R ， 譬如 ： c = …，心来覆盖 C . 令 

c .- v . nc , 于是 g 为紧致子集，并且基元素 

scc ^ ，&) n … n s ( c , n ,^> 

包含/，并且被 b c (/， £ )所包含. ■ 

推论 46.9 设 y 是一个度量空间. e ( X ， Y ) 的紧致收敛拓扑与 Y 的度量无关. 因此，若 
x 是紧致的，则 e ( x , y ) 的一致拓扑与 y 的度量无关. 

紧致开拓扑的定义不涉及度量，这恰是它的一个有用的特征.同时它还满足“联合连续性” 
的要求.粗略地说就是， /(X) 不仅对单变量 2 是连续的，而且在变量: t 和/同时改变时，仍 
然是连续的.确切地说来，便是下面的定理. 

定理 46.10 设 X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间， C ( X ， Y ) 有紧致开拓扑.映射 

e：xx e ( x , y ) — 

定义为 

e (. j ：, f ) — /( x ) ， 

它是连续的. 

这个映射 e 称为賦值映射 （evaluation map ). 

• . 

证 给定 xxe ( x ， Y ) 的一个点（ X ，/)，设 V 是 Y 中包含像点 eU ，/)=/(: r ) 的一个开 
集，我们希望找到一个包含（ X ， /) 的幵集，使得 e 将其映射到 V 中.首先，应用/的连续性 
以及 X 是局部紧致的 Hausdorff 空 间这一事实，可以选取一个包含=的开集 L /， 使得 U 有紧 
致的闭包 0, 并且 / 将 U 映射到 v 中.考虑 xxe ( x ， y ) 中的开集 uxs (0, v ). 它是包含 
( X ， /) 的一个开集，并且若(: T '，/) 属于这个集合，则 e ( x '，/) 二 /(/) 属于集合 V . ■ 

这个定理的一个推论如下，它在代数拓扑中是很有用的. 

定义 如果给定了一个函数/: xxz ^ y , 我们便有一个相应的函数 f : z — e ( x ， y >, 
其定义为 

( F ( z ：))( x ) = fixjz ). 
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反之，如果给定 F : Z ^ e ( X , Y ), 那么这个等式又定义了与之相应的函数/: 我 

们称从 Z 到 e ( X , Y ) 中的映射 F 是由/诱导的 （induced by /)• 

•定理 46 . 11 设 x 和 y 是两个 空间， 賦予 e ( x ， y ) 紧致开拓扑.若/: 是连 

续的，则由/诱导的映射 F: Z ^ e ( X , Y) 也是连 续的. 进而，若 X 是局部紧致的 HausdoHf 
空间，则其逆命題也成立. 

证 我们先假设 F 是连续的， X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间，那么/是连续的.因 
为/等于复合 

i x X F e 

xxz — ~~ x e ( x ， Y ) ― 

其中 G 是 x 上的恒等映射. 

现在设/是连续的，为了证明 F 的连续性，我们取2的一个点々和(?（叉， Y ) 中的包含 
FG 。） 的一个子基元素 S ( C , U ). 下面寻找 z 。 的一个邻域 W , 使得 F 可以将 W 映射到 
S ( C , U ) 中.这样就完成了证明. 

所谓 FU ) 属于 S ( C ， L /)， 即是说，对任意 xec ， 有 （ Fa Q ))( o ：)=/(： r ， ％)属于 U •也 
就是说 /(cxa)clj. /的连续性蕴涵着 /- 3 a/) 是 xxz 中包含 cx 々 的一个开集，因此 

r l ( u ) n ccxz ) 

是 CXZ 中包含 CX % 的开集.根据第26节中的管状引理可见，在 Z 中存在 A 的一个邻域 
W , 使得 CXW 包含于 /- KL /)， 如图 46. 2所示.于是对于 zGW 和 XGC ， 有 / U ， z )€ U . 
从而 F ( W ) 匚 S ( C ，17). 


Z 






CX2 0 


f - KU ) 



图 46.2 



我们来简略地讨论一下紧致开拓扑与同伦这个概念之间的关系，其中同伦将在代数拓扑中 
涉及. 

如果/和 g 是从 X 到 Y 的两个连续映射，我们说/和 g 是同伦的，如果存在一个连续映射 

/i ： xx[oa] — 

使得对于所有的有 ZiU, 0)=/(1) 和/ lU ， l)=^(x). 映射 /i 称为/和 g 之间的一个 
同伦. 

粗略地说， 一 个同伦就是从 X 到 Y 的映射构成的一个“连续单参数族”.更准确些讲，一 
个同伦 A 给出一个映射 


h ：[ o , i ] —> c ?( x , y ), 

对于每一个参数 re [0, 1], 它对应着从 X 到 Y 的一个连续映射.假设 X 是局部紧致的 
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Hausdorff 空间，我们知道， /i 连续当且仅当 H 连续.这就意味着连续映射/和 g 之间的一个 
同伦/I，恰好对应着函数空间 C(X，Y) 中连接 C(X，Y ) 的点/和 g 的一条道路. 

我们将在本书的第二部分更详细地研究同伦的概念， 

习题 

1. 证明： 所有集合 B c (/， e ) 形成的某一个拓扑的基. 

2. 证明定理46, 7. 

3. 证明有界函数/: R—R 构成的集合 S(R, R) 关于一致拓扑是1^的闭集，但在紧致收敛 
拓扑下却不是. 

4. 考虑定义为 

fn (工） = Xl 71 

的连续函数序列/在定理 46.7 中提到的三个拓扑中，关于哪个拓扑是收敛的？对 
于第21节的习题9中所给定的序列，情况又如何呢？ 

5. 考虑定义为 

n 

/n(-r) = ^kx k 

k = l 

的函数序列 /„: ( — 1， D—R 

(a) 证明 （/J 关于紧致收敛拓扑是收敛的，并且极限函数是连续的.（这是关于幂级数的一 
个一般性结论 .） 

(b) 证明（/„)关于一致拓扑不收敛. 

6. 证明： 关于紧致开拓扑，如果 Y 是 Hausdorff 的，则 Y) 也是 Hausdorff 的.如果 Y 
是正则的，则 C(X，Y) 也是正则的.[提 示： 如果 EJCV， 则 S(C， U ) dS ( C 9 V).] 

7 . 证明： 如果 Y 是局部紧致的 Hausdorff 空间，只要全都使用紧致开拓扑，那么复合映射 

e(x,y) x e(y,z) —^ ecx,z) 

是连续的.[提 示： 如果 g°/es(c， 17)，找出V ，使得 /( C)cv 和〆 F)CU 成立 •] 

8. 设 &(x，Y) 表示关于某拓扑 T 的集合 e(x，y). 证明： 如果賦值映射 

e：xx e r cx,y) — 

连续，则 t 包含紧致开拓扑.[提 示： 诱导映射£：: e \ x 9 y>-^e(x, y ) 是连续的 .] 

9. 这是定理 46* 11在商映射上的一个（意外的） 应用. （参照第29节的习题 11.) 

定理如果/>: 是一个商映射，并且X是局部紧致的 Hausdorff 空间，那么 iVXp: 

XXA — 是一个商映射. 

证明： 

(a) 设 Y 是由 f x X/> 诱导的商空间， g: XXA—Y 是一个商映射 • 证明存在—个连续的—一 
映射/: Y -^ XXB , 使得 f 。 Q = i x Xp . 

(b) 设 g = f ~\ g ^ b— ecx, y) 和 q: a— e(x ， y ) 分别是由尽和 g 诱导 的映射 .证 

明 ° P ， 

( c ) 证明 Q 是连续的.推证 G 是连续的，因此 g 是连续的. 
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# 10. 一个空间称为局部紧致的，如果存在它的一个开覆盖，这个开覆盖中的每一个开集都包含 
于 X 的某一个紧致子集中，一个空间称为 ir - 紧致的 U - compact )， 如果它能被可数多个这 
样的开集覆盖. 

( a ) 证明： 若 X 是局部紧致的，并且是第二可数的，则它是紧致的. 

( b ) 设 ( Y ， c /) 是一个度量空间. 证明： 如果 X 是『紧致的，那么对 Y x 上的紧致收敛拓扑， 
存在一个度量使得若 ( y ， 心是完备的，则在此度量下也是完备的.[提 示：设 Ah 
A 2 , …是 X 中的可数个紧致子空间构成的族，并且这些紧致子空间的内部构成了 X 的 
一个 覆盖.用1表示 所有从'到^的映射构成的集合，并赋予其一致拓扑.定义 yx 
和积空间 I XY 2 X …的一个闭子空间之间的一个同胚 .] 

11•设 ( Y ， 心是一个度量空间， X 是一个 空间. 定义 e ( x ， Y ) 的一个拓扑 如下： 给定 /G 
e ( x , y ) 和 x 上的一个正的连续函数夂 x ^ R +， 令 

B (/ fS ) = {g I difix ') ， g ( x )) < dix ) ，对于所有 ： c 6 x }. 

( a ) 证明这些集合 B (/， 们构成了 C ( X ， Y ) 的某个拓扑的一个基.将这个拓扑称为细拓扑 

(fine topology ). 

( b ) 证明细拓扑包含一致拓扑. 

( c ) 若 X 是紧致的，则细拓扑和一致拓扑是一致的. 

( d ) 证明若 X 是离散的，则 C ( X ， Y )= Y X ， 并且细拓扑和箱拓扑一致. 

47 Ascoli 定理 

我们现在来证明 Ascoli 定理的一般形式，它刻画了关于紧致收敛拓扑 e ( X ， Y ) 的紧致子 
空间. 然而，这个证明涉及函数空间的三种标准拓扑，即点态收敛拓扑、紧致收敛拓扑和一致 
拓扑. 

定理 47. l[Ascoli 定理 （Ascoli theorem )] 设 X 是一个空间， （ Y ，6?) 是一个度量空间 •賦 
予 C ( X , Y ) 紧致收敛拓扑.设: F 是 C ( X ， Y ) 的一个子集. 

( a ) 若7关于 d 是等度连续的，并且集合 

^ = {/( a ) | /e 

对于每一个有紧致闭包，则灭包含于 Y ) 的一个紧致子空间中. 

( b ) 若 X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间，则逆命题成立. 

证 （ a ) 的 证明. 赋予积拓扑，它与点态收敛拓扑是一致的.从而是一个 Hausdorff 
空间 • 空间 e ( x ， D 有紧致收敛拓扑，它不是 Y x 的子 空间. 设 g 是灭在中的闭包. 

第 一步. 证明麥是的一个紧致子 空间. 给定 aex ， 令表示在 y 中的闭包.根 
据假设条件可见， c a 是 Y 的一个紧致子空间. 集合穸 包含于积空间 

取， 

因为根据定义，这个积空间由满足以下条件的所有函数/: 构成： 对于所有^有 

/(“）6(^,根据丁7(：110110££定理，这个积空间是紧致的，它是的一个闭子空间.因为孕是 
F 在 Y x 中的闭包，所以麥包含于 nc a 中，并且是闭的.从而麥是紧致的. 
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第二步.证明 g 中的每一个函数都是连续的，并且參关于 d 是等度连续的. 

给定:和 e >0, 选取 X 。的一个邻域17,使得 

dCfU ), fU 0 )) < e /3 对于所有 /G T 和所有: rGU . (*) 

下面将证明对于所有和: r 6 U ， 有 d ( g ( x )，^<^ o ) Xe . 从而&是等度连续的 • 

设： r 是 L 7 的一个点.定义 I 中所有元素"构成的一个开集，其中&满足 

条件 

dUi ( x ) ， g (: c )) 〈 s /3 和 dihixo )， g ( x 。））< e /3. ( * * ) 

因为 g 属于: F 的闭包，所以 g 的邻域 K 必然包含: F 的一个元素/，对于（*)和（**)使用三 
角不等式，可见以 gU )， gU 0 ) Xe . 

第三步.证明 Y x 上的积拓扑和 C ( X ， Y ) 上的紧致收敛拓扑在子集穿上是一致的. 

一 般地， 紧致收敛拓扑要比积拓扑细.我们证明对于子集心 相 反的蕴涵关系也成立.令 
发为9的一个元素，令召^心9是1^上紧致收敛拓扑的包含€的一个基元素，要找到 
点态收敛拓扑的一个包含 g 的基元素 B ， 使得 

[b n &]〔[ b c (茗， e ) n 麥]， 

应用穿的等度连续性和 c 的紧致性，可以选出 x 的有限多个开集 ， … ， u„m 盖 c ， 要求 
认，…， R 分别包含点 A ，…，： c H ，并且对于每一个 i ， 有 

d ( g ( jo ) 〈 e /3 

其中： reu ,， 定义基元素 b 为 

B = {h \ h Y x 和 < i (/ i (: c ,)， g ( x ,)) < e /3 ，i = 1，…， n }. 

下面证明若 A 是麥中的一个元素，则 A 便属于 B c ( g ， e ), 也就是证明，对于： r 6 C 有 
d ( h ( x ), g U ))< e . 给定: t 6 C ， 选取 < 使得由于 xGU , 和 g ， he 锋 ，所以有 

dCh ( x ) ，/ i (: c ,)) < e /3 和 d ( gCx ) , gix t )) <1 e /3. 

由于所以 

cKk ( xi ) , g { xi )) < g /3. 

从而根据三角不等式可见 g ( x ))< e . 

第四步.完成证明.集合穿包含 F 并且包含于 C ( X ， Y )， 并且它是1^关于积拓扑的一个 
紧致子空间.根据刚刚证明的结论，它也是 e ( x ， y ) 关于紧致收敛拓扑的一个紧致子空间. 

( b ) 的证明.设况是 e ( x ， y ) 中包含炙的一个紧致子空间.下面证明并是等度连续的， 
并且对于每一个是紧致的.由此可见灭是等度连续的（由于 FCZ 況），以及包 
含于 y 的紧致子空间况 a ， 从而歹 a 是紧致的. 

为了证明是紧致的，考虑以下映射的 复合： 

i ： e ( x , y > — ^xx e ( x , y ), 

其中 i (/)= aX /， 以及陚值映射 

e：xx ecx , y > — - y , 

其中 e ( xX /)=/(： c ). 显然映射）是连续的，根据定理 46.8 和定理 46.10 可见，映射 e 也是连 
续的. 复合映射 e 。） 将光映到中，因为況是紧致的，所以也是紧致的. 
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现在我们来证明況在 a 点关于度量^是等度连续的.设 A 是 X 的一个紧致子空间，包含 
a 的一个邻域.下面只需证明 C ( A ， Y ) 的子集 

沢 = {/I a ; / e 

在 a 点处是等度连续的. 

賦予 e ( A ， Y ) 紧致收敛拓扑，下面证明限制映射 

r ； e ( x , y > — - e ( A ， Y ) 

是连续的.设/是 e ( X ， Y ) 中的一个元素， | A , e ) 是 e ( X ， Y ) 的包含/ I A 的一个 
基元素，其中 C 是 A 的一个紧致子空间.那么 C 是 X 的一个紧致子空间，并且 r 将 e ( X ， Y ) 中 
/的邻域 B c (/， e ) 映到 B 中. 

映射 r 将況映到況上.因为 龙是紧 致的，所以況也是紧致的.況是 e ( A ， Y ) 的一个子空 
间，因为 A 是紧致的，紧致收敛拓扑和一致收敛拓扑在 e ( A ， Y ) 上是一致的.根据定理 45*1 
可见，況关于 e ( A ， Y ) 的一致度量是完全有界的.从而根据引理 45.2 可见，況相对于度量 
d 是等度连续的. ■ 

至于 Ascoli 定理的更为一般的形式可以在 [ K ] 或 [ Wd ] 中找到.在那里并没有要求 Y 是一 
个度量空间，仅仅假定它有所谓的一致结构.这种一致结构是度量概念的一种推广. 

Ascoli 定理在分析中有很多应用，这已超出本书的范围.可以在 [ K - F ] 中找到一些这样的 
应用. 

习题 

1. 以下所列举的 C ( R ， R ) 的一些子集中哪些是点态有界的？哪些是等度连续的？ 

( a ) 族{/„}，其中 

( b ) 族 { g „}， 其中 g n ( x )= n + sinx . 

( c ) 族其中 h n ( jr )= I x I 1/n . 

( d ) 族 U „}， 其中 tU ) 二 nsinU / n ). 

2. 证明 ； 

定理 若 X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间，则 C ( X ， R n ) 关于紧致收敛拓扑的子空间 
: F 有紧致闭包，当且仅当在 R ” 的任意一个标准度量下，： F 是点态收敛的并且等度连续的. 

3. 证明： 当 X 是一个 Hausdorff 空间时， Ascoli 定理的一般形式蕴涵经典形式（定理45, 4). 

4. 证明： 

定理 （ Arzela 定理，一般形式）.设 X 是一个 a - 紧致的 Hausdorff 空间，/„: X — R * 是一个 
函数 序列. 若{/„}是点态有界的和等度连续的，则序列 / n 存在一个子序列，它关于紧致收 
敛拓扑收敛到一个连续函数. 

[提 示： 证明 R A ) 是第一可数的 .] 

5. 设 ( Y ， W 是一个度量空间，/„: 是一个连续函数序列，/: 是一个函数(不必是 

连续 的）. 设关于点态收敛拓扑人收敛到 /• 证明，若{入}是等度连续的，则/是连续的， 
并且/„关于紧致收敛拓扑收敛到 /. 
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本章我们介绍一类称为 Baire 空间的拓扑空间.要陈述定义 Baire 空间的条件并不容易， 
但它却在分析学和拓扑学中有广泛应用.我们所学过的空间大多数都是 Baire 空间.例如，如 
果一个 Hausdorf f 空间是紧致的或者是局部紧致的，那么它便是一个 Baire 空间.如果一个可 
度量化的空间 X 是拓扑完备的，即存在 X 的一个度量，关于这个度量 X 是完备的，那么它便 
是一个 Paire 空间. 

因此，从 X 到 R ” 的所有连续函数构成的空间 C ( X ， R n ) 在一致度量下是完备的，可见它关 
于一致拓扑是一个 Baire 空间.这个结论有一系列有趣的应用. 

其中一个应用就是我们将在第49节中给出的关于连续却处处不可微的实值函数存在性的 
证明. 

另一个应用出现在拓扑学的一个分支维数论中.第50节中我们将定义拓扑维数的概念， 
它源自于 Lebesgue . 我们将证明一个经典的 定理： 每一个拓扑维数为 m 的紧致可度量化空间， 
都可以嵌人到维数为 N =2 m + 1 的欧氏空间 R N 中.由此可见，每一个 m - 流形都可以嵌入到 
R 2ffl+1 中.这就推广了第36节中证明的嵌入定理. 

在本章中，我们假设读者已熟悉完备度量空间（第43节）.当学习维数论的时候，将要用 
到第36节（流形的嵌人）以及一些线性代数的内容. 

48 Baire 空间 

就像本书中所引入的许多条件那样，确定一个空间是 Baire 空间的条件也是“很不自然” 
的，但是我们只能暂时先忍耐一下. 

在本节中，我们将定义 Baire 空间，并指出两类重要的空间，即完备度量空间和紧致的 
Hausdorff 空间，它们都包含在 Baire 空间类中.然后再给出一些应用.尽管这些应用并没有 
使 Baire 条件显得更自然一些，但至少说明 Baire 空间是一个有用的工具.事实上，在分析学 
与拓扑学中它确实是一个十分有用而巧妙的工具. 

定义 我们 知道： 空间 X 的子集 A 的内部，是所有包含于 A 的开集之并.如果除了空集， 
A 不包含 X 的任何其他开集，我们就说 A 有空 内部 （empty interior ). 等价地，如果 A 的每一 
个点都是 A 的补的一个极限点，也就是说 A 的补在 X 中稠密，我们就说 A 有空内部. 

例 1有理数集 Q 作为 R 的子集有空内部，但闭区间[0， 1] 内部非空.区间[0， 1] X 0 作 
为平面 R 2 的子集有空内部，子集 QXR 也有空内部. ■ 

定义 空间 X 称为一个 Baire 空间 （ Bairespace )， 如果它满足以下 条件： 给定 X 的用集的 
任意 可数族 { AJ ， 如果其中每一个集合在 X 中有空内部，那么它们的并中也有空 
内部. 

例2 有理数空间 Q 不是 Baire 空间，因为 Q 的单点集为闭集，并且在 Q 中有空内部，但 
Q 是它的单点子集的可数并. 
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另一方面，空间 z + 是一个 Baire 空间.因为 Z + 的任意子集是开集，所以除了空集外 ， Z + 
的任何子集都有非空内部，这就是说， Z + 绝对满足 Baire 条件. 

更一般地，作为完备度量空间， R 的任意闭子空间是一个 Baire 空间.出人意料的是 R 中 
的无理数集也是一个 Baire 空间，见习题 6. ■ 

这个术语最初由 Baire ( R . Baire ) 用在与“范畴”一词有关的概念之中.空间 X 的子集 A 称 
为 X 中的 第一范畴集， 如果它包含于具有空内部的 X 的可数个闭集的并之中，否则称 A 是 X 
中的 第二范 畴集. 使用这一术语，我们可 以说： 

空间 X 是一个 Baire 空间当且仅当 X 中的任意非空开集是第二范畴集 • 

在本书中，我们不使用“第一范畴集”与“第二范畴集”这两个词. 

上述定义是 Baire 空间的“闭集定义”，还有一个借助于开集的定义方式也经常使用.参见 
以下引理. 

引理 48. 1 X 是一个 Baire 空间当且仅当 X 中开集的任意可数族 } ，若每一个在 X 
中稠密，则交 n 汰也在 x 中稠密. 

证 我们说过，集合 c 在 X 中稠密是指该引理可以立刻由下面两条 推出： 

(1) A 是 X 中的一个闭集当且仅当是 X 中的一个开集. 

(2) B 在 X 中有空内部当且仅当 X — 在 X 中稠密. ■ 

有许多定理给出了确定一个空间是 Baire 空间的 条件. 其中最重要的一个定理 如下： 

定理 48. 2[Baire 范畴定理 （Baire category theorem )] 若 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间 
或者是一个完备度量空间，则 X 是一个 Baire 空间. 

证 给定 X 的闭集的一个可数族 { AJ ， 其中每一个 A „ 有空 内部. 我们证明它们的并 UA n 
在 X 中也有空内部.为此，任意给定 X 的一个非空开集17。，我们必须找出一点： T ， 它属于 
U 0 , 但不属于任何一个 

首先考虑集合 A 。 根据 假定， Ai 不包含因此可以选出一点 > 它属于 J 7。， 但不在 
A , 中. 由于义：是闭集， X 是正则的，所以可以选取 j 的一个邻域 R ，使得 

A! ~ 0 f 

u , ( Z . u 0 . 

如果 X 是一个度量空间，还可以把 LA 选得足够小，使其直径小于 1. 

一 般地， 给定非空开集 Kh ， 可以选取汰―，的一个点，使它不在闭集 疋中， 然后选取 
这个点的一个邻域使得 

G n 人= 0 ， 
u n d U n .^ 

diamL/ n < 1/ tz , 当 X 是度量空间时. 

—我们断言 na 非空.根据这一结论立即可见定理成立 • 因为若2是的一个点，则由 
于 Gel ；。， 可见 Z 属于(7。.由于对于每一个„， 辽与 A „ 无交，所以 X 不属于 

证明 HR 非空可分成两部分，取决于 X 是紧致的 Hausdorff 空间还是完备度量空间.如 
果 X — 个是紧致的 Hausdorff 空间，考虑 X 的非空子集的一个套序列 …. 族{^}满 
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足有限交性质，由于 x 是紧致的， nu „ 必然非空. 

如果 x 是一个完备度量空间，则可以应用以下引理完成定理的证明. ■ 

引理 48. 3 设 Q 二 ) C 2 二)…是完备度量空间 X 中的一个非空闭集的套序列.若 diamC ； — 0, 

则 nc „ 关 0 . 

证 这个引理在第43节的习题中曾出现过，这里给出证明.对于每一个 n ， 选取 
因为对于心 m > N , 有工„， sc m eC N ， 并且对任意给定的 e >0， 可以选取充分大的 IV ，使得 
的直径小于 e ， 所以序列 （ a ) 是一个 Cauchy 序列.假定（:^ ) 收敛于： r ，则对于任意给定的 
k ， 子序列 x *， jc k+ i , …也收敛于 x . 于是，1必定属于，因此 ■ 
这里有 Baire 空间理论的一个应用，本节后面我们还将给出更多的应用.这个应用有些意 
思但不深奥，它涉及的是一个学生可能会问到的关于收敛的连续函数序列的问题. 

设 [0, 1]— R 是连续函数的一个序列，对于每一个: rG [0, 1]， 有人 （ x)—/(x) •已 
有例子说明极限函数/未必是连续的.但人们想知道的是/到底是如何不连续的呢？例如，它 
是处处不连续的吗？答案是否定的.我们将要证明/必定在[0， 1] 的无限多个点处连续.事实 
上，所有使得/连续的点构成的集合在[0, 1] 中稠密. 

为证明这个结论，需要以下引理. 

* 引理 48. 4 Baire 空间 X 的任何一个开子空间 Y 是一个 Baire 空间. 

证 设人是 Y 中有空内部的闭集的一个可数族，下面证明 UA „ 在 Y 中有空内部. 

设足是 A „ 在久中的闭包，则: = 于是，足在 X 中有空内部.因为若 U 是 X 
中包含于万„的一个非空开集，则 L 7 必定与 A „ 相交，这导致 (7 HY 是 Y 中包含在中的一个 
非空开集，与假设矛盾. 

若集合 A „ 的并包含着 Y 中的一个非空开集 W , 则5„的并也包含着由于 Y 在 X 中是 
开的，所以 W 在 X 中也是开的.但是每一个集合瓦在 X 中有空内部，这与 X 是一个 Baire 
空间矛盾. ■ 

•定理 48.5 设 X 是一个空间， （ y ， d ) 是一个度量空间. 设 f n •• 是一个连续函数 

序列，使得对于所有的工6叉， 有 f n ( j ：) — f ( x )， 其中/: X — Y . 如果 X 是一个 Baire 空间， 
那么使得/连续的点构成的集合在 X 中稠密. 

证 给定正整数 iV * e >0, 定义 

A N ( e ) = {x \ d ( f n ( x )， / m (* x )) < e ， 对于所有 n ， m > N }, 

注意， A N ( e ) 在 X 中是闭的，因为根据/„和/的连续性可见，满足 d (人 U )， 九 （: r ))< e 的 
点的集合是 X 的一个闭集，并且对于所有 n ， m > N 9 A N ( e ) 是这些集合的交®. 

对于固定的 e ， 考虑集合 AJDCZAddCI ….这些集合的并为兄因为任意给定:由 
于/；(々）一/( X 。） 可得序列 r 。） 是一个 Cauchy 序列，因此对于某一个 N ， 有 x e 6 A N ( e ). 

现在，设 


①这里容易引起误解，作者的意 思是： 

A N ( e ) = p ) I (/ n ( x ),/ m ( x ))< e }. —译者注 
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U ( e ) = [J IntA N ( e )_ 

Nez + 

我们来证明两件 事情： 

( 1 ) a ( e ) 是 X 中的一个稠密开集. 

(2) 函数/在集合 

c - L 7 (D n ua /2) n u ( i /3) n … 

的每一点处都连续. 

% 

由此推出，本定理在 X 是 Baire 空间的假设下成立. 

为了证明 17( e ) 在 X 中是稠密的，需要证明对于 X 的任意一个非空开集 V ，存在 iV 使得 
VnintA N ( e ) 是非空的.为此，我们先注意对每一个 N ， VnA N ( e ) 在 V 中是闭的.因为根据 
前述引理可见 V 是一个 Baire 空间，所以至少存在一个这种集合，不妨设为 Vfl A M ( e ) ，必包 
含 V 中的一个非空开集因为 V 在 X 中是开的，所以 W 也是 X 中的开集.因此，它包含 
于 IntA M ( e ). 

现在我们来证明， 若: C 0 ec ， 则/在点 X 。 处连续.给定 e >0, 我们来找 X 。 的一个邻域 

使得 对于工 GW ， d ( f ( x ) 9 fU 0 ))< e , 

首先，选取 &使得 l / A < e /3. 因为: ^ eC ， 所以: r Q eC /( l /々）. 因此存在某一个 iV ， 使得 
x 0 eintA N a / k ). 最后，由/〃的连续性可以找到 X 。 的一个邻域 W 包含于 A n (1/々）， 使得 

d ( f N ( x ) , / N ( i 。）） < e /3 ,对于 x 6 

根据 WC = A N ( l /« 可见， 

cKf n U ) 9 f N ( x )) < 1/ k , 对于 n 彡 iV 和 : r G 
令 n — 我们得到不等式 

< l/k < e /3, 对于 x e W . 

特别地，因为 x D ew , 我们有 

d ( f ( x 0 ), f N ( x 0 )) < e /3. 

对于 （*)、（**) 和 （***) 应用三角不等式，便得到结论. 

习题 

1•设 X 等于可数并 UB „_ 证明： 如果 X 是一个非空的 Baire 空间，则至少存在一个集合氏有 
非空内部. 

2. 根据 Baire 范畴定理可见 R 不能写成可数个具有空内部的闭子集的并.证明如果不要求这些 
集合是闭的，那么上面的结论不成立. 

3. 证明每一个局部紧致的 Hausdorff 空间是 Baire 空间. 

4. 证明： 若 X 中的每一个点: r 都有一个邻域是 Baire 空间，则 X 是 Baire 空间.[提 示： 应用 
Baire 条件的开集形式 .] 

5. 证 明： 若 Y 为 X 中的一个 h 集，并且 X 是紧致的 Hausdorff 空间或完备度量空间，则 Y 
在子空间拓扑下是一个 Baire 空间.[提 示： 假定 Y = DW „， 其中研„在又中是开的，并假 
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定从是 Y 中具有空内部的一个闭集.给定 X 的一个开集17。，使得 mflY 尹0，找出 X 中 
一个开集序列 u „， 满足 u „ nY 关 0 ，并使得 

U n d U n ^ , 

n 艮= 0 ， 

diamU n < l / n , 当 X 是度量空间时， 

仄 d ] 

6. 证明无理数集是一个 Baire 空间. 

7. 定理 若 D 是 R 的一个可数稠密子集，则没有函数/: R — R 恰在 D 的所有点处连续. 

( a ) 证明： 如果/: R - R , 那么使得/连续的所有点构成的集合 C 是 R 中的一个 G 集. 
[提 示： 设是 R 中所有满足 diam / O / XlAz 的开集 U 的并，证明 C = HU „.] 

( b ) 证明 D 不是 R 中的一个 G 5 集.[提 示： 设0=门択„，其中\^在趿中是开的.对于 

c / eD ， 令 K = W }. 证明灰，和％都在 R 中稠密 .] 

8. 设/„是一个连续函数序列，/„: R - R , 使得对任意: rGR ， 有 /„( x )—/( x ). 证明/在 R 
中的不可数多个点处连续. 

9* 设 t Z +— Q 是一个——映射，令心=发(71).定义/: R — R 如下： 

/(• r „) = l / n , 对于 6 Q ， 

fU ) = 0, 对于 : c 钇 Q . 

证明 / 在每一个无理数处连续，在每一个有理数处不 连续. 你能找到一个连续函数 序列人 
收敛到/吗？ 

10. 证明以下 结论： 

定理 （一致有界原理）设 X 是一个完备度量空间， F 是 e ( x ， R ) 的一个子集，使得对于 
每一个集合 

^ - {/( a ) | /e r } 

有界，则存在 X 中的一个非空开集 U ， 使得： T 中的函数在 U 上一致有界，即存在一个数 M ， 
使得对于所有的： reu 及所有/6芡，有 | fix ) | < M . [提 示： 令 A N = U ; I fix ) I < N , 
对于所有 /6： T }.] 

11. 判定馬是否为 Baire 空间. 

12. 证明 W 在箱拓扑、积拓扑以及一致拓扑下都是 Baire 空间. 

*13. 设 X 是一个拓扑空间， Y 是一个完备度量 空间. 证明 C ( X ， Y ) 在细拓扑(参见第46节的习题 
11) 下是一个 Baire 空间. [提 示： 给定基元素表）使得表<1，次 +1 <&/3,并且/, + 1 
eB ( f t , SJ 3 ), 证明 

n ^ 0 .] 

49 一个无处可微函数 


我们证明数学分析中的下述结论. 

定理 49.1 设 / i : [0， 1] — R 是一个连续函数.任意给定 £ >0，存在一个函数 
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g ： [0 , 1]— R ，对于所有的： r ， 有 I ZiO )— 〆：!：）I < e ， 使得 g 连续并且无处可微. 

证 令1=[0, 1]. 在度量 

〆 /，尽）= max { | fix) — gix) I } 

下，考虑从/到 R 的连续函数空间 e = e ( i ， R ). 这个空间是一个完备度量空间，因此是一 
个 Baire 空间.对于每一个〜我们将确定的一个子集，使得比是中的一个稠密开集， 
同时还具有以下 性质： 属于交 

n r 

nG Z ^ 

的函数是无处可微的.因为 C 是一个 Baire 空间，根据引理48.1，这个交在 C 中稠密.因此， 
给定&和 e ， 这个交必然包含一个函数 g ， 使得 p ( h ， g )< e 9 定理由此得证. 

关键在于恰当地选取首先取一个函数/，并考虑它的差商.给定: ref 及 0< A <+， 

考虑表达式 


f(x + h) — fix) 

in 

fix — h) — fix) 

h 


-h 


因为 ： r + A 和工一&这两个数中至少有一个属于 J ， 所以上面两个表达式中至少有一个 

是有意义的.如果两个都有意义，则用 A /( x ，/ i ) 表示其中较大的一个，否则就用它表示有意 
义的那一个.如果/在点工处的导数 /' (:^)存在，它等于这个差商的极限，所以 

I /’(x) 丨 = limA/(x,/i). 

我们的目的是找到一个连续函数，使得上面的极限不存在.确切地说，就是构造/，对给定的 
工， 存在一个数列 h 收敛到0,而同时 A /( i ， O 变得任意大. 

这就为我们提供了确定集合的一个思路.任意给定一个正数令 

厶 A / = inf{A/(x,/i) I x 6 

对于我们定 义汰， 使得一个函数/属 于辽当 且仅当对某一个正数 / i < l / n ， 有厶/>反 


例 1 给定 a>0. 函数/: [0， 1]— R 定义为 /(:r) = 4a:c(l— x )， 其图像是一条抛物线. 
容易验证，当 A = l /4 时，对于任意： r ， 有 Af(x ， h)^a. 从几何上来说，就是对于每一个 X ， 如 
图 49, 1 所示，拋物线的两条割线中至少有一条，其斜率的绝对值不小于仏因此，如果 a >4， 那 
么函数/属于 U 4 . 图 49. 1 中描述的函数 g 满足 条件： 对于任意 A<l/4, 有 Agdx ， h)>a. 因此 





1 


图 49. 1 
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如果 《〉 w ， 则 g 属于函数 々对 于任意/^<1/8，满足 M : c ， k )^ a , 因此对 a > n ， 是属 
于 I 

现在证明关于集合的以下 结论： 

( 1 ) nu „ 由无处可微函数构成.设 / enu „， 下面证明对给定的 xe [ o , 1 ]，极限 

不 存在： 给定〃，根据可见，存在一个数心， 0<^< l / n , 使得 

A /( x ,/ i „) > n . 

因此序列 （ M 收敛到0,但序列 （ A / Cx ， I ))不收敛.因此，/在点: c 处不可微. 

(2) t /„ 在6中是开的.设，我们找/的一个^邻域，使得它包含在中.因为 
故存在/ I ， 0< A < l / n , 使得 △,/>«_ 令…二八 〆 ，设 

§ = h(M — n )/4. 

我们断言，若 g 是一个 满足 〆 /， g )<3 的函数，则对于所有的: r 6 I ， 有 

Ag ( jo 9 h ) ^ ~(M + n ) 〉《， 

从而 

为了证明上述论断，我们先假设 A /( x ， 《等于商 | /U + /0 — / U ) | A . 计算 

fix + / i ) — fix ) _ gix + h ) — g ( x ) 

- ―― I 

= ( l / h ) I Lf(x + h )~ g(x + h ^~ lf ( a :)~ gU )^ I < 28/ h = ( M - n )/2. 

如果第一个差商的绝对值至少为 M ， 那么第二个差商的绝对值至少为 

M — ~-( M — n ) — 音 ( M + w ). 

若 A /( x ， /0等于另一个差商，可做相似的讨论. 

(3) 17„在6中稠密.我们需要证明，对于 C 中给定的/、给定的 £ >0以及给定的 n ， 可以 
找到 R 中的一个元素 g ， 使它包含于/的 e - 邻域中. 

选取我们将把 g 构造为一个“分段线性”函数，也就是说， g 的图像由一条折线组 
成，其中 g 的图形中的每一条线段的斜率的绝对值不小于 a . 由此立即得出函数 g 属于 L 7„ .因 
为令 


0 = X。 <C :ci <C oc z <C & = 1 

是区间 [0, 1] 的一个分拆，使得 g 在每一个子区间 = H X ,]上的限制是一个线性函数. 
再选择 b 使得并且 

h ^ \ min ( I °°1 — A— 1 I = 1 ， … ，是 }. 

如果在 [0，1] 中，则 . t 必属于某一个子区间如果 a ： 属于子区间 L 的前半段，则1 + ；!也 
属于乃，并且 （ g (: T + /0— g ( X ))// l 等于线性函数 g | 的斜率_类似地，如果: T 属于子区间/, 
的后半段，那么 x — A 属于 I ,.，并且 （ g(x —/0 — gCr ))/(— A ) 等于线性函数 g | 乃的斜率.无 
论在哪一种情况下，总有 AgU ， 从而 geK , 
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现在给定/，£和《，下面说明如何构造上述分段线性函数 g . 首先，由/的一致连续性， 
选择区间的一个分拆 


0 = & < 6 < …< = 1 

使得/在这个分拆中的每一个子区间 [ r-u I ]上的变化最多为 e /4. 对于每一个£=1， 
m ， 选取一^)，然后定义一个分段线性函数 gl 为 


gl ( jc ) = 


j/U 

[f + m,(x — Qi ) 


如果 ：E 6 L ^ i -1 ，〜] 
如果 x 6 [ a f ， G ] ， 


其中 ％ = (/&) — /( r - OVh — A ). /和心的图像如图 49. 2 所示. 




图 49. 2 


对点〜的选取要自由些.如果那么我们可以要求 fl ,. 充分靠近使得 

a 

于是❾的图像将完全由一些斜率为零和斜率的绝对值至少为 a 的线段组成. 

进而，我们断言 〆 幻， / Xe /2. 这是因为在区间 J , 上，幻 （ x ) 与 / U ) 两者相对于 / U - O 的 
变化都不超过 e /4. 因此，它们中的每一个相对于另一个的变化不超过 £ /2.于是， 〆 幻， /)= 

max { | 幻 （ X) — /(x) | }< e /2. 

函数心 还不是我们要 找的. 现在定义函数 g 如下： 用一个“锯齿形 ，，图 像代替心图像中的 

水平线段，并且这些锯齿形全部包含在图像的 e /2 范围以内，锯齿的每一条边的斜率的绝 

对值至少为我们把具体的做法留给读者去 完成. 这样，我们就得到了所要求的函数如 
图 49. 3所示. ■ 

读者可能会觉得这个证明障碍重重，似乎过于玄妙而缺乏建 设性. 但是，这个证明中却隐 
含着一个构造特殊的分段线性函数序列/„,使其一致收敛于无处可微函数/的过程.用这种 
方法定义函数/，恰好就像通常用无穷级数的极限来定义正弦函数一样是建设性的. 
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习题 


1. 验证例1中提到的关于函数/， g 和々 的性质. 

2. 给定 n 和定义一个连续函数/: J - R , 使得 feU „， 并且对任意&有 | fix ) | < e . 

50维数论导引 

在第36节中已经指出过，若 X 是一个紧致流形，则对于某一个正整数 N ， X 可以嵌入到 
，中.本节我们将这一定理推广到任意紧致的可度量化空间. 

对任意拓扑空间 X ,我们将给出拓扑维数的概念，这就是最初由 Lebesgue 定义的“覆盖维 
数”. 我们将证明 R m W 每一个紧致子集的拓扑维数最多是 m . 还将证明，每一个维紧致流 
形的拓扑维数最多是(事实上恰好等于 m ， 不过这一点我们不予证明 .） 

本节的主要定 理是： 任意拓扑维数为 m 的紧致的可度量化空间可以嵌入到 IT 中，其中 
N=2m+l. 这个定理由 K . Menger 和 G . labeling 证得. 这个定理的证明是 Baire 定理的一 

个应用 • 由此得到，每一个紧致的 m - 维流形可以嵌人到 R 2 m +1 中.此外，还可以得到，对某一 
个正整数 N ， 一个紧致的可度量化空间可以嵌入到 ㈣ 中当且仅当它有有限的拓扑维数. 

我们将要做的讨论之中有很大一部分并不要求所涉及的空间是紧致的，只是为了讨论的方 
便，才加上了紧致的限制，至于这些结果在非紧致情形下的推广，则放在习题中. 

定义 空间 X 的一个子 集族兑 称为 m + 1 阶 （ order ) 的，如果 X 的某一点属 于為的 m + 1 
个元素之中，并且 X 的任何点都不会包含在為的多于 m + 1 个元素之中. 

现在来定义空间 X 的拓扑 维数. 前面说过，对于 X 的一个子集 族炅， 子集族忍称 为加细 
4或4的一个 加细， 指的 是对忠 的每一个元素 B 都存在爲的一个元素 A ， 使得 BCIA . 

定义 空间 X 称为有限维的 （finite dimensional ) ， 如果存在整数 m ， 使得对于 X 的任意开 

覆盖兑，有最多为 m +1 阶的 X 的一个开覆盖忠 加细人 X 的拓 扑维数 （topological 
dimension ) 定义为满足上述要求的 m 的最小值，记为 dimX . 

例 1 R 的任意一个紧致子空间 X 的拓扑维数 最多为 1. 我们先从定义 R 的一个2阶开覆 
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盖开始.用★表示 R 中所有形如 （ n ， n +1) 的开区间构成的集族，其中 n 是整数.用 ★表示 
R 中所有形如 h — 1/2, n +1/2) 的开区间构成的集族，其中 w 也是整数.那么扁是 
R 的一个开覆盖，其中每一个集合的直径为 L 因为在 A 和 A 中都没有两个元素相交的情 
况，所以必是2阶的. 

现在设 X 为 R 的任意一个紧致子空间，给定 X 的一个开覆盖 C ， 并且 C 有一个 Lebesgue 
数5,那么 X 的任意直径小于 S 的一个子集族都是 C 的加细.考虑同胚/: X — R ， 其中 

fU )=[\ s ) x . A 中的元素在映射/下的像构成了 R 的阶为2的开覆盖，并且这个覆盖中的每 

一个元素的直径均为+5,它们与 X 的交就构成了所要求的 X 的开覆盖. ■ 

例2区间 X =[0，1] 的拓扑维数为 1. 已知 dimX < l ， 下面证明等号成立.设為是由集 
合[0, 1) 和（0, 1] 构成的 X 的覆盖.下面证明如果 <8是 X 的任意一个开覆盖，加细那么 
S 至少为2阶的.因为£加细炅，故它必定包含了不止一个元素.设17是忠中的一个元素 ，V 
是其他元素的并.如果忠的阶为1，那么 U 和 V 是无交的，由此产生了 X 的一个分割.因此 
忠的阶数至少为 2. ■ 

例3 R 2 的任意一个紧致子集 X 的拓扑维数最多为 2. 为了证明这一点，我们来构造 R 2 的 
一个开覆盖 A 使其阶数为 3. 首先，定义 A 是 R 2 中具有以下形式的开的单位正方形构成的 
集族： 

Az = { ( n»n + 1) X ( w，m + l ) I m,n 是整数 } • 

注意 A 中的元素是两两无交的.其次，取这些正方形之一的每一条(开）边^ 

e — { n } X (m,m + 1) 或者 e = ( n,n + 1) X {m} , 

并且将其稍加扩大而成为 R 2 中的开集 L / P ， 使得如果那么集合 L 7, 和无交.同时还要 
求所选的每一个 K 的直径最多为 2. 最后，定义 ▲为由 所有中心在点 nXm 、 半径为 +的开 
球所构成的集族，如图50_1所示. 
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图 50.1 


开集族覆盖了 R 2 , 并且它的每一个元素的直径最多为 2. 又因为 R 2 中 
的任何点最多落在每一个 A 中的一个集合中，所以4的阶数为 3. 

现在设 X 是 R 2 的紧致子 空间. 给定 X 的一个开覆盖，它有一个正的 Lebesgue 数&考虑 
同胚 R 2 — R 2 ， 其中 /( x ) = U /3) x . 集族中的开集在/之下的像构成了 R 2 的一个开覆 
盖，并且其中每一个集合的直径 小于& 它们与 X 的交构成了所求的 X 的一个开覆盖. 
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我们将推广这一结论到 R ” 的紧致子集上. ■ 

下列定理给出有关拓扑维数的一些基本结论. 

定理 so.i 设 x 是具有有限维数的一个空间.如果 y 是 x 的一个闭子空间，那么 y 也具 
有有限维数，并且 dimY ^ dimX . 

证 设 dimX = m ， 為 是由 Y 的开集构成的 Y 的一个覆盖.对于每一个选取 X 的 
一 个开集 A '， 使得 A ' HYzA . 这些开集 A 7 连同开集 X — Y —起构成了 X 的一个覆盖. 设忠 
是这个覆盖的一个加细，同时它也是 X 的一个开覆盖，并且最多是 m +1 阶的.于是集族 

{b n v | b e s ) 

是由 Y 的一个开集构成的 Y 的一个覆盖，它加细 eA 并且阶数最多为 m +1. ■ 

定理 50.2 HX = YDZ , 其中 Y 和 Z 是 X 中的两个闭子空间，都具有有限拓扑维数，那么 

dimX == max { dimY ， dimZ }. 

证 设 m = Tn a x { dimY ， dimZ }. 下面我们证明 X 是有限维的，并且拓扑维数最多为 m . 
再根据前述定理便得到 X 的拓扑维数是 m 的结论. 

第一步. 如果4是 X 的一个开覆盖，我们说 A 在 Y 中的点的阶数最多为 m + 1， 是指 Y 
中的点最多属 于為的 m + 1 个元素. 

下面证明，如果4是乂的一个开覆盖，那么存在 X 的一个开覆盖加细扁，并且在 Y 中的 
点的阶数最多为 m + 1. 

为了证明这一点，考虑集族 


{ Af ] Y\Ae 為}. 

它是 Y 的一个开覆盖，所以它有一个开的加细忠覆盖 Y ， 并且其阶数最多为 m +1. 任意给定 

选取 x 中的一个开集 u B ， 使得选取扁中的一个元素 A b ， 使得 BCIA b . 
令 e 是由所有集合以及所有集合 A — Y 组成的集族，其中 BGS ， 则 e 就是 
所要找的 X 的那个开覆盖. 

第 二步.设為是 X 的一个开覆盖.我们将构造 X 的一个开覆盖5)，使得沿加细并且 
它的阶数最多为 m + 1. 设忠为 X 的一个开覆盖， 忠加细 并且在 Y 中的点的阶数最多为 
m + 1 •再设 e 是 X 的开覆盖，它加细 S 并且在 Z 中的点的阶数最多为 m + 1. 

我们用以下方式来构造 x 的一个新的覆盖《 ©: 定义/: e — 忠为对于每一个 ce e , 取 
/( C ) 为 S 中的一个元素，满足 CCI /( C ). 给定 BG < S ， 定义 D ( B ) 为 e 中所有满足 /( C)=B 
的元素 C 的并.（当然，如果 B 不在/的像中，则 D ( B ) 为空集 .） 取 5) 为所有集合 D ( B ) 的族， 
其中 Be 忠. 

现在 £) 加细龙，这是因为对于每一个 B 有 D ( B ) c = B . 因此加细為.并且覆盖 X ，这 
是因为 C 覆盖 X ，并且对于每一个有 C 匚 D (/( C )). 下面，我们证明 5) 最多为 m +1 阶. 
假设: (私） 其中 D (氏） 是互不相同的.我们希望能证明々 <m + l . 注意集 
合私 ，…， 压是互不相同的，这是因为集合 LK 技） 互不相同.又因为: r 6 D (战），所以对于每 
一个£，可以选取一个集合使得并且/(<^) = _8,.因为集 合战是 互不相同的， 
所以集合 Q 也是互不相同的.进而，有 
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x e [ c , n … n c 」[[ d ( a ) n … n d ( 氏）] [[ b , n … n 玫] • 

如果 X 恰好在 Y 中，根据忠在 Y 的点上最多为 m + l 阶，可见 A<m + 1. 如果: r 恰好在2中， 
再根据 C 在 Z 中的点最多为 m + 1 阶，可见 ■ 
推论 50.3 设… UA ， 其中每一个 Y , 是叉中的一个闭子空间，并且是 有限维 

的，贝 |J 


dimX = max { dimY ! ，… jdimY * }. 

例 4 每一个紧致的 1- 维流形 X 的拓扑维数为 1. 空间 X 可以表示成同胚于单位区间 
[0, 1] 的空间的有限并，然后应用上述推论便得到了所需的结论. ■ 

例 5每一个紧致2-维流形的拓扑维数最多为 2. 空间 X 可以表示成同胚于 R 2 中单位闭球 
的空间的有限并，再根据前述推论便得到了所需的结论. 

一 个很自然的问题由此 产生： 紧致2-维流形的拓扑维数恰好是2吗？答案是肯定的，但 
它的证明却不太容易，需要以代数拓扑作为工具.我们将在本书的第二部分 证明： R 2 中每一个 
闭的三角区域的拓扑维数至少为 2. (见第55节 .） 据此可见， R 2 中任何包含一个闭的三角区域 
的紧致子空间的拓扑维数就为 2. 从而，紧致2-维流形的拓扑维数恰好是 2. ■ 

例6弧 Urc ) A 是指同胚于单位闭区间的一个空间 . A 的端点 （end point ) 是指使得 A — 
{ p } 和 A —{ g } 是连通子集的点和 9 .(有限） 线性图 （linear graph ) G 是指一个 Hausdorff 空间， 
它可以表示成有限多段弧的并，其中每对弧最多交于一个公共端点.这些弧就称为 G 的边 
( edge )， 这些弧的端点就称为 G 的顶点 （ vertex ). G 的每条边，因为是紧致的，所以在 G 中是 
闭的.由前述推论可见 G 的拓扑维数是 1. 

图 50.2 中刻画了两个特殊的线性图.第一个是通常的“气水电问题”的图示.第二个被称 
为“五个顶点的完全图”.它们都不能嵌人到 R 2 中.尽管这个结论是“显而易见的”，但其证明却 
不那么容易.在第64节中我们将给出其证明. 



例7每一个有限线性图都能嵌入到 R 3 中. 这个证明涉及“最广位置”的概念. R 3 的一个子 
集 S 称为占有最广位置，如果 S 中没有三点共线且没有四点共面.这样的点集是容易找到的. 

例如，曲线 

S - { U , t 2 a z ) \ teR ) 

上的点集就占有最广位置.因为如果有四个点位于同一平面 + + = D 上，那么多项式 
方程 
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At + Bt 2 + a ^ = D 


将有四个不同的实根！如果有三点共线，那么可以取 S 中另外一个点，获得位于同一平面上的 
四个点. 


现在给定一个有限线性图 G ， 其顶点分别是％，…，％，选取 R 3 中占有最广位置的一个点 
集{^，…， z „}. 定义映射/: G - R 3 , 使得/将顶点％映为 z ,, 并将连接％和％的边同胚 
地映射到直线的连接 z , 和~的那条线段上.现在 G 的每条边在 G 中都是闭的，从而根据黏结 
引理可见，/是连续的.下面我们证明/是一个单射，从而说明/是一个嵌人.设和 

是 G 的两条边.如果它们没有公共的顶点，那么 /( e ) 和/( 〆 ）无交.因为如果有交， 
那么 Zj ，〜，^共面.如果 e 和 e /有 公共的顶点， 不妨设 i = k ， 那么 /( e ) 和/( 〆 ）只能交 
于一点 z ,= z *， 因为如若不然， 就有 z t ， 共线. ■ 

现在，我们证明一个更一般的嵌入 定理： 每一个拓扑维数是 m 的紧致可度量化空间都可以嵌 
人到]中.这个定理又是一个“深刻”的定理.它并非显而易见的，例如，为什么取 2 m + l 为 
这个关键的维数.这将在证明的过程中进行说明. 

为了证明嵌入定理，我们需要将最广位置的概念推广到 R N 中.这将会涉及上一些解析 
几何的知识，与通常的，上的线性代数差不多，只是所用的语言不同而已. 

定义 R N 中的一个点集，…， jc * } 称为几何独立的 （geometrically independent ) 或仿射 
独立的 （affinely independent ) ，如果等式 


k k 

^a { Xi = 0 和 = 0 

i = 0 

仅在每一个 a t = 0 时才成立. 

显然，任意单点集是几何独立的.那么， 一 般情况下几何独立意味着什么呢？如果由第二 
个等式解出％，再代入第一个等式，可见这个定义实际上等价于等式 


k 




Xo ) = 0 


仅在每一个 a , =0时才成立.这恰好是向量空间 ㈣ 中向量集 A — 〜，…， A — JC Q 线性独立的定 
义-这样，我们就得出了一些直观 印象： 任意两个不同的点构成几何独立点集，不共线的三点 
构成一个几何独立点集，在 R 3 中不共面的四点构成几何独立点集，等等. 

由这些说明可见，下述点 


0 = (0,0,…， 0), 
£i = (1，0,…， 0) ， 


£n = ( 0 , 0 ,… ， 1 ) 

在1^中是几何独立的*另外， R N 中不存在包含多于 iv + i 个点的几何独立点集. 

定义设 U 。， …， x A } SR N 中的一个几何独立点集，由这些点确定的平面 i >( pl ane p 
determined by these points ) 定义为1^中所有满足以下条件的点 jc 构成的 集合： 

k k 

x = Yj tiXi9 其中 = 1 - 




240 第 S 幸 Baire 空间和维数论 


仅由代数知识即可验证 P 也可以表示为所有点 A ： 的集合，其中: C 满足对某一组纯量山 ，…， 
a * ，有 

k 

x = x 0 + ^ ai^Xi — jc 0 ). ( * ) 

i = 1 

这样， P 不仅可以描述成“由点 A ：。， …，心确定的平面”，还可以描述成“过点 X 。，并且与向量 
Xi ~ x 0J •», x A — A ：。 平行的平面” • 

现在考虑定义为 T ( JC )= X — JC 。 的同胚： r : R N ^ R N , 它称为 R N 中的一 个平移 （ translation )， 
(*) 式表明 映射了 把平面 P 映到 IT 的一个向量子空间 铲上， 其中 V 以向量 a — x 。， …， x k — 
JC 。 为基.由于这个原因，常常称 P 为 IR N 中的一个 I维平面 (々- plane ). 

于是立即可见以下 两点： 首先，如果 々< iV ， t 维平面必然在 R N 中有空内部（因为 W 有空 
内部）.其次，如果 y 是，中不在 p 中的任意一点，则集合 

{ x 0 , —, x k , y } 

是几何独立的.因为若 y 贫 P ， 则 T ( j)=y — x 。 不在 W 中.根据线性代数中的一个标准定理， 
向量{々一心 ， …， a — x 。，j — 线性无关，从而得出我们所期望的结果. 

定义 R N 中的一个点集 A 称为在 R N 中占有最广位置 （general position in R N ) ，如果 A 的每 
一 个含有 N +1 个点或者少于 N +1 个点的子集都是几何独立的. 

在 R 3 的情形下，可以验证这与以前的定义是一致的. 

引理 S 0.4 给定的一个有限点集 Ui ，…， 和3>0,存在 ㈣ 中占有最广位置的一个 
点集 { ji ， …， y n ) * 使得对于所有的有 I a — 兄 I <3. 

证 我们采用归纳法证明.令3^=々，假定已经给定了中占有最广位置的 h ， …， 3 V 
考虑 {h ，…， 心}中不多于 N 个点的子集确定的，中的所有平面的集合.当々 < N _1 时，每 
一个这样的子集都是几何独立的，并且确定了一个^维平面.这些平面在1^中都有空内部. 
由于这些平面只有有限多个，所以它们的并在狀〜中也有空内部.（注意 R 〃是一个 Baire 空间 .） 
选取:中的一点，它与 x , +1 的距离不超过5,并且不在上述任何一个平面之中.由此立 
即可见集合 

C = ， … ，） p ， 3Vr} 

是，中占有最广位置的集合.因为若令 D 为包含 C 中不多于 JV + 1 个点的一个子集，当 D 不 
包含时，根据归纳假设， _ D 是几何独立的.如果 D 含有 h + 则 D — {% +1 }包含不多于 
N 个点，并且根据选择， + 1 不在由这些点所确定的平面中.于是根据前面所述， D 是几何独 
立的. ■ 

定理 50. 5 [嵌入定理 （imbedding theorem )] 每一个拓扑维数为 m 的紧致可度量化空间 X 
都可以嵌入到 R 2 m +1 中. 

证设 N -=2 m + l . 我们用 

I x — y I = max { | — y ,. | ;i = 1 ，…， N } 

表示]^上的平方度量.用^表示空间 e ( x , r n ) 上相应的上确界度量，其中 

jO(/rg) = SUp{ | /(x) — g(x) I ；X ^ -X}. 
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因为] r 在平方度量下是完备的，所以在度量 p 下，空间 e ( x ， r n ) 也是完备的. 

选取空间 X 的一个度量山因为 X 紧致，所以 d 是有界的.给定一个连续映射/: X - R w , 

定义 


A(/) = sup{diam/^ 1 ({ 2 ：}) | 2 ： G /(X) }. 

数 △(/) 可以测量/“偏离”单射的程度，如果 a (/)= o , 则每一个集合 rvu }) 恰好由一个点 
组成，因而/是一个单射. 

现在，给定 £ >0,定义为所有使得 △(/)<£ 的连续映射/: X — :^的集合，它是由“偏 
离”单射的程度小于 e 的那些映射组成的.下面证明 R 是 e ( X ， R N ) 中的一个稠密开集.据 
此，交 

n U 

«€Z + 

在 e ( x ， r n ) 中是稠密的，特别地，它是非空的. 

如果/是这个交的一个元素，那么对任意的《，有 △(/)< i /«. 因此△(/)=()，从而/是 
单射.又因为 x 紧致，所以/是一个嵌人.于是嵌人定理得证. 

( 1 ) u e se ( x ， r w ) 中的一个开集.给定中的一个元素/，我们希望找到以/为中心的 
一个球 B //， 幻包含于首先选一个数使得 A (/)<6< e . 注意，如果 

则有: T 和 y 都属于 / _1 ( U })， 所以 d(x ， >0 必小于由此可见，若令 A 为 XXX 的子集 

A = {x X ^ i dix ^ y ) ^ b ), 

则函数 I /( x ) — /(; y ) 1 在 A 上是正的.由于 A 在 XXX 中是闭的，所以是紧致的.于是函数 
I f (: r )— f ( y ) I 在 A 上有一个正的极小值.令 

^ = Y min { I /( I ) — f(y) I ;x x ：y e A}. 

我们断言，这个 5 便足够了. 

假设 g 是一个映射，使得 〆 /, g )< a . 如果 xXyGA ， 则根据定义 | /( x )-/(^) I >2次 
这是因为 〆 : r ) 与 g (： v ) 分别与 / U ) 和 /( 30 的距离小于 <5,所以必有 I g ( x )~ g ( y ) I >0. 因此 
函数 I g (： T )— I 在 A 上是正的.由此推出，若: T 和 y 是满足 〆 X )= g ( y ) 的两个点，则必 
有 du ， y )< b . 所以 A ( g )<6< e . 

(2) 17 £ 在6(义， R N ) 中 稠密. 这是证明中的困难之处，需要用到上面讨论过的]^的解析几 
何知识 • 设 / ee ( X ， R N ). 给定 e >0 和^>0，我们希望找到一个函数 R N ) 使得 
g^U E , 并且 〆/ ， g)<A 

用有限多个开集 { LA ， …， 覆盖 X ,使得 

(1) 在 X 中， diamL ^〈 e /2. 

(2) 在1^中， diam /( U ( )<5/2. 

(3) {LA ，…， 的阶数 <m + l. 

设是由 { LU 控制的一个单位分拆(见第36 节）. 对于每一个 f ， 选取一个点: c ,_ eLT ,. 再对于 
每一 个纟， 选取一个点 \ eR N ， 使得 A 与点/( X ,)的距离小于3/2,并且使得{〜，…，在 
R N 中占有最广位置.最后，定义 X — IT 为 
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我们断言， g 便是所求的函数. 1 

首先，我们证明 〆 /， g )< d . 注意， 


g(x) — fix) = XI 2 表 0)/(1). 

其中用到了2表 U ) = l . 于是 1 

根据点 A 的选取，对于每一个“ I z - fix ^ I <5/2. 如果 〖是 使得表 （ dfO 的一个指标， 
则有 ： reLr ,.. 因为 diam /(«7,)<谷/2，所以 | fU t )— fU)l < d /2. 由于 2^( x ) = l ， 可见 
I g ( x ) — f ( x ) I < d . 于是 〆 g ， f )< d . 

其次，证明我们要证明，若: r ， y ^： Xj 并且 g (* r ) (: y ) ，则 x 和： y 同时属于某 

一 个开集卩,，因而必有 dU ， y )< e /2. (因为 diamL ^ Ce /2. ) 于是 Mg )< e /2< e . 

为此假定 g ( x ) = g (： y ) ，于是 


2 [表(工）一九(: y)]l = 0. 

i=1 

因为覆盖 { UJ 最多为 m + 1 阶，所以最多有 m + 1 个表 （ x ) 不为零，也最多有 m +1 个灰 （： y ) 不 

n 

为零 • 从而，和式—表（5)>,最多有 2 m + 2 个非零项.注意到和式的系数之和蜕化， 

i=l 

因为 


2 [穴(: r )— 炎(）)]=1 — 1 = 0. 

这些点 A 在5^中占有最广位置，所以其含有不多于 N +1 个元素的任何一个子集必定是几何 
独立的.根据假设 iV+l = 2 m +2. 于是对于所有的 

— = 0 . 

对某一个 f ， 炙 u )> o , 所以： reu ,. 因为所以也有 yea . ■ 

为了充实嵌入定理的内涵，我们需要一些有限维空间的例子_为此，我们证明以下定理. 
定理 50. 6 R N 的每一个紧致子空间的拓扑维数最多为 ] V . 

证这个证明是例3中对于 3 R 2 所给证明的一个推广.设^是] T 上的平方度量. 

第 一步. 首先把 R N 分解成一些“单位方体”.定义$是 R 中的以下开区 间族： 

$ = {(//，72+1) | n ^ Z }， 

再定义 JC 为 R 中的以下单点 集族： 

JC = {{ n } | neZ }. 

如果 M 是一个整数，使得 0< M < iV ， 令 Cm 表示所有积 

C = _Ai X A2 X …X An 

的集合，其中恰有 M 个九属 于多，而其余的 A , 则属于 JC . 如果 M >0， 则 C 同胚于积空间 
(0， 1) M ， 称之为 M - 维方体 （ iVf - cube ). 如果 M =0， 则 C 是一个单点集，称之为0 - 维方体 

( O - cube ). 
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4 e = eoUeiU … Ue ~. 注意 r n 的每一个点 a ： 恰属于 e 的一个元素，因为每一个实数々 
恰在 況的 一个元素中.我们将 (? 的每一个元素 C 稍加扩大，使之成为，中直径不超过3/2 
的一个开集 U ( c )， 使得如果 C 和 D 是两个不同的 M - 维方体，则 LJ ( C ) 和 LKD ) 无交. 

设，…，： r N ) 是 M - 维方体 C 的一个点.我们将证明，存在一个数 eU )>0, 使得 x 
的 e ( x )- 邻域与异于 C 的 M - 维方体无交.如果 C 是 0- 维方体，我们令 e ( x ) = l /2, 从而完成证 
明.若 M >0, 并且: r , 中恰好有…个不是整数，则选取 e ( x )< l /2, 使得对于每一个不是整数 
的:区间 （： c ， _ e ， A + e ) 中不包含整数.如果= Oi ，…，： yjv ) 是 ■^的 e - 邻域的一个点，那 

么当：不是整数时，乂也不是整数.这意味着，要么 J 与 x 属于同一个维方体，要么 j 属 
于某一个 L - 维方体，其中 L > M . 不论何种情况， at 的 e - 邻域与异于 C 的 M - 维方体无交. 

给定一个维方体 C ， 定义 C 的邻域 U ( C ) 为 C 中所有点 x 的 eU )/2 -邻域的并.易见， 
若 C 与 D 是两个不同的 JVT - 维方体，则 L /( C ) 与 17( D ) 无交.进而，若 z 是 L /( C ) 的一个点，则 
存在 C 的一个点 X ，使得 d ( z ，^)< £ ( jc )/2<1/4. 由于 C 的直径为1，所以集合 U ( C ) 的直径 
最多为 3/2. 

第二步.给定 m , o < m < n , 定义 Am 为所有集合 u ( c ) 的族，其中 cee M . Am 中的元 
素两两无交，并且每一个元素的直径最多为 3/2. 剩下来的证明只不过是例3中对 R 2 所做证明 
的翻版. ■ 

推论 50.7 每一个紧致的 m - 维流形的拓扑维数最多为 m . 

推论 50.8 每一个紧致的 m - 维流形可以嵌入到 R 2 m +1 中. 

推论 S 0. 9设 X 是一个紧致的可度量化空间，那么 X 可以嵌入到某一个欧氏空间中， 
当且仅当 X 具有有限拓扑维数. 

正如先前提到过的，我们证明的结果之中，有许多并不要求紧致性条件，在下面的习题 
中，请读者去证明相应结果的推广. 

有一点我们没有要求证明，即证明 m - 维流形的拓扑维数恰好是 m . —个重要的原因就是， 
这个证明要以代数拓扑为工具. 

还有一点我们也没有要求证明，即 N =2 m + 1 是使得每一个拓扑维数为 m 的紧致可度量 
化空间可以嵌人到 R N 中的 iV 的最小值.我们曾提到过，即使对于线性图，其中 m = 该证明 
也不容易. 

关于维数论的进一步结果，读者可以参见 Hu re wi C 2 * W a llm a n [ H - W ] 的经典书籍.特别 
地，那本书中讨论了一个完全不同的拓扑维数的定义，归功于 Menger 和 Urysohn . 它是一个 
归纳定义.空集的维数为一 1. 如果一个空间有一个拓扑基，该基中每一个元素 B 的边界的维 
数最多为 n — 1，则这个空间的维数最多为 n . —个空间的维数便是使得这一条件成立的最小的 
n . 这个维数概念与我们对紧致可度量化空间所定义的概念是一致的. 

习题 


1. 证明任意离散空间是0维的. 

2. 证明任意多于一个点的连通乃空间的维数至少为 1. 

3. 证明拓扑学家的正弦曲线是1维的. 
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4. 证明： 点0, e ,， e 2 , 和（1，1， 1) 在 R 3 中占有最广位置.画出由这五个顶点构成的完全 

图嵌入到 R 3 中的草图， 

5 - 验证当 mfl 时，嵌人定理的证明，并证明在第 （2) 部分中，映射 g 将 X 映到 R 3 中的一个线 
性图上. 

6. 定理 设 X 是一个具有可数基的局部紧致的 Hausdorff 空间，且其每一个紧致子空间的拓 
扑维数最多为 m ， 则 X 同胚于 R 2 m +1 的一个闭子空间. 

证明： 设/: x — R N 是一个连续映射，我们说当：⑺时 /( x )- c ^， 是指对于任意给定的 
存在 X 的紧致子空间 C ， 使得对于每一个点 xeX — C 有 / U )> n . 

( a ) 设# 是 (?( X ， ： R v ) 上的一致 度量.证明： 若当: r — ⑴时， / U )— oo , 并且 M /， g )< l , 则 
当: C —^ oo 时， gCx )^ oo a 

( b ) 证明： 若当 oo 时， /( x )- oo , 则 / 可以扩张成单点紧致化空间上的一个连续映射. 

证明： 若/是一个单射，则/是叉与，的一个闭子空间的同胚. 

( C ) 给定/: X —5 T 和 X 的一个紧致子空间 C ， 令 

U E (C) - {/ | △(/ | C) <e}. 

证明 u e ( c ) 在 e ( x ， 中是开的. 

( d ) 证明：若 N = 2 m +1， 则 f 7 e ( C ) 在 e ( X ， R N ) 中稠密.[提 示： 给定/和 e ， 5>0,选取 
g ： C — R N 使得对于: t 6 C ， 有 cK / U ), gU ))< d , 并且△(《）<£.应用 Tietze 扩张定 
理 ，扩充 f—g 为 h : X 一 [― 5] N .] 

( e ) 证明存在映射/: X — R 使得当 ⑺时， /(^)-* oo . [提 示： 将 X 表示成紧致子空间 
C n 的并，其中对于每一个 n ， C n ^Int C „ +1 .] 

( f ) 设是 ( e ) 中所定义的集合，应用在 e ( x ， R N ) 中稠密这一结论完成证明. 

7. 推论 每一个 m - 维流形都可以嵌入到 R 2m+1 中作为一个闭子空间. 

8- 称 X 为 o ■紧致的，如果存在 X 的可数个紧致子空间的族，其内部覆盖 X . 

定理 设 X 是一个 t 紧致的 Hausdorff 空间. 如果 X 的每一个紧致子空间的拓扑维数最多 
为 ， 那么 X 的拓扑维数也最多为 m . 

证明： 令4是 X 的一个开覆盖，用以下方法找到 X 的另一个开覆盖龙加细必，并且 龙的阶 
数最多为 m + \. 

( a ) 证明其中尤是紧致的，并且对于每一个;有 X „ ClntX n +1 . 设 X D = 0. 

( b ) 找到 X 的一个开覆盖忠。加细 A ， 并且对于每一个 w ， 私中与及相交的成员包含 
于 X n+1 . 

( C ) 设 n >0， 取是 X 的一个开覆盖，加细忠。，使得取在乂„中的点的阶最多为 m + 1®. 
选取 X 的一个开覆盖 e 加细取 1 ，使得(?在乂„ +1 中的点的阶最多为 m +1. 选取/: C — 
我使得 CC /( C ). 对于乳，用 D ( B ) 表示所有满足 /( C )= B 的集合 C 的并.设 


①这一句话的意思是，集族 

{Bf] x n \ Be 

的阶最多为 m +1. 参见定理 50. 2的证明中的第一步第一段.本段落中另外还有两句话意义类此.——译者注 
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風 ^是由 中所有满足乒0的集合 B ， 以及風 1 中所有满足3^4=0的集 
合 B 确定的集合 D ( B ) 所构成的族.证明乳 +1 是又的一个开覆盖，加细取，并且在 
X „ +1 中的点的阶最多为 m +1. 

( d ) 定义 忠为： 给定集合 B ， 若存在某一个 ] V ， 使得对于所有的有 乳， 则有龙. 

9. 推论 每一个 m - 维流形的拓扑维数最多为 m . 

10. 推论 ㈤ 的每一个闭子空间的拓扑维数最多为 N . 

11. 推论 空间 X 能嵌入到，中作为一个闭子空间，其中 N 是某一个非负整数，当且仅当 X 
是具有可数基的局部紧致的 Hausdorff 空间，并且具有有限拓扑维数. 

# 附加 习题： 局部欧氏空间 

一个空间 X 称为 局部 m •维欧氏的 （locally m - Eudidean )， 如果对于每一个: r 6 X ， 存在 x 
的一个邻域同胚于中的一个开集.这样的 空间自 然满足乃公理，但不一定是 Hausdorff 空 
间.（见第36节的习题 .） 若 X 还是一个 Hausdorff 空间，并且有可数基，那么称 X 为一个 m - 

维流形 ( m - manifold ). 

以下习题中统统假设 X 是局部 m - 维欧氏空间. 

1. 证明 X 是局部紧致的和局部可度量化的. 

2. 考虑关于 X 的以下条件： 

( i ) X 是一个紧致的 Hausdorff 空间 • 

( ii ) X 是一个 m - 维流形. 

( iU ) X 是可度量化的. 

( iv ) X 是正规的. 

(v) X 是 Hausdorff 的. 

证明： 

3. 证明 R 是局部 1- 维欧氏空间，并满足 （ ii )， 但不满足 （ i ). 

4. 证明 R XR 在字典序拓扑下是局部 1- 维欧氏空间，并且满足 （ iii )， 但不满足 （ ii ). 

5. 证明长直线是局部 1- 维欧氏空间，并且满足 ( iv )， 但不满足 ( iii ). (见第24节的习题 .） 

*6. 存在一个空间，它是局部2-维欧氏空间，满足 （ v ), 但不满足 Uv ). 这个空间的构造方法如 
下： 设 A 是 R 3 的以下子 空间： 

A = {( x ，》，0) I x > 0}. 

给定实数 o 令氏是 R 3 的以下子 空间： 

B c = { ( x 9 y 9 c ) I j : ^ 0 }. 

设 X 为 A 和所有子空间艮的并，其中 e 取遍所有实数.选取以下三种集合作为基将 X 拓 
扑化： 

( i ) L 7, 其中1/在 A 中是开的. 

( ii ) V ， 其中 V 是子空间艮中所有满足工〈0的点构成的坎中的一个开集. 

( iii ) 对于 R 的每一个开区间 J =( a ， 6)、每一个实数 c 以及每一个 e >0, 集合 A £ ( J ， e)U 
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B c CUe ), 其中 


A c (J,e) = {(x ，： v ， 0) I 0<:r<e*c+a3 ： < ： y<c + te }， 
B c ( I ， e ) = { ix , y , c ) 丨 一 e <: c <0 和 a 〈： y <&}. 

空间 X 称为 “ Priifer 流形”. 

( a ) 画出 A〆 /， e ) 和氏（ I ， d 的草图. 

( b ) 证明 （ i ) 〜 （ iii ) 三种集合共同构成了 X 的拓扑的一个基. 

( c ) 证明： 定义为 


/ c (工，: V ) 


的映射 A : 及 


(: r，c + : r ： y ，0) 对于： c 〉0 
( x , y f c ) 对于 x <0 

X 是 R 2 和 X 的子空间 AUB C 之间的一个同胚. 


( d ) 证明 AU 还在 X 中是开的.证明 X 是2-维欧氏空间. 


( e ) 证明 X 是 Hausdorff 的. ' 

( f ) 证明 X 不是正规的.[提 示： X 的子空间 

L = {(0,0 ， c) | c G K } 

是闭的和离散的.与第31节中的习题3比较 .] 

7. 证明： X 是 Hausdorff 的当且仅当 X 是完全正 则的. 

8. 证明： X 是可度量化的当且仅当 X 是仿紧致的和 Hausdorff 的. 

9. 证明： 若 X 是可度量化的，则 X 的每一个分支都是一个 m - 维流形. 


第二部只 

代数筘311字 


第 9 章基本群 

确定给定的两个拓扑空间是否同胚是拓扑学的基本问题之一.目前还没有解决这个问题的 
一般方法，但是有一些适用于某些特殊情形的技巧. 

为了证明两个空间是同胚的，只要构造一个有连续逆映射的连续映射，将其中一个空间映 
到另一个空间上，而对于构造连续映射，我们已经有了一些办法. 

证明两个空间不同胚则是另一回事.为此，必须证明在它们之间不存在有连续逆映射的连 
续映射.如果能够找到某一个拓扑性质为一个拓扑空间所具有而不为另一个空间所具有，那么 
问题便解决了，即这两个空间一定不同胚.例如，闭区间[0, 1] 不同胚于开区间（0, 1)，因为 
前者是紧致的，而后者却不紧致.实直线 R 不同胚于“长线” L ， 因为 R 有可数基而 L 却没有. 
实直线 R 也不与平面 R 2 同胚，因为从平面 R 2 中挖去一点，剩下的空间是连通的，但从实直线 
中挖去一点之后，剩下的空间就不连通了. 

但是我们迄今所研究过的拓扑性质远不足以解决这个问题.例如，怎样证明平面 IR 2 不同胚 
于三维空间 R 3 呢？查遍已经学过的拓扑性质——紧致性、连通性、局部连通性、可度量化性 
等，还是找不到一种拓扑性质能够用来区别这两个空间.作为另一个例子，考虑二维球面 S 2 、 
环面了(轮胎的表面）以及双环面 T # T (连体轮胎的表面），迄今我们所研究过的拓扑性质都不 
能够区别它们. 

所以我们必须引入一些新的性质和方法.单连通性是这类性质中最自然的一个.也许读者 
在学习平面上的线积分时，已经学过了这个概念.粗略地说，如果空间 X 中的每一条闭曲线 
都能够收缩成 X 的一个点，则称 X 是单连通的.（以后我们将给出更精确的定义 .） 单连通性可 
以用来区别 R 2 和 R 3 , 从 R 3 中挖去一点之后，剩下的空间是单连通的.但从 R 2 中挖去一点之后 
就不是单连通 的了. 单连通性还能用于区别 S 2 (它是单连通的）和环面： T (它不是单连通的）. 
但是，单连通性还是不能区别丁和因为它们都不是单连通的. 

有一个概念比单连通性更广泛，单连通性只是它的一种特殊情形.这个概念涉及一个群， 
称之为基 本群. 同胚的两个空间的基本群是同构的.空间的单连通性恰好表示这个空间的基本 
群是平凡群（即只有一个元素的 群）. 于是要证明 S 2 与丁不同胚，就可以通过 S 2 的基本群是平 
凡群而了的基本群不是平凡群这一点加以说明.与单连通性相比，基本群能区别更多的空间. 
例如，它能用于证 明了和 TttT 不同胚，因为了的基本群是一个交换群，而： r #: r 的基本群 
却不是交换群. 

在这一章中，我们将定义基本群并研究其性质，然后应用它来解决一些问题，包括证明上 
面提到的那些空间不同胚的问题. 

其他的应用包括证明不动点定理、关于球面保持对径点的映射的一个定理以及众所周知的 
代数基本 定理. （代数基本定理告诉我们，每一个实系数或者复系数的多项式方程必有一个 
根 •） 我们将在下一章中讨论著名的 Jordan 曲线 定理. 这个定理的结 论是： 平面上任何一条简 
单闭曲线 C 都将平面分成两个分支，并且 C 还是这两个分支的共同边界. 
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我们始终假定读者熟悉商拓扑(第22节）和局部连通性(第25节）. 

51道路同伦 

在定义空间 X 的基本群之前，我们考虑 X 中的道路以及道路之间的一个等价关系“ 道路同 
伦”，并且还将在这些等价类构成的集合中定义一种运算，使得这个等价类的集合成为代数学 
中所说 的一个 广群， 

定义 设/和 /' 是从空间 X 到空间 Y 的两个连续映射.我们说/同伦于/'，如果有一个 
连续映射 F : XX Y 使得对于每一个: c ， 

F ( x ,0) = fix ) 和 F (： c ， l ) = 

(其中1=[0， 1].) 映射 F 称为是/和 /' 之间的一 个同伦 （ homotopy). 如果/同伦于 /' ，则记 
作 f — f . 如果 /cr// 并且 /' 是一个常值映射，则称/是 零伦的 （ nulhomotopic). 

我们将一个同伦设想为从 X 到 Y 的映射的一个连续单参数族，如果把参数 < 想象为时间 
变量，那么当£从0变到1时，同伦 F 便将映射/连续地“形变”为映射 /• 

现在考虑/是 X 中的一条道路这种特殊情形.重申下述 定义： 如果/: [0， 1] — X 是一 
个连续映射，使得 /(0)= x 。， /(1)=々，则称/是 X 中从 x D 到々的一条道路.和^分 
别称为道路/的起点 （initial point) 和终点 （final point). 为了方便起见，我们在本章中用区间 

1=10, 1] 作为所有道路的定义域. 

对于 X 中的两条道路/与/'，有一个比上述同伦关系更强一些的关系.现定义如下. 

定义 设/，/是将 j = [0，1] 映入 X 中的两条道路.如果/与/'都以 . r Q 为起点、以 A 
为终点、并且存在连续映射 ixj — x 使得对于每一个 se / 和每一个 

F(“0) = /( 5 ) ， F(5 ， l) = /( 5 ), 

F(0 ,i) = x 0 ， F(1 ,i) = xi , 

则称 / 与 // 是道路同伦的 （path homotopic) , F 称为 / 与 /' 之间的 一个道路同伦 （path 
homotopy). 参见图 51.1. 如果 / 道路同伦于 /'， 则记为 /^ /> / / . 



图 51. 1 


定义中的第一个条件告诉我们 F 是/与/之间的一个同伦，而第二个条件则是说，对于 
每一个£，通过方程 i ) 定义了一条从 a ：。 到： Ti 的道路人.换言之，第一个条件说 
F 表示一种将道路/连续地形变到道路 /' 的方式，而第二个条件则表明在这个道路形变的过程 
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中端点保持不动. 

引理 51. 1 关系上和都是等价关系. 

如果/是一条道路，我们则记它的道路同伦等价类为 [/], 

证 我们来验证它们满足等价关系的条件. 

对于给定的/,显然/^/，因为映射 F ( x ， r )=/( x ) 就是所求的同伦.如果/是一条道 
路， F 便是道路同伦. 

如果/^/，我们证明 /=/. 设 F 是/与 /' 之间的一个同伦，则 G (: r ，0= F ( x , 1 — 0 
便是/与/之间的一个同伦.当 F 是道路同伦时， G 也是道路同伦. 

设 f 二/， /上 /. 我们证明/二 /• 设 F 为/与/之间的一个同伦， 〆 为/与/"之间的 
一个同伦，定义 g : XXI — y 如下： 


FU 9 2 t ) 

G ( x , t ) = ^ 


当， 6[0, 香 

当， 6 [+’ 1 


映射 G 的定义是确切的，因为当 z = +时， Fix , 2 i ) = /( x )= F / (^ > 2 i —1). 由于 G 在 XXJ 


的两个闭子集 XX [0, 与 1] 上都是连续的，根据黏结引理， G 在 XXJ 上也是连 

续的.于是 G 便是/与 /" 之间所求的同伦. 

请自行验证当都是道路同伦时， G 也是道路同伦.参见图 51.2. 



例1设/与 g 是从空间 X 到 R 2 中的两个映射.易见/与 g 是同伦的，映射 

F ( x , t ) = (1 — t ) f ( x ) + tgix ) 

便是它们之间的一个同伦.这个同伦称为直线同伦 （ straight-line homotopy ) ， 因为它将点 

/(工)沿着连接 / U ) 与 g (: r ) 的直线段移到 g ( x ). 

当/与 g 都是从 x 。 到：^的道路时，可以证明， F 也是一个道路同伦.这种情形画在 
图 51. 3中. 

更一般些，设 A 是 R n 中的一 个凸子空间.（也就 是说，对于 A 中的任何两个点 a 和6，连 
接 a 和6的直线段包含在 A 中 .） 则 A 中任何从： r D 到&的两条道路/和 g 是道路同伦的，因 
为其间的直线同伦 F 的像集包含在 A 中. ■ 
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由于对于所有 t ， 有 F ( l ， 0=^=0(0, 0,所以映射 H 的定义是确切的.根据黏结引理，这 
个映射也是连续的.易于验证 H 便是所求的和/'* 〆 之间的道路同伦.见图 51.5. 



道路同伦类的运算 * 满足十分类似于群的公理的一些性质，这些性质称为 * 的广群性质. 
它与群的性质的仅有的区 别是： 对于任意两个道路同伦类 [/] 和[&]， [/]*[&] 并不总是有定 
义的，只有当 /( l ) = g (0) 时，才有定义. 

定理 51. 2 运算 * 具有以下 性质： 

(1) ( 结合律）如果 [/] * ([尽] * [/ i ]) 有定义，则 （[/] * [尽]) * o ] 也有定义，并且它们 

相等. 

( 2 ) (有右、左单位元〉给定令 I ~^ X 表示 将了变 为点: c 的常值道路.如果/是 
X 中从： 到 A 的一条道路，则有 

[/] * [匕】 ] = [/] 和[%]*[/] = [/]. 

( 3 ) (有逆元）给定 X 中从 X 。到： d 的一条道路/，由 7( s )=/( l — S ) 定义的道路7称为/ 
的逆，这时有 

[/] ^ [/] = [^ 0 ] 和 [7] * [/] = [S ]. 

证 我们应用两个基本结论来解决问题.第一个基本结 论是： 如果 h X — Y 是一个连续 
映射， F 是 X 中的道路/和 /' 之间的一个道路同伦，则 A 。 F 便是 Y 中的道路6。/和 A 。/ 
之间的一个道路同伦.见图 51. 6. 



图 51. 6 


第二个基本结 论是： 如果 h 是一个连续映射，/和 g 是 X 中的两条道路，满足条 

件 /( l )= g (0)， 贝 IJ 


k 0 (/* g) ;= ( 是 。 /) * ( 是。 g). 

从乘积运算 * 的定义立即可见上述等式成立. 
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第一步.我们先来验证性质 （2) 和 （3). 为了验证（2)，令 e c 是 J 中取常值0的道路， i _: 
是恒等映射，它同时也是 J 中的一条从0到1的道路.因此， e 。 也是 J 中的一条从0到 
1的道路.（这两条道路的图形画在图 51.7 中 .） 



图 51. 7 


由于 J 是凸的，在 i 和之间存在一个道路同伦 G , 于是/。0便是 X 中的道路/4=/ 
与道路 

/。 （ e 0 * £) = (/ 。 e 0 ) * (/ 。0 = e Xo * / 

之间的一个道路同伦.通过完全类似的论证可以证明 [/]* [、] = [/]，其中用到如下 事实： 
如果6表示1处的常值道路，则在 J 中道路同伦于道路 L 

为 了验证（3)， 注意 i 的逆是 〖0)=1 —^ 因 此；* i 是 J 中的一条以0为起点和以0为终点 
的道路，也是 J 中的一条以0为起点和以0为终点的道路.（这两条道路的图形画在图 51.8 
中 .） 由于 J 是凸的， J 中有一个 h 与 i *; 之间的道路同伦因此/。 H 是/。4=^。和 

(/。0 * (/。 D 

之间的一个道路同伦.完全类似地，注意到在 J 中道路同伦于 q ， 立即可见 [7] *[/] = [']. 



图 51. 8 


第 二步. 结合律 （1) 的证明要麻烦一些.为了这里的论证，也为了便于将来应用，我们通 
过不同的方式来描述乘积 /* 

如果 [ a ，6] 和 [ c ， d ] 是 R 中的两个区间，有唯一的一个形如 + 6 的映射 
户： [ a ， d ] 将 a 映为 c ， 将 6 映为丄我们将称这种映射为从[>， 6] 到 [ c ， 的 正线性 
映射 （positive linear map )， 因为它的图形是一条具有正斜率的直线. 注意： 正线性映射的逆映 
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射仍然是正线性映射，两个正线性映射的复合还是正线性映射. 


使用这个术语，乘积可以描述 如下： 在[0, 


上它是从 


0, 


到[0, 1] 的正线性 


映射与/的复合，而在 


2 


1 


上它是从 


2 


1 


] 到[0, 1] 的正线性映射与 g 的复合. 


我们现在来验证 （1). 给定 X 中的道路/， g 和/ I ，使得乘积 /* 和 （/* g ) 有定 

义的条件都是/(1)=#(0)和&(1) = /1(0乂假设这两个条件都成立，我们定义/， g 和 /I 的一 
个“三重 积”： 

在 J 上选取点《和6使得定义 X 中的一条三重积道路屺, 6 如下： 在[0, a ] 上 
它等于从[0, 《] 到 J 的正线性映射与/的 复合； 在 [ a ， 幻上它等于从[〜 6] 到 J 的正线性映射 
与 g 的 复合； 在[6， 1] 上它等于从[6, 1] 到/的正线性映射与/^的复合. 

道路当然依赖于点 a 和点6的选取.然而道路同伦类却不依赖于点 a 和点6的选取! 
我们来 证明： 如果 c 和 J 是 J 中的另外两个点，使得 0< c < d < l ， 则道路同伦于 h ，,. 

设汐： J — r 为画在图 51. 9中的 映射. 将这个映射限制于[0， a ]，[ a ，6] 和[6，1]，它便 
分别等于将这些区间映到[0， c ]，[ e ， 和[^， 1] 上的正线 
性映射.这就立即导致。户等于但是 P 和恒等映射 
I — J 都是了中从0到1的道路，因此在 J 中 > 和 f 之间有 
—个道路同伦 P . 所以。 P 便是 X 中1, 6 和&^之间的一 
个道路同伦. 

为了证明结合律已经没什么要做了.因为容易验证乘积 
/* W 恰好就是当 a = 和 ■时的 三重积 k a ， b ， 而乘积 

(/* g ) 恰好就是当 c = | 和 d = ^ ■时的三重积所以 



u^p(s) 


S 


b 


图 51. 9 


这两个乘积是道路同伦的. ■ 

刚才用到的证明结合律的方式可以推广到任意有限条道路的乘积.粗略地说，就最后得到 
的道路同伦类而言，在形成道路的乘积时，无论怎样切割区间都没有关系.这个结论后面将要 
用到，所以我们把它陈述为一个定理. 

定理 51. 3 设 / 是 X 中的一条道路，又设 a Q ， … ， a n 是满足条件 0 = a Q 〈…= 1 的实 
数 . 令 /, : 为这样一条道路，它等于从 I 到 [ 七 ― 】，〜 ] 上的正线性映射与 / 的复合.则 

[/] = [/i] * … * [/”]. 


习题 

1. 证明： 如果 A ， V : X — Y 是同伦的，并且 h 〆 ： Y — Z 也是同伦的，则和是同 
伦的. 

2. 给定空间 X 和 Y ， 令[ X , Y ] 表示为从 X 到 Y 的映射的同伦类构成的集合. 
u ) 记/=[0, 1]. 证明对于任意 X ，集合[ X ， /] 只有一个元素. 

( b ) 证明： 当 Y 道路连通时，集合[7, Y ] 只有一个元素. 
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3. 空间 X 称为 可缩的 （ contractible )， 如果恒等映射 X — X 是零伦的. 

( a ) 证明 J 和 R 都是可缩的. 

( b ) 证明可缩空间是道路连通的. 


( c ) 证明： 如果 Y 是可缩的，则对于任意 X ，集合[ X ， Y ] 只有一个元素. 

( d ) 证明： 如果 X 是可缩的，并且 Y 是道路连通的，则[ X ， Y ] 只有一个元素. 

52基本群 

空间 X 中道路的道路同伦类的集合对于运算*而言并不是一个群，因为两个道路同伦类 
的乘积并不总有定义.但是，如果我们取定 X 中的点： r 。 作为“基点”，并且只考虑那些起点和 
终点都是: r D 的道路，那么这种道路的道路同伦类的集合对于运算*而言便构成了一个群，这 
个群称为 X 的基本群. 

在这一节中，我们将要研究基本群的一些性质.特别地，我们要证明基本群是空间 X 的 
拓扑不变量.对于研究同胚问题，这一结果是十分重要的. 

我们先来回顾群论中的某些术语.设 G 和 G 都是群，其中的运算用乘法表示.同态 
( homomorphism )/： G — G 是一个映射，使得对于所有 x ， y ^ G , fix • y )= f { x ) • 对于 

同态而言，等式 /(e)=〆 和 /U— … 二八尤 )- 1 一定会成立，其中 e 和， 分别是 G 和 G' 中的单位 
元，并且指数一 1 表示逆元./的核 (kernel) 是/^(^)，它是 G 的一个子群.同样，/的像是 
G' 的一个子群.同态/叫做 单同态 (monomorphism) ， 如果它是一个单射（这等价于/的核由 e 
单独构成），同态/叫做 满同态 （ epimorphism) ， 如果它是一个满射.同态/叫做 同构 
(isomorphism) ,如果它是一个一一 映射. 

设 G 是一个群， H 是 G 的一个子群. 用工 H 表示所有乘积: r . A 构成的集合，这 
个集合称为 H 在 G 中的一个 左陪集 （ leftcoset ). 所有左陪集构成的族形成 G 的一个分拆.类 
似地， H 在 G 中的所有右陪集构成的族也形成 G 的一个分拆.如果对于每一个1 6 (；和每 
一个有: r*A •:则称 H 是 G 的一个正 规子群 （normal subgroup ). 在这种情 

形下我们有因此上述的两个分拆是一样的.这时将这个分拆表示为 G / H . 如果 
定义 


( xH ) ♦ ( yH ) — (x ♦ y ) H 9 

我们便得到了 G / H 中的一个定义确切的运算，并且使得它成为一个群.这个群称为群 G 相对 
于子群 H 而言的商群 （ quotient ). 映射/: G — G / H 将 x 映为: rH ，是以 H 为核的同态.反 
之，如果/: G — G ' 是一个满同态，则这个同态的核 IV 便是 G 的一个正规子群，并且/诱导出 
一 个同构 G / iV — G ， 对于每一个: rGG 这个同构将: rN 映为 / U ). 

如果子群 H 不是正规的，我们用记号 G / H 表示 H 在 G 中的右陪集构成的族. 

我们现在来定义基本群. 

定义 设 X 为一个空间， X 。为 X 的一个点 • X 中起点和终点都是 X 。的道路称为以 J ：。 为 
基点 的回路 （ loop ). 所有以：为基点的回路的道路同伦类组成的集合对于运算“ * ，’而 言构成 
一 个群，称为空间 X 关于 基点 （base point ): r 。 的 基本群 （fundamental group ) ，记作江!（ X ，工 0 ). 
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从定理 51. 2可见，运算“*”限制在上述定义中谈到的集合上，满足群的以下 公理： 对于 
任意给定的两条以： r 。 为基点的回路/和 g ， 乘积总是有定义的，并且它也是以为基 
点的一条 回路. 结合律、单位元[、]的存在性、 [/] 的逆元[刃的存在性都是明 显的. 

有时， A ■的基本群也称为 X 的 第一个同伦群 （first homotopy group ). 这意味着还会有第 
二个同伦群.事实上，对于每一个 n 6 Z +， 都会有群; r „( X ， xo ). 但是我们在本书中不去研究 
它们，它们称为同 伦论的 一门学问中的研究对象的一部分. 

例 1设 R n 为 n - 维欧氏空间.则; nOT ， I 。）是平凡群（即由单位元一个元素构成的群），因 
为如果/是 R ”中以 X 。为基点的一条回路，那么直线同伦便是/与: c 。 处的常值道路之间的一个 

道路同伦.更一般些，如果 X 是 R ” 中的一个凸集，那么 ； n ( X ， a ) 便是平凡群.特别地， R n 
中的 单位球 （unit ball ) 

B n = {x I x\ H -+ x\ < 1 } ， 

的基本群是平凡群. ■ 

人们马上 要问： 基本群在多大程度上依赖于基点？我们现在来给出这个问题的回答. 

定义设 a 是 X 中从: t 。 到：^的一条道路.定义映射 

a ： 7 Ti (X ， *r 0 ) - ► 7ti (X 9JC1 ) , 

使得 

«([/]) — [a] * [/] * [a]. 

因为运算“ * ”的定义是确切的，映射&的定义 
也是确切的，它叫做帽”.如果/是以为基 
点的一条回路，那么& * (/*«) 便是以 A 为基点 
的一条回路.因此&将 7 n ( X ， x Q ) 映射到； r “ X ， 

中，这正是我们所需要的.注意，&仅依赖于 a 
的道路同伦类.参见图 52.1. 

定理 52. 1 映射&是群的一个同构. 

证 为了证明&是一个同态，我们作以下 
计算： 

&([/])* = ([a] * [/] * [all) * ([a] * [^] * [a]) 

=[ a ] * [/] * [ g ] * [ a ] 

= S ([/] * [ g -]). 

为了证明&是一个同构，我们 证明： 若用戸表示道路^的逆那么0便是 i 的逆.对于 TnCX ， 巧) 
中的每一个元素[>]，我们作以下计算： 

身 (["]) = [3] * ["] * [0] = [a] * [A] * [a]» 

a(^([A])) = [«] * ([a] * [/i] * [a]) * [a] = [A]. 

类似的计算表明对于每一个 [/ JeTnCX ， x 0 ), ^( a ([/]))-[/]. ■ 

推论 52*2 若 X 是道路连通的，并且 a 。， ：^是 X 中的两个点，则 th ( X , X 。）同构于 

( X ， J ： i ). 



图 52 - 1 
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设 X 是一个拓扑空间， C 为 X 中包含 x 。 的道路连通分支，易见 ； n ( C ， x 0 ) = 7 T 1 ( X , x 0 ), 
因为 X 中所有以 〜为 基点的回路和同伦都包含在子空间 C 中.于是; n ( X ， 只依赖于 X 中 
包含 A 的道路连通分支，并且; n ( X ， x D ) 也不反映 X 的其余部分的任何情况.因此，当我们 
研究基本群时，通常只考虑道路连通的空间. 

如果 X 道路连通，那么所有的基本群 / rJX ， x ) 都是同构的.这自然使人试图将这些群彼 
此“等同”起来，以便能够不涉及基点而简单地谈论空间 X 的基本群.做这件事的困难在于没 
有等同 ； n ( X ， x Q ) 与; a ) 的自然的方式，从心到 a 的不同道路可以给出这两个群之间 
不同的同构.因此，忽略基点会导致错误. 

已经知道， ^( X , x 。） 与 ； n ( X ， 的同构与道路的选取无关当且仅当基本群是一个交换 
群（见习题 3). 这是对空间 X 的一种苛刻的要求. 

定义如果 X 是道路连通空间，并且对于某一个 7 n ( X , : c 。） 是平凡群 （只 有一个 
元素），从而对于每一个 a :。 eX ， 7Ti ( X, x 。） 是平凡群，则称 X 是单 连通的 （simply 
connected). 7 ti (X, x 0 ) 是平凡群这一事实常表示为 7n (X ， a: 0 ) =0. 

引理 S2.3 在单连通空间 X 中，任何两条有公共起点和终点的道路都是道路同伦的. 

证设《和0是从: r 。 到 a 的两条道路.则有定义，并且是 X 中以 X 。为基点的一条 
回路.由于 X 是单连通的，所以这条回路道路同伦于&处的常值回路.因此 

[ a * 幻 * [ 沒 ] =[\ ]*[/?], 

由此可见 [ a ] = [#]. _ 

基本群是空间 X 的拓扑不变量，这在直观上看起来十分清楚.为了严格证明这一点 ，一 
个方便的方式便是引入“连续映射诱导同态”这一概念. 

设 / I : x — y 为连续映射，并且&将 x 中的点: c 。 变为 y 中的点我们常用记号 

htCX , x 0 ^ - ► (Y ,^ 0 ). 

来表示这种 情形. 如果/是 X 中以 X 。 为基点的一条回路，那么复合映射 A 。/: 便是 Y 

中以: y Q 为基点的一条回路，这样一来，对应 /— A 。/便会引出将 TT ^ X ， 工。）映到7^0%7。） 
的一个映射.下面正式给出定义. 

定义 设 / i : ( X ， x 0 )—( Y ， >) 是一个连续 映射. 定义 

： tt \ ( Xtx 0 ) — ► K \ ( Y ，: y 0 ) 

使得 

h, ([/]) = 1 > 。 /]• . 

映射 /i* 称为 h 相对于基点 x 。 而言的诱 导同态 （induced homomorphism). 

映射 L 的定义是确 切的. 因为如果 F 是道路/与 /' 之间的一个道路同伦，那么便 
是道路&。/与 A 。/之间的一个道路同伦.也容易证明奴是一个同态，因为 

( Ji 。 f ) * ( h 。 g ) = h 。 (/* 足）. 

诱导同态込不仅依赖于映射 A : x - y , 也依赖于基点 X 。的选取 • （当 々取 定时，加由/确 
定 .） 因此，当我们考虑 X 中几个不同的基点时，记号上就会出现一些麻烦.如果 X 。，：^是入 
中不相同的两点，我们总不能用同一个符号 / l * 去表示两个不同的同态，其中第一个的定义域 
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是; r 3 ( X ， x 0 ), 而第二个的定义域是 ； n ( X ， ^).即使当 X 道路连通，因而所有这些群都同构 
的时候，也会有这样的问题，因为毕竟这些群并不相同.因此，我们将采用记号 

, ： ^r t (X,x 0 ) - 兀 i(X ， y 0 ) 

表示前述的第一个同态，而用（心表示第二个同态.如果在讨论某问题时只考虑一个基点， 
我们常常不提基点而简单地用 L 表示诱导同态. 

诱导同态有两个十分重要的性质，称为诱导同态的“函子性质”.这两个性质在下列定理中给出. 
定理 52.4 若 / I : ( X , : r 0 ) — ( Y ， y 0 ) 和 々： （ Y ， ： y 0 ) — ( Z ， z 0 ) 都是连续的，则 （点 = 
k » ° h * • 如果 {X 9 工。）—（ X ， x 。） 是恒等映射，则是惊等同态. 

证 证明是简单的.根据定义 

(是。 A ) * ([/]) = [(裊 ° h ) 。 /] ， 

(是*。 A , )([/]) = k ^ ( A * ([/]))= I ([/ i 。 /])= [克。 （/ i 。 /)]， 

类似地，“ （[/]) = [! 。 /] = [/]. ■ 

推论 52.5 若 h : ( X , : r 。）— O % >) 是 X 与 Y 之间的一个同胚，则 / i * 是 7 n ( X ， jc 。） 与 
TTi ( Y , : y。） 之间的一个同构. 

证设夫： （ Y ， y 0 )^( X , : r 0 ) 为 /i 的逆，贝! J K 。/ 1* =( 々。/ 1)* ，其中 z •是(X， o:。） 的 

恒等映射.而 。 =(A 。 々）* =八，其中）是（1% >) 的恒等映射.由于 h 和八 分别是 
心（叉，心）和；0(7, >) 的恒等同态，所以 h 是 M 的逆. ■ 


习题 

1. .的一 个子集 A 称为星形凸集 （star convex ) ，如果 A 中有一个点 a 。 ，使得连接 a 。 与 A 中 

任意另外一点的线段都包含在 A 中. 

( a ) 找出一个不是凸集的星形凸集. 

( b ) 证明： 若 A 是星形凸集，则 A 是单连通的. 

2. 设《是/中的一条从: c 。 到 a 的道路， 戸是 X 中的一条从: r , 到: c 2 的道路. 证明： 如果 y = 
a * 戸 ，则 a 。 h , 

3. 设: r 。 和:为道路连通空间 X 中给定的两个点. 证明： ^( X , : r 。） 是一个交换群当且仅当对 
于任意两条从: r 。 到：^的道路《和卜 有 

4. 设 ACZX ， 又设 r •: X — A 是连续映射，使得对于每一个 r ( a )= a . (映射 r 称为从 X 
到 A 上的收缩 •） 给定如 6 A ， 证明 

r, ： 7Ti (X,^ 0 ) -^ tti (A,a 0 ) 

是满射. 

5. 设 A 为]^的一个子空间，又设/ 1: ( A , a 0 ) —( Y , 证明： 若&可扩张成一个从 R ” 到 Y 

中的连续映射，则为平凡同态（即将每一个元素都映成单位元的同态）. 

6. 证明： 若 X 是道路连通的，则在不区别所涉及的群之间的同构的前提下，连续映射的诱导 

同态与基点的选取 无关. 精确地说，设 A : 是连续的，有和&(々）=: V :. 

设 a 是久中从: r 。 到 X !的一条道路，令 h 。 a ，则有 

P o ( h Xo ) . = ( A ^ ) * 。&. 


这个等式表明下列映射图表 
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( h XQ U 

7Tl{X,X0) —— ^7t X {Y, > 0 ) 

UTr^y,^,) 


“可交换”. 

7. 设 G 对于运算“ •”而言为拓扑群， x 。 是它的单位元.令 /3( G ， 工。）表示 G 中以 x a 为基点的 
所有回路的集合.若/， x 0 )， 定义一条回路 /® g ， 使得 

= f(s) • g(s). 

U ) 证明这个运算使集合 D ( G ， x D ) 成为一个群. 

( b ) 证明这个运算在; n ( G ， x 。） 上诱导出一个群的运算®. 

( c ) 证明在 ； n ( G ， ： c 。） 上两个群运算“*”和®是相 同的. [提示：计算（/*%) ㊈ (、 * g ).] 

( d ) 证明 tt ^ G ， x 。） 是一个交换群. 

53覆叠空间 

我们已经指出史的任何凸子空间的基本群都是平凡群，现在来计算非平凡的基本群.计算 
基本群最有效的工具之一便是覆叠空间的概念，我们将在这一节中介绍，覆叠空间在 R iem ann 
曲面和复流形的研究中也是很重要的.（见 [ A - S ].) 我们将在第13章中进行更为详细的研究. 

定义 设夕： 是一个连续的满射， U 是 B 的开集 • 如果1/的原像户一 ULO 能够表示 
为 E 中一些占有最广位置的开集的并，并且对于每一个心将 f 限制在 R 上都是从 K 到 
U 上的同胚，则称 p 均衡地覆盖 （evently C overed ) LT . 集合族 { V a } 称为厂 ULO 的一个片 状分拆 
(partition into slice ). 

如果 U 是被均衡地覆盖着的开集，我们常将集合/ ruu ) 画成“一叠薄饼”悬在 U 的上 
方，每一片“薄饼”都和 U 的大小形状相同.而映射/>则把它们挤压到 L ； 上（见图 53. 1) .注 
意，如果 U 被/^均衡地覆盖，而 W 是包含于 (7 的一个开集，那么 W 也被/>均衡地覆盖. 

定义设/>: £：— B 为连续的满射 • 如果 B 的每一个点6有邻域 LJ 被户 均衡地覆盖着，则 
称为覆 叠映射 （covering map ) , E 称为 B 的覆 叠空间 
(covering space ). 

注意，若 p : b 是覆叠映射，那么对于 b 中的每一 

个点心 £:的子空间 (6) 必定具有离散的拓扑.因为每一 
片、在£:中都是开集，而且只与夕 h (6) 相交于一点，因此， 

这一点是子空间中的开集. 

还要注意，如果 £：— B 是覆叠映射，则/>是开映射. 

因为若设 A 是 E 中的开集，给定: rG / KA )， 选取 X 的一个被 
夕均衡地覆盖着的邻域 L 7. 设彳 V 。}是厂 1 07) 的一个片状分 
拆. A 中有一点 y 使得户 ( y )= x . 设 h 是包含着 y 的那一小 
片.集合％门点是£:中的开集，因此也是％中的开集.因 图 53 .1 
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为户将 ％同胚地映到 U 上，集合 〆 RHA ) 是 U 中的开集，因此也是 B 中的开集.于是 
MAAA ) 是 x 的一个包含在 p ( A ) 中的邻域，这便是我们要证明的. 

例1设 X 是一个空间，〖： X — X 为恒等映射，那么 i 便是（最简单的〉覆叠映射.更一般 
地，设£:是由 X 的 n 个占有最广位置的“副本”组成的空间 XX {1， …，；|}.映射/>: E — X 定 
义为对于所有的 f ， PU ， i ) = x , 则 p 也是一个(相当简单的）覆叠映射.对于这种情形，我们 
可以将整个空间 E 画成 X 上方的一叠薄饼. ■ 

为了避开这类简单的叠饼式覆叠空间，我们常要求覆叠空间是道路连通的.这样一个非平 
凡覆叠空间的例子如下. 

定理 53.1 设映射 />: R — S 1 定义为 

p(x) = (cOs 27 TXtSin 27 Cx) , 

则户是一个覆叠映射. 

可以将/>画成这样一个 函数： 把实直线] R 绕在圆周 S 1 上，并且每一个区间 [ n ， n +1] 在 
S 1 上绕一圈 • 

证可以用正弦函数和余弦函数的初等性质来证明 > 是覆叠映射.例如，考虑 S 1 的子集 
U ， 由第一个坐标都是正数的点 构成. 集合 fiO /) 由使得 cos 2 t ^ 为正数的点: T 组成，也就是 
说，它是区间 


v n 



的并，参见图 53.2. 将 p 限制在任何一个闭区间 t 上都是单射，因为 sin 2 Tc : c 在这种区间上是 
严格单调的 • 根据介值定理， f 将 K 映满 D ， 将7„映满 L 7. 由于％是紧致的，/> | %是 
与0之间的一个同胚.因此，/> | 是与卩之间的一个同胚. 


- 3 - 2-10 1 2 3 



对于 S 1 与上半开平面、下半开平面以及左半开平面的交，可以作类似的论证，而这些开集 
覆盖 S 1 ， 并且其中每一个开集都是由0均衡地覆盖着的_因此 h R — S 1 是一个覆叠映射. ■ 
如果/>: B 是覆叠映射，则/>是£与 B 之间的一个局 部同胚 （local homeomorphism ) .也 

就是说， E 中的每一个点 e 有一个邻域被同胚地映到 B 的一个开子集上.下面这个例子指出， 
P 是一个局部同胚这个条件并不保证 々是一 个覆叠映射. 

例 2映 射户： R ^^ S 1 由方程 
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p(x) = ( cos 2 7 r j : > sin 2 nx ) 


定义.这个映射是一个满射，也是一个局部同胚.参见图 53. 3. 然而它并不是覆叠映射，因为点 


& = (1， 0) 没有一个邻域 LJ 被/>均衡地覆盖. 的典型邻域 L / 的逆像 

由每一个正整数 n >0 的一个邻域和一个形如（0, e ) 的小 区间％ 构 
成. 每一个区间 K ( n >0) 被 f 同胚地映到 L ； 上，然而区间％却仅仅由 
户嵌人到 L 7 中， ■ 

例3前面的例子可能使你认为实直线 R 是圆周 S 1 的仅有的连通覆 
叠空间 • 事实上并非如此.例如，考虑映射 h S 1 — S 1 ， 它的定义是 

〆 之 ）= z 2 . 



(这里，我们将 S 1 看成由满足条件 I 2 I =1的复数 z 所组成的复平面 53.3 


C 的子集. ） 请读者自行验证/>是一个覆叠映射. 



例2指出覆叠映射的限制不一定还是覆叠映射.但在某些情形下，覆叠映射的限制仍然是 
覆叠映射. 


定理 53.2 设户： E — B 是一个覆叠映射.如果是 B 的一个子空间，则 
P 的 限制 P 。 ： E 0 -* B 0 仍然是一个覆叠映射. 

证 给定 ~ eB 。， 令 U 为 B 中包含6。的一个被均衡地覆盖着的开子集，{%}是 
P UU ) 的片状分拆.这时 UflB 。 是6。在 B 。 中的一个邻域，并且这些集合 V a HE 。 是 E 。 中的 
两两无交的开集，其并为并且其中的每一个都被 f 同胚地映到 UnB 。 上. ■ 
定理 S 3, 3如果: E — B 和: 都是覆叠映射，则 

pX p 、 ,EXE f — ~ -B XB f 

也是覆叠映射. 

证给定和 6' e #， 设 (7 和[/分别为6和6'的邻域，并且它们分别被 p 和 〆 均衡地覆 
盖着 • 设{%}和{\^}分别是 /^( U ) 和 (// rue /) 的片状分拆，则开集 t / XLJ ' 在 pX〆 下的逆像 
便是所有这些集合 K XV )的并.这些集合是 EXE ' 中的无交的开集，并且每一个都被 p x // 
同胚地映到 UXL / 上. ■ 

例 4考虑空间了 = S 1 XS 1 . : T 称为 环面 （ toms ). 乘积映射 

p X p：R X R- ~~ -S 1 X S 1 

是环面上的一个以平面 R 2 为覆叠空间的覆叠映射，其中 > 表示定理 53.1 中的覆叠映射. pXp 
将每一个单位正方形 [ n ， n + l ] X [ m ， m +1] 都卷成整个环面.见图 53. 4. 



图 53. 4 


■ 
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积空间 S 1 XS 1 是 R 4 的子空间，因而难于形象 
化，图中画的环面并不是 々 XS 1 ， 而是大家熟知的 
R 3 中的轮胎状曲面 D ， 它是用一个 xz 平面上中心为 

(1，0, 0). 半径为 j 的圆周 G 绕着 z 轴旋转而得 

到的.不难看出， S 1 XS 1 与曲面 D 之间的一个同 
胚.令0 2 表示平面上以原点为中心、以1为半 
径的圆周，定义映射/: C x XC 2 ^ D , 使得 / U ，6) 

是当我们绕 z 轴旋转 Ch G 的中心正好到达6时， 

C ' 上的点 a 到达的那个点（参见图 53.5). 可以想象 
得到， / SCiXC 2 与 D 之间的一个同胚.如果愿意 
的话，读者可以写出/的方程，并且直接验证/是 
连续的既单且满的映射. （/ 的连续性可以根据 C , XC 2 的紧致性推出 .） 

例 5 考虑前例中的覆叠映射 pXp . 设6。表示 S 1 中的点 p (0)， B 。 表示 SiXS 1 的子空间 

B 0 = ( S 1 X 6 0 ) U ( b 0 X S 1 ), 

则氏是在一点处相交的两个圆周的并，我们常称之为8字形空间 （ figure-eight space ). 空间 E 0 = 

是画在图 53.4 中的“无限网格” 

E 0 = (R X Z ) U (Z X R ). 

pXp 的限制映射/> 0: 便是一个覆叠映射. 

这个无限网格是8字形空间的覆叠空间之一，稍后我们还要讨论其另外的覆叠空间. ■ 
例6考虑覆叠映射 


Z 



pXi ： RXR + — -S 1 XR+, 

其中/是 R + 上的恒等映射，/>是定理 53.1 中的映射.如果我们取从 SXR + 到 R 2 — 0的标准同 
胚，即将: rX (映为 以的同胚.复合映射便给出了一个用上半开平面覆叠穿孔平面的覆叠映射 

RX Rh . — > R 2 -0. 

这个覆叠映射画在图 53.6 中，它在研究复变函数时作为复对数函数的 Riemann 面出现. 




习题 
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1. 设空间 Y 的拓扑是离散的. 证明： 如果是对于第一个坐标的投射，则/>是一 
个覆叠映射. 

2. 设/>: £— B 是连续的满射，又设 [7 是 B 的一个被/>均衡地覆盖着的开集. 证明： 如果 L ； 
是连通的，则 ( U ) 的片状分拆是唯一的. 

3. 设 B 是覆叠映射，又设 B 是连通的. 证明： 如果对于某一个 / r 1 ^。） 恰有是 
个元素，则对于每一个 / T 1 (6) 也恰有 々个 元素，在这种情形下，£:称为 B 的 it - 重覆 

ft(々-fold covering). 

4. 设<?: X — Y 和 r : 都是覆叠映射 ，~ p = r 。 心 证明： 如果对于每一个 r - Uz ) 

是有限的，则 f 是一个覆叠映射. 

5. 证明例3中的映射是覆叠映射.将这个映射推广为 〆 幻 

6. 设 fi : E — B 是覆叠映射. 

U ) 如果 B 是 Hausdorff 、 正则、完全正则或者局部紧致的 Hausdorff 空间，则£：满足同样 
的拓扑 性质. [提 示： 如果 { R } 是户 ⑴的一个片状分拆， C 是 B 的一个闭子集，它包 
含于 c /， 则 f vonva 是£的一个闭子集 .] 

( b ) 如果 B 是紧致的并且对于每一个 >^(6) 是有限的，则 E 也是紧致的. 

54圆周的基本群 

空间 X 的覆叠空间的研究与 X 的基本群的研究是密切相关的.在本节中我们将建立这两 
个概念之间的几个重要的联系，并且计算圆周的基本群. 

定义 设户： E -^ B 是一个映射.如果/是从某一空间 X 到 B 中的一个连续映射，映射 
/： X — E 若满足条件 p 。 f 二 f ， 即有下述图表可交换，则称/为/的一个提升 （ lifting ). 

E 



X — 广 B 


当户是覆叠映射时，提升的存在性对于研究覆叠空间以及基本群都十分重要.首先我们证 
明对于一个覆叠空间，道路能够提升，然后证明道路同伦也能提升.先给出一个例子. 

例1考虑定理 53. 1中的覆叠映 射户： R — S 1 . 以 b 0 = ( l ， 0) 为起点、定义为 f ( s ) = 

( costs ， sinTrs ) 的道路/，提升为以0为起点、以 | ■为终点的道路 /( s ) = s /2. 道路容 U )= 

(costt-s ， 一 sinw ) 提升为以 0 为起点、以 一 | ■为终点的道路= — s/2. 道路 /i(s) = 

(cos4t ^， sin 4 ：^) 提升为以 0 为起点、以 2 为终点的道路 A ( s) = 直观地说，&将区间 

[0， 1] 绕着圆周转两圈，这一点反映在提升道路 S 从0开始到2结束这一事实中.这些道路 
都画在图 54. 1中. 
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引理 54. 1 设/>: £ — B 是一个覆叠映射， p ( e 0 ) = b 0 , 任何一条以为起点的道路 

/: [0， 1]— B 都有£:中以 e 。 为起点的一条唯一道路/作为它的提升. 

证用一些开集 U 覆盖 B ， 这些开集的每一个都被力均衡地覆盖着.找出[0， 1] 的一个 
分 划①， 设为〜，…，^，使得对于每一个集合/([\, & +1 ])都包含在这样的一个开集 U 

中.（这里，我们用到了 Lebesgue 数引理 .） 下面逐步地定义提升 

首先，定义 /(0)== e 。， 然后，设当，时， / G ) 已经定义好了，再在[ 5 ,， s , +1 ] 上定 

义/如下：集合/([&，〜 +1 ])包含在某一个被/>均衡地覆盖着的开子集17中.令{ V 。}为 

，、⑺的一个片状分拆，每一个集合％被/>同胚地映射到 J 7 上， /( 〜）包含在这些集合的某 
一个（比如说 V 。）中，当时，由下式 

f(s) = ip I V 0 )- l (/(5>) 

定义 / G ). 由于户 IV 。： w — c / 是一个同胚，/在[\，上是连续的. 

按这种方式继续下去，我们便在整个[0， 1] 上定义了 /. /的连续性根据黏结引理得到. 
P 。 /=/则可直接从/的定义得到. 

/的唯一性也要逐步证明_设/(5)是以 e 。 为起点的/的另一个提升，则 / (0) = e Q =/ (0) . 

假设对于所有“ 0<5<5；,有， V 。的定义如前，那么当 \+ i ] 时，/(^)定 

义为 （ P I % )_1( / (5)) ， / G ) 会等于什么呢？由于 / G ) 是/的一个提升，它必定把区间[&， 

变到集合/中. R 都是开的，并且两两无交 • 由于集合/([^，& +1 ])是连通 

的，它应当完全包含在这些 R 的某一个之中.由于 = 属于 V 。，/必定把整个区间 

U ， 变到 V ◦之中，从而当疋 U ， ' +1 ]时， / W 应当等于 V 。在 p -^/ ⑴）中的某一个点 

y - 但是这种点: V 只有一个，即（/> I Vorv / G )). 因此，当 s 6[5,， 心 +1 ] 时/( 5 )=/(5 乂 ■ 

引理 54.2 设/>: £：— B 是一个覆叠映射， P ( e 0 ) 二 b 0 . 又设映射尸 ： JXJ — B 连续， 
F (0, 0) = 6。， 则存在唯一的一个连续映射 

F ： IXI — -E 

( F (0， 0) = e 。） 是 F 的一个提升.如果 F 是一个道路同伦，则歹也是一个道路 同伦. 


①原书此处和后面多处使用了一个未经定义的词 “subdivision ”， 从上下文可见它与 “partition ， ，（分 拆）同义，我们译为 
“分划”.一一译者注 
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证给定 F ， 首先定义尹(0, 0)= e 。， 然后应用上面的引理将尹扩充到 JXI 的左边 0 XJ 
和底边 1 X 0 上.最后，将戶扩充到整个上，详述 如下： 

选取 J 的一个足够细的分划 

心 < A < …< ， 

G h < …< L 

使得每一个矩形 

li X Jj = [\-1 ， 5,-] X [~-i ， ,j] 

都被 F 映到被户均衡地覆盖着的 B 的某一个开子集中.（这里用到了 Lebesgue 数引理 .） 以下 

逐步定义提 升歹： 首先从矩形 h XL 开始，然后是“底行”的其他矩形 LXJh 接着是上面一 
行的矩形 I t XJ 29 等等. 

一 般地，对于给定的 i 。 和允，假定 F 在集合 OXJ 、 JX 0 以及所有“先于” \ XJ ,。 的矩形的 
并 A 上已经定义（所谓 J ,_ X 乃先于人.。是指 j < j Q 或者但£<&)，还假设 F 是 F|A 
的一个连续的提升.现在着手在上定义在 B 中选取一个被均衡地覆盖着的开集 
U 包含集合 F (' X /,。）. 设为 /^( U ) 的一个片状分拆， f 将每一个集合 K 同胚地映到 U 
上. 至此 P 在集合 C = Afl (\ X 人。）上已有定义，集合 C 恰为矩形 人. 。左边和底边的并， 
因而是连通的.从而歹 ( C ) 是连通的，并且整个地包含在某一个 R 中，设尹 ( C ) 包含在 V 。中. 
这种情形在图 54. 2中描绘出来了. 



图 54.2 


令 A ): V 0 ^ U 表示户在 V 。上的 限制. 因为戶是 F | A 的一个提升，所以当: reC 时， 

p 0 (F(x)) = /?(F(x)) = F(x) , 

从 W P (工) sprHFU )). 因此，当 X / Jd 时，定义 

P(x) = po 1 (F(x)). 

这样，便将 F 扩充到/,。><八上了 • 根据黏结引理，扩充以后的映射是连续的 • 

按这种方式继续下去，我们便在整个 IX J 上定义了 F . 

为了验证唯一性，只需注意在构造戶的每一步骤，先是把 P 扩充到的下边界和左边 

界，后来是一个一个地扩充到^乂人.，都只有唯一的方式连续地扩充歹.因此，一旦 F 在 
(0, 0) 处的值取定了， P 也就完全确定了. 
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现在假设 F 是一个道路同伦，我 f 希望证明 P 也是一个道路同伦.映射 F 将 J 2 的整个 
左边 0 X 1 变为 B 中的一点6。.由于 F 是 F 的一个提升，它应当将 OX J 变到集合厂 1 (6。） 
中.但是这个集合作为 E 的子空间具有离散拓扑.由于 0 X 1 是连通的，戶是连续的，所以 
尹 (0 X /) 是连通的，因此它应当是单点集.类似地， Paxr ) 也是一个单点集.于是歹是一 
个道路同伦. ■ 

定理 54.3 设户： £：— B 是一个覆叠映射， p ( e Q )^ bo . 又设/， g 是 B 中从6。到匕的两 

条道路，/, f 分别是/，发在£：中以0为起点的提升.如果/, g 是道路同伦的，则/， g 以 
£:中的同一个点为终点，并且它们也是道路同伦的. 

证设 F : JXJ — B 是/与 g 之间的道路同伦，则 F (0， 0)=6。.又设 F : 是 F 

到 E 上的一个提升， F (0, 0)= e 0 . 根据前一引理，，是一个道路同伦，所以 P (0 XJ )={ e 。}， 
并且 ^(1 X 1) 为单点集 { q }. 

戶在 IX J 的底边上的限制尹 | JX 0 是£：中以 e 。 为起点的一条道路，它是 F | 1 X 0 的提升. 

根据道路提升的唯一性得到戶 G ， O )^ f ( s ). 类似地 ， P | 1 X 1 是£:中的一条道路，它是 
1的提升，并且以 A 为起点，因为尹 (0 XJ ) = { e 。}. 根据道路提升的唯一性， F (5, l )= g G ). 所 

以/，貧的终点都是 A ，并且戶是它们之间的一个道路同伦. ■ 

定义设户： E — B 是一个覆叠映射， b 0 eB . 选取❿使得 〆 e 0 )=6 0 . 给定心（仏6 0 )中 

的一个元素 [/]. 设/为/在£:中以 e 0 为起点的提升 • 令必 ([/]) 表示/的终点/( I ).则卢是定 
义确切的集合间的映射 

i>zKi(B 9 b 0 ) -*■ p~ l ( 6 0 ). 

我们称#为由覆叠映射/>诱导的提升对应 （lifting correspondence ). j > 依赖于点 e 。 的选取. 

定理 54.4 设 E — B 是一个覆叠映射， p ( e 0 )= b Qt 如果£:是道路连通的，则提升对应 

♦ ( B ，6 0 ) — />— 1 (6。） 

是一个满射.如果 E 是单连通的，则/是一个-映射. 

证如果£:是道路连通的，则对于给定的厂 Uh )， E 中有一条从 q 到 q 的道路 /. 

因此，/=户。/是召中的以6。为基点的一条回路，根据定义可见 #([/]) = 〜 

设 E 是单连通的.设 [/] 和是〜（仏6。）中的两个元素，使得 M [/])= M [ g ]), 设/和 
趸分别是/和 g 的提升，在£:中的道路以 e 。 为起点，则7(1)=趸(1).由于£:是单连通的，所 

以在7和/之间有一个道路同伦歹.于是户。戶是 B 中/和 g 之间的一个道路同伦. ■ 

定理 54.5 S 1 的基本群同构于整数加群. 

证设/: R — S 1 是定理 53.1 中的覆叠 映射. 令化=0和 6 Q = p ( e Q )， 则便是整 
数集 Z . 因为 R 是单连通的，所以提升对应 

^( S 1 A)-^Z 

是 一一 的.只要证明了 ★是一个同态，便完成了定理的证明. 

在; n ( B , 心）中给定 [/] 和[尽]，设/和 g 分别是它们在 R 上开始于0点的提升道路.设 


/( I )和 m = f ( l ), 则根据定义有趴 [/]) = n * sK [_ d )=^. 令 i 为 R 中的道路 

g(s) = n + g(s). 

由于对于所有 xGR 有 />( n +、 x )=/> U )， 道路 I 是 g 开始于 W 的 提升. 从而乘积有定义， 
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并且易验证它是开始于0点的提升.这条道路的终点是 i ( l )=〃+ m . 因此根据定义， 

彡 ([/] * [ 尺 ] ) = n + m = #([/]) +^([^]). ■ 

定义设 G 是一个群，而： r 是 G 的一个元素.记2的逆为 a — 1 . 记号 f 表示与自身的 
重幂 ，： r ”表示1-'与自身的 tt 重幂，而： r ° 表示群 G 的单 位元. 如果所有形如， （ meZ ) 的元素 
构成的集合等于 G ， 则称 G 为一个循环群 (cyclic group ) ，并且: c 叫做 G —个的生成元 ( generator ). 

群的基数也叫做群的阶 （ order ). —个群是无限阶的循环群当且仅当这个群同构于整数加 
群， 一 个群是々阶循环群当且仅当这个群同构于整数模々群 Z / L 前一定理说明圆周的基本群 
是无限循环群. 

注意，如果： r 是无限循环群 G 的一个生成元， y 是某一个群 H 中的一个元素，则存在唯 
—的一个从 G 到 H 的同态 / i 使得 / i (： r )=： y ， 其定义为对于所有 w ， h ( x n )= y n . 

为了后面第65节、第13章和第 M 章中的需要，我们在这里证明定理 54.4 的一个加强 
版本. 

* 定理 54. 6 设 p : £：— B 是一个覆叠映射， p ( e ,)= b Q . 

( a ) 同态 : 7 ri (- E , € 0 )~^ K ] ( B , 6。）是一个单 同态. 

( b ) 设 H （们（£:， e 0 ))， 则提升对应必诱导出从 H 的右陪集构成的族到一 ^心）中的 

一 个单射 

<Pitt\ (B, 6 0 )/H > p 一 1 ( 6 0 )• 

并且当 E 道路连通时，少是一个-映射. 

( c ) 如果 / 是 B 中以 6。 为基点的回路， M [/] 6 H 当且仅当 / 的提升为 E 中一 条以〜 为基 
点的回路. 

证 （ a ) 设 K 是 E 中 e 。 处的一条回路，是单位元.设 F 是。《与常值回路之间 
的一个道路同伦.如 果声是 厂在£:中的提升， F (0, 0)=〜，则歹是《与。处的常值回路之 
间的一个道路同伦. 

Cb ) 给定 B 中的回路/和 尽， 令/和莒是它们在£：中开始 于〜的 提升，则有和[/])=/(1) 
和 HLg ^- gCl ). 我们证明多([/])=多([尽])当且仅当 [ g ]. 

首先，设则对于 E 中某一条以〜为基点的回路/^户。6有 [/]=[ h g ]. 

这时乘积有定义，并且它是的提升.因为[/] = [九 * 尽]，开始于 e 。 的提升/和 K * g 应 

当在 E 中的同一点处终结 • 因此/和貧终结于£:中的同一个点，所以 奴 [ g ]). 见 
图 54. 3. 



图 54. 3 
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现在假设#([/])=多([总]).则/和趸终结于 E 中的同一个点./与 f 的逆的乘积有定义， 
并且它是£中以〜为基点的一条回路仄通过直接计算可见， = 如果尹是£:中 

的回路 A 与/之间的道路同伦，则 p 。 尹便是 B 中 A * g 与/之间的道路同伦，其中 / i = 

P ° h . 因此，这正是我们要证明的. 

如果 E 是道路连通的，则彡是一个满射，所以少也是一个满射. 

( c ) 啻是单射意味着0([/]) = {([尽])当且仅当 [/] eH *[ g ]. 应用这个结论于 g 是常值回 
路的情形，可见必 ([/])= e 。当且仅当 [/] en . 然而#([/])=〜，开始 于〜的 /的提升也终 
结于 e 。. ■ 


习题 


1. 对于第53节例2中的局部同胚，“道路提升引理”（引理 54. 1) 不能成立的原因是什么？ 

2. 在引理 54 .2的证明中，定义映射 F 时，为什么要把矩形取得足够小？ 

3 . 设/>: £— B 是覆叠映射.设《和0是 B 中的道路，满足条件^(1)二/3(0).又设&和 g 是它 
们的提升， 使得以 1)=#0).证明的一个提升. 

4. 考虑第53节例6中的覆叠映射々： RXR +— R 2 — 0. 找出道路 

fit ) = (2 — tjO ) , 

git 、 = ( (1 + Ocos2tcZ ，（1 + ，） sin27rO ， 
hit ) ~ f ^ g 

的提升，并且画出这些道路以及它们的提升的草图. 

5. 考虑第53节例4中的覆叠映射 pXp ： R XR — S 1 XS 1 . 考虑 S 1 X S 1 中的道路 

f (0 = ( cos 27 r ^ sin 27 rO X ( cosint . sinAnO . 

将 S 1 XS 1 看成是轮胎面 D 时，画出/的 草图. 找出/在 ] R XR 中的一个提升/，并画出它 
的草图. 

6. 考虑由尽（之 ）=/ 和办（之）=七定义的映射 g ■，/1: S ^ S 1 . (这里将 S 1 作为模为1的复数之的 
集合 .） 计算从无限循环群 TH ( S 1 ，6。）到自身的诱导同态和 ；!* . [提 示： 应用等式 

(cos 沒 +i sin(9) n = cosn0+i sinn 沒 .] 

7. 推广定理 54. 5的证明，证明环面的基本群同构于群 Z XZ . 

8 . 设化 E — B 是覆叠映射，其中 E 是道路连通的.证明当 B 单连通时力必定是同胚. 

55收缩和不动点 


我们现在来运用 S 1 的基本群的知识证明拓扑学的几个经典结论. 

定义 若 A 匚 X ，一个连续映射 r : 兄 — A 如果在 A 上的限制是 A 上的恒等映射，则称之 

为 X 到 A 上的一 个收缩 （ retraction ). 如果存在这样一个收缩 r ， 则说 A 是 X 的一个 收缩核 
( retract 乂 

引理 55.1 如果 A 是 X 的收缩核，那么内射诱导的基本群的同态是一个单射. 

证 如果 r : X ^ A 是一个收缩，则复合映射 r 。） 等于 A 上的恒等映射_这蕴涵着 
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r . 。夂是; r “ A ， a ) 的恒等映射，因此夂是单射. _ 

定理 55. 2[非收缩定理]从 B 2 到 S 1 上没有收缩. 

证如果 s 1 是庄的 一个收缩核，则内射 y : 坪的诱导同态是一个单射.但 s 1 的基 

本群不是平凡群而 B 2 的基本群是平凡群.这是一个矛盾. ■ 

引理 55.3 设 / i : 是连续映射.则以下条件 等价： 

(1)/7 是零伦的. 

(2从可以扩张为一个连续映射 B 2 ^ X . 

( 3 ) h , 是基本群间的平凡同态. 

证（1)>(2),设 H : SiXJ — X 是 A 与某一个常值映射之间的同伦.设& S 1 X I ^ B 2 
为映射，定义为 

7T(：C ，艺） ~ (1 — t)x. 

7 T 是连续的、闭的、满的，因而是一个商映射，它将 9 X 1 收缩成为点0,而在其他地方是单 
的.由于 H 在 S ] X 1 上取常值，它通过商映射; r 诱导出一个连续映射 I B 2 ^ X , 々是 的扩 
张.参见图 55. 1. 



图 55. 1 

(2) ^(3). 设 y: S 1 —i3 2 是内射，则 A 等于复合々。/因此 0 j * • 然而，由于 B 2 
的基本群是平凡的，所以 

是平凡的.因此 L 是平凡的. 

(3) ^(1). 设 p : 3 R — S 1 是标准的覆叠映射，％: S 1 为其在单位区间上的限制，则 

[ A ] 是〜 （ S 1 ， 心）的一个生成元，因为户。是 S 1 中的回路，它开始于0的提升在1处终结. 

设工。=/1(6。）.由于 I 是平凡的，回路 6 九代表巧（乂， Xq ) 的单位元，因此， X 中 
/与 x 。 处的常值道路之间有一个道路同伦 F . 由于映射 A > Xid : / XJ — SiXJ 是连续的、闭 
的、满的，所以它是一个商映射.对于每一个 t ， 九 Xid 将 OXr 和 1 X £ 都映为6。><£，而在其 
他地方是单的.道路同伦 F 将 OXJ 、1 XT 和 JX 1 映到 X 的点： r Q ， 所以它诱导出一个连续映 
射 S 3 XJ — X ,这个连续映射是 / i 和某一个常值映射之间的 同伦. 参见图 55. 2. ■ 

推论 5 S .4 内射7 •: S l — R 2 — 0不是零 伦的. 恒等映射 S 1 — S 1 也不是零伦的. 

证有一个从及 2 —0到 S 1 的收缩，其定义为 rU )=： r /|| x ||. 因此，八是单射，因而是 
非平凡的_类似地，是恒等同态，因而也是非平凡的. ■ 
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图 55. 2 

定理 SS.S 对于任意给定的 B 2 上的一个非蜕化向量场，存在 S 1 中的一个点，这个点上 
的向量直指内向也存在 S 1 中的一个点，这个点上的向量直指外向 

证 B 2 上的一个向置场 （vector field ) 是一个有序偶(: r ， vU )) , 其中: reB 2 , r 是从 B 2 到 
R 2 中的一个连续映射.在微积分中，常用记号 

v (x) = vi (x)i + v 2 ix)j 

代替函数 w 其中 i ， i 是 R 2 中的标准单位基向量，而我们还是使用简单的函数记号. 一 个向量 
场称为非蜕化的，如果对于所有： C ， 这时，自然将 B 2 映到3 2 —0中. 

先假设在 S 1 的任何点: T 上都不是直指内向的，然后导出矛盾.考虑 映射％ & - R 2 - 0. 
设 w 是 z ； 在 S 1 上的限制.由于映射 w 有一个扩充将 B 2 映到 R 2 — 0之中，所以它是零伦的. 

另一方面 ， w 同伦于内射 S 1 — R 2 — 0. ( x ， u .( x )) 

图 55.3 诠释了这个同伦，我们用方程给出形式的定 
义 如下： 对于 xGS 1 ， 

F(x,r) — u ： + (1 — 

我们应当指出 F ( x ，0^0. 明显地，当 z = 0 或，=1 
时， FU , 0^0. 如果对于某一个£，0<0<1，有 
Fix , =0,则匕十 （1 — t ) xvCx ) = 0 . 因此 tt ; (: c ) 等 

于工与某一个负数的乘积，而这意味着 w ( x ) 在点 ： c 
上直指内向！因此 F 的确是一个从 SiXI 到 R 2 — 0的 
映射. 

这推出 j 是零伦的，与前一推论矛盾. 

为了证明 t 在 S 1 的某一个点上直指外向，只需将刚才证明的结论应用于向量场 

( X ， 一 t ；( x )) 就可以了. ■ 

我们已经知道每一个连续映射[0, 1]— [0, 1] 必定有一个不动点（参见第24节中的习 
题 3). 其实对于球 B 2 而言同样的结论也成立，然而证明却更为深刻. 

定理 55. 6[圆盘的 Brouwer 不动点定理]如果/: 是连续的，则存在一个点 


① 直指内向即指向圆心的方向.——译者注 

② 直指外向即指向圆心的方向的反方向.——译者注 
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工使得 f { x )= x . 

证我们用反证法来 证明. 设对于 B 2 中的每一个 x ， 定 Xv ( x )= f ( x )_ x ， 
我们便得到了 B 2 上的一个非蜕化的向量场&，^(^)).然而向量场 r 在 S 1 上没有一个点: r 直 
指外向，因为这意味着对于某一个正实数〜 

fix ) — X = CLX , 

于是 /( x ) =*r + (2： c 将处于单位球 B 2 的外面.这是一'个矛盾. ■ 

在数学中不动点定理令人感兴趣的原因在于许多问题（例如，方程组的解的存在性问题）都 
能化为不动点 问题. 这里给出一个例子，即经典的 Frobenius 定理.假设读者已经具备了线性 

代数的一些知识. 

* 推论 55.7 设 A 是一个 3 X 3 的正实数矩阵，则 A 有一个正的实特 征值. 

证 设: T : R 3 — R 3 是一个线性变换，其（相对于 R 3 的标准基而言的）矩阵为 A . 又设 B 为 
二维球面 S 2 与 R 3 的第一卦限 

{ (X 】 ， *r 2 ，工 3 ) I A ^0,^2 ^ 0,^3 >0} 

的交.不难证明， B 同胚于球体 B 2 , 所以对于 B 到自身的连续映射，不动点定理成立. 

若:，： r 2 , ^)65, 则 I 的所有分量都是非负的，并且至少有一个分量是正的.由于 
A 的所有元素都是正的，所以向量 T ( x ) 的所有分量都是 正的. 因此，映射(: r )/ || TXx ) || 为 

JB 到自身的一个连续映射，从而有一个不动点于是 

T ( x 0 ) = II T ( x 0 ) || -To ? 

所以 T (从而矩阵 A ) 有一个正的实特征值 || TUo ) II . ■ 

最后，我们证明一个定理.这个定理蕴涵着 R 2 中的三角形区域 

T = {( x ,^) I x ^ 0,^ ^ ° 并且 ^ + y ^ 1 } 

的拓扑维数至少是 2. (参见第50节 .） 

* 定理 55. 8 存在 e >0 使得对于任何一个由直径小于 e 的集合组成的 T 的幵覆盖為， T 中 
总有某一个点至少属于 炅的三 个元素之中. 

证由于： T 同胚于 B 2 , 因此可以将本节中证明的结论应用于空间： T . 

选取 e >0 使得没有一个直径小于 e 的集合和了的所有三条边都相交.(事实上 ， e = | 就 

可以我们假设扁 = {1^ ，…，是： T 的一个开覆盖，其中每一个 R 的直径都小于 e ， 使得 

A 中任何三个元素都无交，然后由此导出矛盾. 

对于每一个 i = l ， …， n ， 选取 T 的一个顶点％ 如下： 如果 L 7, 与： T 的两条边相交，令从 
为这两条边的公共顶点.如果 G 只 与了的 一条边相交，令 A 为这条边的端点中的一个.如果 
与7的任何一条边都无交，令^为 T 的任意顶点. 

现设彳 f } 是由 { LA ， …， LU 控制的单位分拆.（参见第36节 .） 定义 h 如下： 

n 

k ( x )= { x ) Vi . 

i = \ 

则是是连续的.给定： r 中的一个点 X ， 它最多属于 a 的两个元素，因此最多只有两个先（: T) 是 
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非零的.所以，如果^仅属于一个开集 U ,， 则存在使得；如果: T 属于两个 

开集 [^和 K ， 则 + 巧. 无论何种情形， K ： r ) 都属于 T 的三条边的并 BdT 中. 
于 是&将 T 映到 Bd 丁中. 

此外，々将 t 的每一条边映到自身.因为如果 x 属于: T 的边任意包含: r 的开集 U , 
都要与这条边相交，因此 R 必然等于 r 或由 々的定 义可见 A ( x ) 属于 iw . 

设 A : BdT — Bdr 为々在 BdT 上的限制_因为 A 能够被扩充为连续映射々，所以它是零伦 
的. 另一方面， A 同伦于 BdT 到自身的恒等 映射. 因为/^将每一条边映到自身，/^与 Bd 丁的 
恒等映射之间的直线同伦便是所需的同伦.然而， BdT 的恒等映射£绝不是零伦的. ■ 

习题 

1. 证明： 如果 A 是 B 2 的一个收缩核，则每一个连续映射/: A — A 必有一个不动点， 

2. 证明： 如果 A : S 1 —^ 是零伦的，则/^必有一个不动点，并且 A 还将某一个点: r 映为它的 
对径点 一 JC . 

3. 证明： 如果 A 是非奇异的 3 X 3 非负矩阵，则 A 必有一个正的实特征值. 

4. 假定你已经 知道： 对于每一个《，没有收缩”：(这个结论可以用代数拓扑中更为 
深刻的工具来证明.）证明以下 结论： 

( a ) 恒等映射“ S "— S " 不是零伦的. 

( b ) 内射 i : 义不是零伦的. 

( c ) B rt +1 上每一个非蜕化向量场必定在 S n 的某一点处直指内向，也在的某一点处直指 
外向. 

( d ) 每一个连续映射/: _ B n +1 — B n +1 必定有一个不动点， 

( e ) 每一个由正实数组成的 （《+ l ) X(n + l ) 矩阵必有正的特征根. 

( f ) 如果 A : S ”— S ” 是零伦的，则/ i 必有一个不动点，同时&也必将某一个点 x 映为它的对 
径点 一 : c . 

56 代数基本定理 

每一个实系数或复系数的 n 次方程 

+ a n -i x n ~ l + …+ 〜 0 ：+ 0 0 — 0 

有 n 个根（几重根就称为几个 根）. 这是复数的一个基本 性质. 可能读者在中学代数学课程中就 
见过这个定理，但那时却无法证明它. 

事实上，这个证明是相当困难的.最难的部分是证明次数为正数时，方程至少有一个根. 
对此有许多不同的证法.可以用代数的技巧，然而代数的证明既长又费力 • 也可以用复变函数 
论的方法，在复变函数论中，这个定理是 Liouville 定理的明显 推论. 而我们这里给出的证明 
相当简单，它作为圆周基本群计算的简单推论. 

定理 56.1 [代数基本定理]实系数或复系数的 n >0 次方程 

x n + a n ^x n ^ 1 + ••• + ax + a 0 = 0 

至少有一个（实的或复的）根. 
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证第一步 . 考虑由 /( 幻 =/ 定义的映射 /: S 1 —S 1 ， 其中 z 为复数.我们证明在基本 
群之间诱导的同态 /. 是一个单射 . 

设九： S 1 为 S 1 中的标准回路， 

^ 0 ( 5 ) — e 2im = ( cos 27 C 5» sin 27 i ：5). 

它在 /. 下的像是回路 

/(po (5)) = (e 2im )” = (cos 2 tcw 5 ， sin 27 c/ 25 ). 

这一回路提升为覆叠空间 R 中的道路因此，在 TT ^ S 1 ， 6。）与整数群的标准同构下， 
/。趴对应着整数〃，而 扒对应 着整数 1. 因此 /* 是 S 1 的基本群中的％倍乘”，特别地，它 
是一个单射. 

第二步 . 证明： 如果映射 S 1 —R 2 — 0 定义为 g(z) = f ，则 g 不是零伦的 . 

映射 g 等于第一步中的映射/与内射 h 0的复合.八是单射，也是单射，因 

为 S 1 是: R 2 — 0 的收缩核.因此心=八。八也是单射，于是 g 不可能是零伦的. 

第三步.现在我们来证明本定理的一个特殊 情形： 若方程 

x n + a n -\X n ~ l + -“+< 2 1 jr+a 0 = 0 

满足条件 

I a - n-1 H - hi a x 丨十 I a 0 | < 1， 

则在单位球体 B 2 中有一个根. 

假定这个方程在 B 2 中没有根，那么我们便可定义一个映射 h B 2 —1 R 2 —0,使 

kiz) = z n + a„-i z n ~ l + ••• - {- ai z -{- a 0 , 

设 h 为々在 S 1 上的限制，由于 / i 可扩张为一个从单位球仔到 R 2 —0 的映射，所以 A 是零伦的. 
另一方面，我们来定义一个 h 与第二步中的映射 g 之间的同伦 F . 定义 F : S 1 〆 /— R 2 — 0 

使得 

F<iz 9 t) = + Ka”-〆 -1 + …+ a 0 ). 

参见图 56.1. F ( z , 0永远不为0是因为 

I F(z,t) I > I ? I —I tXa n - l z n ~ l + … + a 0 ) I 

> 1 — I a n ^ v z n ~ l |H - +| a 0 I ) 

=1 — 〆 I 〜一！ |+ … +| a 0 I ) > 0. 
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第四步.现在来证明一般情形.对于给定的多项式方程 

x n + a n - x x n ~^ + ••• + a x x + a 0 = 0 , 

选取一个实数 c >0， 然后取变换 x = 则得到方程 

(cyY + a n - } (oO w_1 H -+ a x (cy) + a 0 

也就是 


0, 


^rt — 1 n 一 


y + — + 


♦ •鲁 


c 


a { 丨 a 0 


0. 


如果最后这个方程有一个根: y =>， 那么最初的方程就有根：*:。=0；。.所以，只要将 c 取得足 
够大，使得 



< 1， 


那么，由第三步中研究过的特殊情形，本定理证明完成. 

习题 



1- 给定一个实系数或复系数的方程 

x n 4- a n - Y x n ~ x + •••+aix + a 0 = 0. 

证明 ：当丨 1 +…+ U 3 | + | a 。 | <1时，这个方程的所有根都在单位球 B 2 的内部. 

[提示：设 g (* r ) = l + a H _i x + - haix n_1 + a 0 x n ,并证明当：时， g ( x )^0. ] 

2. 找出一个以原点为圆心的圆周，使得它包含方程 x 7 + a : 2 + l = 0 的全部根. 


*57 Borsuk - Ulam 定理 


这里有一个费尽心思才能得到解答的 问题. 假设在平面 R 2 上给定了一个有界的多边形区域 
A . 不管 A 的形状如何，容易证明总存在一条直线将 A 平分，也就是说把 A 切割成面积相等 
的两部分.为此，取水平线 : v = 用 /( r ) 表示 A 在这条直线下面部分的面积，由于 /( c ) 是 c 
的连续函数，用介值定理便能发现有一个 c 使得 /( c ) 恰好等于 A 的面积的一半. 

现在假定给定了两个区域 Ai 和 A 2 ， 并且要求用一条直线同时将这两部分平分.即使是有 
这条直线找起来也肯定不容易.不相信的话，你可以试试用一条直线平分两个三角形. 

事实上，这条直线总是存 在的. 这个结论是下面介绍的著名的 Borsuk - Ulam 定理的一个 
推论. 

定义 S n 中的点 x 的 对径点 （ antipode ) 是点一二映射 / i : S n — S m 称为 保持对径点的 
( antipode - preserving ) ,如果对于所有 x 6 S n ， 有 h (— x ) = — hXx ) , 

定理 57.1 如果 / i : Si — S 1 是保持对径点的连续映射，则 /i 不是零伦的. 

证 记~为 S 1 中的点（1， 0). 设户: S 1 — S 】 为 S 1 的一个旋转，将 / i (6。） 映到6。.因为户保 
持对径点，所以也保持对径点 • 假若 H 是；! 与某常值映射之间的同伦，那么^。只便是 
户。/ I 与某常值映射之间的 同伦. 因此，只要证明加上附加条件《6。）=6。之后这个定理成立即可. 

第一步 • 设 W S 1 — S 1 定义为 g ( z )= z 2 ， 其中 2 ：是一个复数.如果用实坐标表示，这个映 
射便是 g ( cos 0， s in 0) = ( cos 2 i 9， sin 2(9). 由于映射 g 是连续的、闭的和满的，所以它是一个商 
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映射. S 1 中的任何一个点在映射 g 下的原像是 S 1 中的一对对径点 z 和一 z . 由于 A ( — z ) = 
— h(z )， 我们有等式 W — 因此，由于 g 是一个商映射，映射 g 。 A 诱导出一 

个连续映射 A : S 1 -^ 1 使得 A 。 g = g 。厶. 


h 


s 1 


5 1 


q 


5' . > 5» 

我们有 g (6。）） =6。，所以6(6。）=6。.此外 ， /K — 6。）= —6 0 . 

第二步.我们证明 ttJS 1 ， 6。）到自身的同态 L 是非平凡的. 

为此，我们首先指出 g 是一个覆叠映射.（这曾在第53节的习题中给出 .） 其证明类似于标 
准映射/>: R — S 1 是覆叠映射的证明.例如，如果 L ； 是 S 1 中由第二个坐标为正数组成的子集， 
则 / TiO /) 由 S 1 中在 B 2 的第一象限和第三象限的点构成.映射 g 将这两个集合的每一个同胚地映 
射到 L 7 上.如果?7是夕与下半开平面、右半开平面或左半开平面的交，类似的论断也是成立的. 

其次，注意如果/是 S 1 中的一条从6。到一6。的道路，则回路 /= g 。/ 代表; tAS 1 ， 6。）中 

的一个非平凡的元素.因为/是/在 S 1 中的一个提升，它开始于6。但不终结于6。. 

最后我们指出 I 是非平凡的.设/是 S 1 中从6。到- 


Q 。/)]=[ 9 。 a 。 /)], 后者非平凡是因为 A 。/是 S 1 



- b Q 的一条道路，/是回路 g 。/，则 

1[/]是非平凡的，因为 K [/] = [々 
中从6。到一6。的一条道路. 

第三步.最后证明同态 I 是非平凡的，所以 A 不是零伦的. 

同态 L 是单射，因为它是一个无限循环群到自身的非平凡同态.同态^也是单射，实际 
上 L 相当于整数群乘2的那个同态.这导致 K 是 单射. 由于 g * 。/。心，同态 
蚁也应当是单射. 

定理 57. 2 不存在保持对径点的连续映射 S 2 — S 1 . 

证设心 义 一 S 1 是一个保持对径点的连续映射.将 S 1 看成是 S 2 的赤道，则将 g 限制到 
s f 上便是一个从 S 1 到自身的保持对径点的连续映射&根据 

前一定理，/ I 不是零伦的.然而 S 2 的上半球面£:同胚于球 
B\ 


，而 g 却是/ * 在£:上的连续扩张！参见图 57.1. 

定理 57. 3[ S 2 的 Borsuk-Ulam 定理]设/: S 2 — R 2 是一 

个连续映射，则 S 2 中必有一个点 J ： 使得 /( x )=/( — X). 

证设对于所有 *3：6 S 2 ， 有 /( X )#/( — X )，则 




图 57. 1 




fix) ~ f{~x) 


II /( 工） 一 /( —川 I 

+ S 1 使得对于所有 x ， g ( — x ) = — g (, x ), 

在 R 2 中给定两个有界的多边形区域，则在 R 2 中有一条直线平分这 



定义了一个连续映射 S 2 

定理 57. 4[平分定理] 

两个区域中的每一个. 

证在 R 3 中的平面 R 2 X 1 上取两个有界的多边形区域 A , 和 A 2 , 然后证明在这个平面上有 
一条直线平分这两个区域中的每一个. 
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给定 S 2 的一个点心考虑 R 3 中过原点以 w 为单位法向量的平面这个平面将 R 3 分成两 
个半空间.令 /|(? ^等于在被 P 分成的两个半空间中与法向量〃同侧的那部分的面积. 

如果 w 为单位向量 fc ， 则 /, U ) = A , 的面积.如果则 / f U ) = 0. 否则，平面 P 
与平面 R 2 X 1 相交于一条直线 L ， 这条直线将 R 2 X 1 分成两个半平面， / t U ) 便是 A ,. 在这条直 
线某一侧的那部分的面积.参见图 57. 2. 

将 t / 换成一〃时，我们得到的是同一个平面 P ， 但两 
个半空间互换了，所以/,(一 W 便是 A , 在被 P 分成的两 
个半空间中与法向量 u 异侧的那部分的面积.因此 

/, ( u )+ /, (-«) = A ,. 的面积. 

我们来定义映射 F : S 2 — R 2 , 使得 F ( w ) = (/,( w )， 

/ 2 («)). Borsuk - Ulam 定理保证了 S 2 中有一个点 w 使得 
F ( u )= F (- u ). 因此对于 i = l ， 2， f ,( u )=/ t (- u) f 

/, U ) 二 面积.证毕. ■ 



我们已经对有界的多边形区域证明了平分定理.在证明中我们要用到的对 Ai 和义 2 的要求 
无非是面积可加性.因此这个定理对于分析中通常所谓 “ Jordan - 可测”的集合 Ai 和 A 2 成立. 

这些定理都可以推广到高维情形，然而证明却不会那么直观了.平分定理的高维版本告诉 
我们： 对于给定的 R 1 中的〃个 Jordan - 可测集合，存在 n — 1维平面平分所有这些集合.当 n = 3 
时，这个结论有一个有趣的名字，叫做“火腿三明治定理”.如果考虑由两片面包和一片火腿组 
成的一个火腿三明治，那么这个平分定理告诉我们能够一刀把每片都切成两半. 

习题 


1. 证明以下“气象定 理”： 在任何给定的时刻，地球表面上总有一对对径点，两处的温度和气 
压分别相同. 

2. 证明： 如果 p S 2 — S 2 是连续映射，并且对于所有 * r ， 则 g 是一个满射. 
[提 示： 如果 pes 2 ， 则 S 2 —{>} 同胚于 R 2 .] 

3. 设 h : 是一个保持对径点的连续映射， hib 0 )^ b 0 . 证明 / u 将 ttJS 1 ， 心）的某生成元 

映射成它自己的奇 数倍. [提 示： 证明对于定理 57.1 中构造的映射々， K 便是如此 .] 

4 . 假定以下 结论： 对于每一个〃，不存在任何保持对径点的零伦的连续映射 A : — .(这 

个结论要用更高级的代数拓扑工具来证明， ） 证明： 

( a ) 没有收缩 r : B n + l ^ S \ 

( b ) 没有保持对径点的连续映射 S n + l — S n . 

( cKBorsuk - Ulam 定理）给定连续映射/: S n +1 — R ” +1 ， 则在义 + 1 中有一点： r 使得 / U ) = 
/( — x). 

( d ) 如果 A 1 ，…， A „ +1 是 R n +1 中有界的可测集，则在 R w + 1 中有一个 n 维平面平分这些集合中 
的每一个. 
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58形变收缩核和伦型 


我们已经知道，了解空间 X 的基本群的一个办法便是研究空间 X 的覆叠空间 • 另一个办 
法在这一节中讨论，涉及伦型 概念. 它提供了一种手段，将计算一个空间的基本群的问题化为 
计算另一个较为熟悉的空间的基本群， 


我们从一个引理开始. 

引理 58.1 ith ， k : ( X ， : r 。）—( Y ， ％)是连续映射.如果 / i 和 々是同 伦的，并且在同伦 
的过程中始终保持将 X 的基点 a 映为： y 。， 则奴和奴相等 • 

证证明十分直截了当.根据假定，/ I 与 々之间 有一个同伦 XXI — Y 使得对于所有“ 
H ( x 0> £)= y 。. 这导致如果/是 X 中以 x 。 为基点的回路，则复合 


7X7^ 


XX I 




便是 /1 。 f 与 k 。/之间的一个同伦，并且这是一个道路同伦，因为/是心处的一条回路，而 
H 将: r Q XJ 映为 y 。. ■ 

应用这个引理，可以推广前面关于空间 R 2 —0 的一个结果，证明内 射）： S 1 — R 2 — 0 诱导 
的同态不仅是单射，而且还是满射. 一 般情形如下. 

定理 58. 2 内射 S "— R n + 1 — 0诱导出基本群之间的同构. 

证设 X = R n +1 -0, 6。= (1，0，…， 0) •设 r : X — S n 为映射 Kx ) = : c / II x II ，则 r 。 j 
是 S " 的恒等映射，所以^ 。八是 6。）的恒等同态. 

考虑复合它将 X 映到 自身： 

♦ 

X 」 ^S n 」 ~^X. 

这个映射不是 X 的恒等映射但同伦于恒等映射.事实上，直线同伦 xx /^ x , 

= (1 — i)x + £x/||^：|| » 

便是 X 的恒等映射与映射 j 。厂之间的同伦.这是因为，由于 （1 一 0 + £/||了||是一个介于1与 


1/11 x 11 之间的数，所以 H ( x ， 0永不为 0. 注意，在同伦 
的过程中，由于 || 6。||=1，点6。保持不动.根据前一引 
理，同态 (j 。 r ) * 。~是71：1(叉， 6。） 的恒等同态. ■ 

前面的证明为什么可行？概言之，因为有一个自然 
的方法将1^ + 1 — 0的恒等映射形变为将 R ” +1 — 0收缩到 
S ” 上的一个映射.这个形变 H 将从原点出发的每一条 
射线收缩到这条射线与 S ” 的交点，并且在形变的过程中 
保持 S ” 上的点不动. 

图 58.1 说明，当时，形变 H 如何引出 1 R 2 — 0 

中的回路/与 S 1 中的回路兒=// li / li 之间的道路同伦 
H ( f ( s ), t ). 

这些评注促使我们归纳出一种更为一般的情形，以 
求在这种情形下同样的论证过程能够通行无阻. 



图 58. 1 
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定义设 A 是 X 的子 空间. 称 A 是 X 的一个形变收缩核 （deformation retract ) ，如果 X 
的恒等映射与一个将 X 中的所有点映到 A 中的映射同伦，并且在同伦的过程中保持 A 中的每 
一个点 不动. 即存在一个连续映射 XX /— X 使得对于所有 有 HU ， 0)=工和 
H ( x , 1)6 A , 并且对于所有有 HU ， t)=a. 同伦 H 称为从 X 到 A 上的一个形变收 
缩 （deformation retraction ). 这时，映射 r : X — A 是从 X 到 A 的收缩，其定义为 r ( x ) = 
H ( x , 1), 并且 H AX 的恒等映射到映射 j 。 r 的同伦，其中 A — X 是内射. 

前一定理的证明立即可推广以便证明以下定理. 

定理 58. 3 设 A 是 X 的一个形变收缩核，6 A ， 则内射 

j : (Ajx 0 ) - ► (X 9 j: 0 ) 

诱导基本群之间的同构. 

例1设 B 为 R 3 中的2轴.考虑空间 R 3 - B . 它以穿孔平面 （ R 2 —0) X 0 为形变收缩 
核.映射 H 便是一个形变收缩，定义为 

H(x 9 y,z 9 t) = (x,y 9 (l — t)z). 

这个形变收缩将每一条平行于 z 轴的直线收缩到这条直线与平面的 交点. 因此我们 得到: 
空间 R 3 — B 有一个无限循环的基本群. ■ 

例2 考虑穿双孔平面 （doubly punctured plane ) R 2 ~ p~q. 我们断言8字形空间是它的一 

个形变收 缩核. 与其把形变收缩的方程写出来，还不如用草图描述形变收缩的过程，形变的三 
个步骤反映在图 58. 2中. 





图 58. 2 ■ 

例3 R 2 - p ~ q 的另外一个形变收缩核便是所谓空间” 

6= S l [j (0 X [-1,1]). 

我们将说明该形变收缩过程的任务留给 读者. 由此可以得出 结论： 8字形空间与0空间有同构 
的基本群，尽管它们中的任何一个都不是另外一个的形变收缩核. 

我们现在还不了解任何关于8字形空间的基本群的知识，稍后将会对此进行讨论. ■ 

8字形空间和空间的例子提示我们，可能有一种比指出两个空间中一个是另一个的形变 
收缩核更一般的办法来说明两个空间具有同构的基 本群. 现在就来陈述这样一个新概念. 
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定义 设 f : X^Y ^ g : Y — X 是两个连续映射.又设映射 g 。/: X — X 同伦于 X 的恒 
等映射，映射/。 Y ^ Y 同伦于 V " 的恒等映射，则映射/和 g 都称为 同伦等价 （homotopy 
equivalence ) ， 其中的每一个都称为另一个的 同伦逆 （homotopy inverse ). 

容易直接证明：如果/: 是一个 x 和 y 之间的同伦等价， / i : y — z 是一个 y 和 z 之间的 

同伦等价，则 a 。/: x - z 便是一个 x 和 z 之间的同伦等价.由此可见，同伦等价关系是一个等价 
关系.如果两个空间是同伦等价的，则称这两个空间具有相同的伦型 (homotopy type ). 

如果 A 是 X 的一个形变收缩核，那么 A 与 X 便具有相同的伦型.因为若令夂 A — X 为 
内射， r : X — A 为收缩，则复合 r ■。彡 便等于 A 的恒等映射，而根据假设复合 7 _。 r ■便同伦于 Y 
的恒等映射(并且在同伦的过程中 A 的每一个点都保持不动）. 

现在来证明具有相同伦型的两个空间具有同构的基本群.为此，必须研究两个从 X 到 Y 
的连续映射在同伦的过程中并不保持基点不动时，会发生什么情况. 

引理 58.4 设 h ， k : 是连续映射， hUo )= yo 9 kU 0 ) = y ^ 如果 /i 和々是同伦的， 

则在 Y 中有一条从 w 到 A 的道路 a 使得 I 。/ u . 事实上，如果 XXI^Y Ah 和是之 

间的同伦，则 a 可以取为道路 a ( r ) = H (： r 0 ，0. 

〜(义， 太 0 ) — 



证设/: I — X 是 X 中以: T 。 为基点的一条 回路. 我们要证明 

k , ([/]) =«(/!.([/])). 

也就是说要证明[々。 /] = [&]* [>。/]*[«]，或者等价地，证明 

[ a ] * [是。 /] = [厶 。 /] * [ a ]. 

我们来验证最后这个式子. 

作为开始，考虑 XXJ 中的回路/。和 A ， 它们的定义是 

fo ( s ) = ( f ( s ) ,0) 和 /i ( 5 ) = ( f ( s ) ,1). 

还要考虑 XX J 中的道路 c ， 其定义为 

c(t) — (x 0 ， Z). 

这时有 H 。/。=/1。/和 H 。^=6 。/，其中付。（取为道路参见图 58.3. 



1X1 XXI Y 

图 58. 3 
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设 F : xxr 为映射 F ( s ， 0 = (/( 5 ), r ). 考虑 IX J 中沿着四条边跑的 道路： 

/3 o (^) = ( 5 , 0 ) 和 ( s ) = ( s ， l )， 
y 0 (O = (0, r ) 和 7 i (^) = ( l ， t ) ， 

这时有 F 。 /3 o = f 0 和 F 。 戽 =/ i , 同时 F 。 y 0 = _ F 。乃 =<：• 

折线道路戽和 y 。* 历是 JXf 中从 （0, 0) 到（1， 1) 的 道路. 由于是凸的，两者 
之间有一个道路同伦 G . 于是是 XXZ 中和 c *， 之间的一个道路 同伦. 并且 
H 。 （厂。0)是7中 

( ff 。/ 0 〉 * ( H 。(: ） = (/ i 。 /) * a 
和 

(Jhf 。 C) X (fi o /i) = a 并（务 。 /) 

之间的一个道路同伦.证毕. ■ 

推论 58.5 设 h ， k : 是两个同伦的连续映射， h ( x 0 )= y 0 , k ( x 0 )= y ,. 如果 L 是 

单射、满射或者平凡的映射，则 h 也相应地是单射、满射或者平凡的映射. 

推论 58. 6 设 /i: X—Y. 如果/ I 是零伦的，则 L 是平凡的同态. 

证 常值映射诱导平凡的同态. ■ 

定理 58.7 设/: 是连续的， /( xo )-^ o . 如果/是同伦等价，则 

f * ：^i ( X 9 X Q ) - ► TT ] ( Yj ^ o ) 

是同构. 


证设是/的同伦逆，考虑映射 

f g f 

(X,x 0 ) — ^ (Y ，3 ^o) {X,X 1 )— L * (Y ，％)， 

其中 A = g (>)， 我们有相应的诱导同态 


7ti(X y Xo) 


(、) 


ni ( Y y y 0 ) 


7l\(X,X\) 



ni ( Y , yi ) 


(这里，必须区别/相对于不同的基点的两个诱导同态. ） 根据假定， 

g 。 f:(X ，： C 0 ) —- (X,X!> 

同伦于恒等映射，所以 X 中存在道路《使得 

( g 。 f ) * = 3:。（。）* = a . 

这蕴涵着 （ g 。 /) * = g * ° ( fx 0 ) * 是同构 • 

类似地，由于/。茗同伦于恒等映射 i y ， 同态(/。 g )* 。心也是 同构. 

前者蕴涵着 t 是满射，后者蕴涵着心是 单射. 因此心是同构.再应用一次第一个等式，可见 

(/、 ）* = ( g * ) _1 。&， 

所以（/%).也是一个 同构. 

要注意的是，尽管 g 是/的同伦逆，但同态不是同态 （ J %). 的逆. ■ 

同伦等价关系明显要比形变收缩的概念更为一般.0空间和8字形空间都是穿双孔平面的 
形变收缩核，因此它们都同伦等价于穿双孔平面，所以它们也是相互同伦等价的.然而其中任 
何一个都不同胚于另一个的形变收缩核，事实上每一个都不能嵌入到另一个之中. 
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令人吃惊的是，这两个空间发生的状况是典型的 . Martin Fuchs 证明了这样一个定 理：两 
个空间 X 和 Y 同伦等价当且仅当它们分别同胚于同一个空间 Z 的两个形变收缩核.尽管使用 
的是初等的工具，但其证明是困难的 [ F ]. 

习题 

1. 证明： 如果 A 是 X 的形变收缩核， B 是 A 的形变收缩核，则 B 是 X 的形变收缩核. 

2 . 下列空间中的每一个的基本群或者是平凡的，或者是无限循环群，或者同构于8字形空间 
的基本群.试对于每一个空间确定何者成立. 

( a ) “实心环” ^ XS 1 . 

( b ) 环面 T 挖去一点. ’ 

( c ) 圆柱面 S 1 XJ . 

( d ) 无限的圆柱面 ^ XR . 

( e ) R 3 去掉非负的工， ： y ， z 轴. 

以下是 R 2 的 子集： 

( f ) {x | || j : || >1 } 

( g ) {x I II X II >1 } 

( h ) {x I || x || <1 } 

( i ) S 1 U ( R + XO ) 

( j ) S 1 U ( R + XR ) 

( k ) S 1 U(R XO ) 

(l) R 2 — （ R + XO ) 

3. 证明： 对于给定的空间族 e ， 同伦等价关系是这个族 e 上的等价关系. 

4. 令 x 为8字形空间， Y 为0 空间. 描述两个互为同伦逆的映射/: 和 g: y — x . 

5- 复习一个定义：空间 X 称为 可缩的 （ contractible )， 如果 X 到自身的恒等映射是零伦的.证 
明： X 是可缩的当且仅当 X 具有一点的伦型. 

6 . 证明： 可缩空间的收缩核是可缩的. 

7•设 A 是 X 的子空间，） ： A — X 是 内射. 又设/: 是一个连续 映射. 假定映射 y 。/ 与 

X 的恒等映射之间有一个同伦 XXJ — X . 

( a > 证明： 如果/是一个收缩， 则八是 同构. 

( b ) 证明： 如果 H 将 AXJ 映到 A 中，则八是同构. 

( c ) 给出一个使得 j . 不是同构的例子. 

4 8 . 找一个空间 X 和 X 的一个点 x 。 使得内射 U 。}— X 是一个同伦等价，但 U Q } 不是 X 的形变 
收缩核.[提 示： 取 X 为 R 2 的子空间，它是所有线段 （ l / n)X J («€ Z + )、 线段 0 X 1 以及线 
段 JX 0 的并. 令 x 。 为点（0， 1). 如果 U 。} 是 X 的形变收缩核， 证明： 对于: r 。 的任意邻域 
u , U 中包含： T 。 的道路连通分支将包含: T 。 的一个邻域 .] 

9- 定义连续映射 L S 1 — S 1 的度 （ degree ) 如下： 

记 S 1 中的点（1， 0) 为6。，选取无限循环群; rJS 1 ， 6 。）的一个生成元如果 x 。 是 S 1 的一 
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个点，选取 S 1 中的一条从6。到 x 。 的道路 a ， 并且定义 y (:这时， yU 。） 生成群 
tt ^ S 1 ， x 0 ). 元素 y ( x 。） 不依赖道路《的选取，因为 S 1 的基本群是一个交换群. 

现在，对于给定的幻 S 1 — S 1 , 选取 aES 1 ， 令々(2。）=:^考虑同态 

：7 Ti ( S 1 , X 0 ) - ► 7 T ] ( S 1 , J：i ). 

由于两个群都是无限循环群，我们有 

h* (y(x 0 )) = d • y(xi ) ( * ) 

对于某一个整数^成立.（群的运算写成加法 .） 整数 d 称为 A 的度，记为 deg / i . 
h 的度并不依赖生成元 y 的选取，选取不同的生成元只会改变等式 （* ) 两边的符号， 

( a ) 证明 d 不依赖于： r 。 的选取. • 

( b ) 证明： 如果 / i ， 々： Si — S 1 是同伦的，则它们具有相同的度. 

( c ) 证明 deg (/ i 。= ( deg / i ) • ( deg 是）. 

( d ) 计算常值映射、恒等映射、反射 〆 〜， x 2 ) = ( x 1? — x 2 ) 和映射的度，其中 
z 是一个复数. 

*( c ) 证明： 如果 A ， 々： S 1 — S 1 具有相同的度，则它们是同伦的. 

10. 假设对于每一个映射 / i : S ”— S ” 我们指定了一个整数 deg / i ， 称之为/ I 的度，满足 条件： 

(0 同伦的映射具有相同的度. 

( ii ) deg ( Zi 。 k ) = ( deg / i ) • ( deg ^). 

( iii ) 恒等映射的度为 1， 常值映射的度为 0， 反射 〆 A ，…， x n + ： ) = (xi f •••, x n9 
—A + i ) 的度为 一1. 

[可以用代数拓扑的工具构造这个函数.直观地说，度 degA 表示 / i 将 S n 围绕自身卷了几 
重.度的正负告诉我们/ I 是否保持定向 .] 证明： 

U ) 不存在收缩 r : B " + 1 — S ". 

( b ) 如果; i : S n — S ” 的度异于（一 l) n + 1 ， 则/^有一个不 动点. [提示：证明如果 A 没有不动 
点，则 A 同伦于对径映射 a ( x ) = —: r .] 

( c ) 如果 A : 的度异于1，则 / i 将某点 I 映为它的对径点 一 x . 

( d ) 如果 S ” 有一个非平凡的切向量场 X ；，则77是 奇数. [提 示： 如果 t ； 存在，证明恒等映射 
同伦于对径映射 .] 

59 S ” 的基本群 

现在，我们回到本章开头提到的问题，即指出球面、环面、双环面从拓扑看来彼此不同的 
问题. 先来研究球面，证明时 S ” 是单连通的.我们需要以下重要的结论. 

定理 59.1 设 X ^ UUV ， 其中 U 和 V 是 X 中的 开集. 设 UflV 是道路连通的， x 0 6 l / nv . 
令 i 和 j 分别表示 L 7 和 V 到 X 中的内射.则诱导同态 

：Ki (l/»X 0 ) 7Ti ( X , x 0 ) 和 j ^ (V ,X 0 ) -► ^ri (X ,J0 o ) 

的像生成 TnCS ：， Xo ). 

证 这个定理是说， X 中以 々为 基点的任何回路都道路同伦于形如（幻 *( 沿 … * A ))) 
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的乘积，其中每一个&为 X 中以: c D 为基点的回路，它的像都在 U 或者 V 中. 

第一步.我们指出，单位区间有一个分拆％<〜< ‘使得 对于每 一个“ /(^)6!7 nV 并 
且 /([ a ,-!，〜]) 或者包含于?7或者包含于 V . 

现在选取[0， 1] 的一个分拆心，…，匕使得对于每一个 f ， /([^_ 1? 匕])或者包含于1/或 
者包含于 V . (用 Lebesgue 数引理 .） 如果对于每一个 i ， f < ib t ) eUf ] V , 我们就完成了证明. 
如若不然，设是一个使得 /(&,) 芒 UDV 的指标，这时，/([6^ 1? 6,]>和/([>,，6, +1 ])中的每 
一个都应当包含在 U 或者 V 中.如果 /(&)6 U ， 那么两者都应当包含在 U 中.如果 /(£06 V ， 
那么两者都应当包含在 V 中.无论是哪种情形，我们都可以删掉6,，并且得到一个新的分拆 
c 。， …， C m _! ,仍然满足 条件： 对于每一个〗， /([ c,--i , c ,] 或者包含于 L / ■或者包含于 V \ 

有限次重复这个过程，便可得到所需要的分拆. 

第 二步. 现在来证明定理.对于给定的/，设如，…， I 为满足第一步中要求的分拆.定 
义 ，为 X 中的道路，它等于从[0, 1] 到 [ A-h a ,] 的正线性映射与/的复合.这时，/,是一 
条道路，它的像或者在 U 中或者在 V 中，并且根据定理51.3， 

[/] = [/!]* LA]* 

对于每一个£，在 C / flV 中选取一条从: C 。 到 /(«,.) 的道路〜（这里，用到 L / flV 的道路连通 
性 •） 由于 / Oa Q )=/ U „)=: r 。， 我们将 a 。 和 t 取为: r 。 处的常值道路.参见图 59. 1. 



对于每一个 f ， 令 


gi = (a,-i */,) * ai, 

则&是 X 中以: r 。 为基点的一条回路，它的像包含于 U 或者 V . 直接计算表明 

[ 茗 1] * [ 莒 2] * … * [g n ] = [/i] * [/ 2 ] * … * [/„]. 


■ 

上面的定理是拓扑学中一个有名的定理的特殊情形，这个定理叫做 Seifert-van Kampen 定 
理. Seifert-van Kampen 定理对于当 L/flV 道路连通时用 17 和 V 的基本群来表达 X =t/U V 的 
基本群方面给出了很一般的结论，第11章中我们再来研究. 

推论 59.2 设 X = [/ UV ， 其中 1/ 和 V 是 X 中的开集， L；nV 非空并且是道路连通的•如 
果 U 和 V 都是单连通的，则 X 也是单连通的. 


定理 59.3 当/1>2时， n 维球面 S n 是单连通的. 
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证令…，0 , i ) eR ” +1 和 9 =(0,…，0， 一1) 分别表示 S n 的“北极”和“南极” • 

第一步.证明当 n > l 时，穿孔球面3”一户同胚于 R ' 

定义/: ( S n —/>)— R 1 为 

fix ) — fix X ) =-—— - (Xi ,*** 

丄—工 ”+1 

映射 p 叫做球极投射 (stereographic projection ). ( R n + 1 中通过北极 p 和 S ' — p 上的点 * r 的直线与 n 
维平面 R ^ XOCR ^ 1 交于点 /( dXO .) 为了验证/是一个同胚，定义映射 g : R n —($— /0使得 

g ^ y ) = g (: yi ，…，; y n ) 二 （ K ： y ) • : yW (； y ) • : y n ，l — K 》）） ， 

其中 K ^)=2/( l +||^ ll 2 ). 我们只要验证 g 既是 / 的左逆也是 / 的右逆就可以了. 

反射 ( A ，…， x n + i )^( x l , x n , — 1„ +1 )是 S°—f 到 S °— 的一个同胚，所以 也 

同胚于 R n . 

第二步.现在来证明定理.设 U = S " — p 和它们都是 S n 中的开集， 

首先注意，当时，球面 S " 是道路连通的.这是因为 U 和 V 都是道路连通的（它们都 
同胚于 R n ), 并且有一个公共点 （1, 0,…， 0). 

现在 证明： 当时，球面 S " 是单连通的.空间17和 V 都是单连通的，因为它们同胚 
于 R 1 . (7 和 V 的交等于 S ”一 在球极投射下同胚于 3^—0. 这个空间是道路连通的，因为 
R ” 一 0 中的每一个点都可以用直线连接到 S ”- 1 的一个点，而当„>2时， S ^ 1 是道路连通的. 
于是应用前面的推论便可完成定理的证明. ■ 

习题 

1•设 X 是 S 2 的两个交于一点的副本之并. X 的基本群是什么？证明你的结论.[小心！交于 
一点的两个单连通空间之并可以不是单连通的.参见 [ S ]， p . 59.] 

2 . 对以下 S 2 的单连通性的“证明”加以 批评： 设/是 S 2 中以为基点的回路.在 S 2 中选取一 
个不在/的像中的点 />• 由于 S 2 — 同胚于 R 2 , 而 R 2 是单连通的，所以回路/道路同伦于 
常值道路. 

3. ( a ) 证明当 《>1 时， R 1 与 R 1 不同胚. 

( b ) 证明当 n >2 时， R 2 与 R 1 不 同胚. 

事实上，当 n 关 m 时，，和於不同胚，但其证明要用到更多代数拓扑的工具. 

4. 同定理59_1的假设. 

U ) 如果允是平凡的同态，或者 L 和八都是平凡的同态，你能对 X 的基本群给出什么 
结论？ 

( b ) 给出一个例子，使得 i •和都是平凡的，但 U 和 V 的基本群都不是平凡的. 

60某些曲面的基本群 

重新提一下，曲面是具有可数基的 Hausdorff 空间，它的每一点有一个邻域同胚于彭中某 
一个开子集 • 许多数学分支中都研究曲面，例如几何、拓扑、复分析等.我们在这里只考虑几 
个曲面，包括环面、双环面等，并通过比较它们的基本群来证明它们互不同胚.在下一章中， 
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我们将对所有紧致曲面进行分类. 

首先，考虑环面.在前面的习题中，曾经要求过读者通过覆叠空间的理论来计算它的基本 
群.现在，我们将用关于积空间基本群的定理来计算它的基 本群. 

回顾一下，如果 A 和 B 是以“ •”为运算的群，则用下式定义笛卡儿积 AXB 中的运算， 

使得它成为一 个群： 

(a X 6) • {a X b f ) = (a • a) X (A • 6’）. 

此外，如果 C ^ A 和 A : 是群的同态，则映 射少： C ^ AXB 也是群的同态，其定义为 

0(c )= 办 Cc)X 々（ c). 

定理 60. 1 7 T 1 ( XXY , : C 0 Xjo ) 同构于 TTl ( X ， Xo ) ( Y , y 0 ), 

证 设 k XXY—X 和 g : XXY—Y 为投射.如果使用定理陈述中的基点，我们有诱导 


同态 




p * : tti ( X X Y ， : c 0 X ： y 0 )— 

― ► TTi ( X ，： Co ) ， 

定义同态 

q* ：7 Ti (X X y ^ x 0 X ： y 0 )— 

― Ki (Y ，: y 。 ）_ 

使得 

(XXY 9 Xq X y 0 ^> - ► tti (X,x 0 ) X tci (Y ，: y 0 ) 


^([/]) = P* ([/]) x q, ([/]) =[ 户 。 /] X [<? 。 /]• 
以下证明少是一个同构. 


少 是一个满射. 设 X 是以为基点的一条回路， A : 是以％为基点的一条回 

路.我们来证明元素 [g]x[/o 在中的像中.定义/: XXY 使得 

/( s ) = g ( s ) X his ). 

则/是 xxy 中以:为基点的一条回路，并且 

少 ([/]) = [P 。 /] x [g 。 /] =[发] X [/ I ]， 

这正是我们要证明的. 

少的 核是蜕 化的. 设/: I — xxy 是 XXY 中以工。为基点的一条回路，使得少 ([/]) = 
[/^/]x[g。/] 是单位元.这意味着户。 / 上,％ 和 9 。 / 二 :〆 & . 设 G 和 H 分别是它们的道路 
同伦. 这时，映射 F : IXr — XXY 便是/与以: raXy 。 为基点的常值映射之间的道路同伦，定 
义为 


F ( s , t ) = G ( s , t ) X ■ 

推论 60. 2 环面了的基本群同构于群 Z XZ . 

现在来定义一个叫做射影平面的曲面并且计算它的基本群. 

定义射彩平面 （projective plane ) P 2 是 S 2 中 等同每一个点与它的对径点 一 j : 而得到的 
商空间. 

射影平面不是一个读者所熟悉的空间，不能嵌入到 R 3 中，也难于直观.然而它是射影几何 
所研究的基本对象，就像欧氏空间 R 2 对于通常的欧氏几何一样.拓扑学家的兴趣所在是将它作 
为曲面的例子. 
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定理 60.3 射影平面 P 2 是紧致曲面，并且商映射力： S 2 — P 2 是覆叠映射 ■ 

证 先指出 P 是开映射.设 U 是 S 2 的一个开集.对径映射 a : S 2 — S 2 , 是一个同胚其定 
义为 〆 : r ) = 一: r . 因此 a ( L 7) 是 S 2 中的一个开集.由于集合 

’ p-HpiU)) =U U a(l/) 

也是 S 2 中的开集，因此根据定义 〆 U ) 是 P 2 中的开集.类似的证明指出 p 也是闭映射. 

下面证明户是覆叠 映射. 给定 P 2 中的点 >，选取:一 Wy ). 对于某 e < l ， 选取: c 在 S 2 
中的一个 £ -邻域(使用 R 3 中的欧氏度量^). 1/不会包含 S 2 的任何一对对径点 U ， a ( z )}, 这是 
因为 dU ， a ( z )) = 2 , 从而映射 

P:U — 

是 一一 的.由于它是连续的开映射，所以它是一个同胚.类似地， 

p ： a ( U ) — - p ( a ( U )) = p ( U ) 

也是一个同胚.于是集合便是无交的开集17和 aOJ ) 之并，其中每一个都被同胚 
地映射到 〆 U ). 因此/>07)是 p ( x )= y mp 均衡地覆盖着的邻域. 

由于 S 2 有可数基 { L 7„}， 所以空间 P 2 有可数基 {/>( U n )}. 

P 2 是一个 Hausdorff 空间是因为 S 2 是正规空间并且 p 是闭映射.（见第31节中的习题 6). 
我们还可以给出一个另外的直接证明 如下：设％ 和力是 P 2 中的两个点.集合 々 _1 ( M)U 

由四个点组成.设 2 e 为这四个点中每两个点的距离的最小者.令中的 

某一个点的 e - 邻域， U 2 为^^力）中的某一个点的 e - 邻域，则 

U , U a ( U 0 和 U 2 U a ( U 2 ) 

是无交的.这蕴涵着 MR ) 和 〆 u 2 ) 分别是％ 和力在 P 2 中的无交邻域. 

由于 S 2 是一个曲面并且 P 2 的每一个点有一个邻域同胚于 S 2 中的某一个开子集，所以空 
间 P 2 也是一个曲面. ■ 

推论 60. 4 Tt ^ P ^ y ) 是一个2阶群. 

证 投射 S 2 — P 2 是一个覆叠映射.由于 S 2 是单连通的，应用定理 54.4 可见，在 
〜（/^，…与集合户—^^^之间有一个 一一 对应.由于后者是一个二元素集，所以〜（户， 30 是 
2 阶群. 

任何2阶群都同胚于整数模2群 Z /2. ■ 

对于任意 n6Z +， 可以类似地将 F 1 定义为在 S ” 中等同每一个点: r 与它的对径点一 x 而得 
到的商空间，并称之为 n 维射影空间.定理 60. 3的证明不用作任何改变便可以用于证明投射 
p ： S n ^ P n 是覆叠映射.然后，由于当《>2 时 S ” 是单连通的，进而指出当时， 
tvAP \ y ) 是由两个元素组成的群.请你自己考虑，当 n = l 时会发生怎样的情况. 

我们现在来研究双环面，从有关8字形的一个引理开始. 

引理 60. 5 8字形的基本群不是交换群. 

证 设 X 为 R 2 中两个相交于一点^的圆周 A 与 B 的并.我们来描述 X 的一个覆叠 空间& 
空间 £ SR 2 的子空间，由以下几部分 组成： ： r 轴， y 轴，在 x 轴的每一个非零整点上与 : r 
轴相切的一个小圆周，以及在^轴的每一个非零整点上与^轴相切的一个小圆周. 
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投射 £：> X 是这样一个 映射： 将: r 轴绕圆周 A 转，将^轴绕另外一个圆周 B 转，把它 
们的整点映射到基点: r 。， 同时将与 z 轴相切的小圆周同胚地映射到 B 上，将与^轴相切的小 
圆周同胚地映射到 A 上，即把小圆周与: r 轴或^轴的切点映到: r Q 点.请读者自己体会，这样 
的映射/>的确是一个覆叠映射. 

假如我们想做，当然可以用公式把一切都说清楚，但不如这样描述易于掌握. 

现在令 E 为道路 /( s )= sXO , 它沿着: T 轴从原点走到点 1 X 0. 又令 f : 卜 E 为道 
路 fG )= OXs ， 它沿着 y 轴从原点走到点 0 X 1. 令 f=fi 。 fm g=p 。 g ， 则 / 和 g 分别是8 
字形空间中以 X 。为基点、围绕圆周 A 和 B 绕圈的回路.参见图 60. 1. 



我们断言，和 g */ 不是道路同伦的，从而得到8字形的基本群不是交换群的结论. 

为了证明这个论断，我们将这两条道路提升为£:中从原点开始的道路.道路的提升 
是这样一条 道路： 它先沿着 x 轴从原点到1 X 0,然后绕着在点 1 X 0 与: c 轴相切的小圆周转一 
圈.另一方面，道路 &*/ 的提升是这样一条 道路： 它先沿着^轴从原点到0 X 1，然后绕着在 
点 0 X 1 与 y 轴相切的小圆周转一圈.由于这两条道路不在同一点终结，所以和 g */ 不 
是道路同伦的. ■ 

稍后我们将要证明，8字形空间的基本群在代数学中叫做“由两个生成元生成的自由 群”. 

定理 60.6 双环面的基本群不是交换群. 

证双环面： r #: r 是这样做成的 曲面： 取两个环面的副本，在每一个上面挖出一个小洞， 
然后把剩下的部分沿着小洞的边缘黏合起来.我们 断言： 8字形空间 x 是: t # t 的一个收缩 
核.这个结论蕴涵着内射 X — 了#了诱导出单同态 J * ，因此^(了#7% X 。）不是交换群. 

当然能够通过公式来写出收缩 r : : X ，然而通过图形（参见图60, 2) 来说明要简单一 
些. 设 Y 是有一个公共点的两个环面 的并. 首先，我们用一个映射将了# 了映到 Y 上： 把虚 
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线画的圆周捏成一点，而在其他地方保持一对一.这个映射确定 了从: 中的8字形到 Y 中 
的8字形的一个同胚仏然后，我们把 Y 收缩到其中的8字形上，方法是把每一个横断面上的 
圆周映射到这个圆周与8字形的交点.接着再把 Y 中的8字形通过映射 / T 1 返回到： T # 了中的 
那个8字形上. 



图 60. 2 ■ 

推论 60.7 2 -维球面、环面、射影平面和双环面从拓扑上看都是不同的①. 

习题 

1. 计算“实心环” S 3 XB 2 和积空间 S 1 XS 2 的基本群. 

2 . 设 X 是 B 2 中等同 S 1 中的每一个点: r 和它的对径点一 x 得到的商空间.证明 X 同胚于射影 
平面 P 2 . 

3. 设是引理 60.5 的证明中构造的映射， £：' 是£中由: r 轴和 y 轴的并构成的子空间. 
证明 P I E ' 不是覆叠映射. 

4- 空间 P 1 和覆叠映射 S 1 — P 1 前面都定义过，它们是什么？ 

5. 考虑图 60.3 中所示的覆叠映射.其中，/?将义 1 绕着 A 转两圈，将私绕着 B 转两圈，同时 
/>分别将 A 。 和同胚地映到 A 和 B 上.用这个覆叠空间来证明8字形空间的基本群不是 
交换群. 



图 60. 3 


①也就是说，它们互不同胚.——译者注 


第 10 章平面分割定理 

关于平面拓扑学，有几个较为困难的问题，它们在分析的研究中是很自然就产生的.这些 
问题的答案看上去很直观，但要给出证明却非常困难.这些问题包括 Jordan 曲线定理、 
Brouwer 区域不变性定理，以及简单闭曲线的环绕数 （winding number) 是 0 或 ±1 这 一 经典定 
理.本章中，我们运用用覆叠空间和基本群理论来证明这些结论. 

61 Jordan 分割定理 

我们先考虑这些经典的数学定理中的 Jordan 曲线定理.这个定理涉及这样一个在几何上 
看似很直观的结论，即平面上的一条简单闭曲线总会将平面分成两个连通分支， 一 个在“内”， 
一 个在“外”.这个猜测最初由 Camille Jordan 于 1892 年提出，随后便出现了一些不正确的证 
明，其中包括了 Jordan 本人给出的一个证明.正确的证明最终由 Oswald Veblen 于 1905 年给 
出.早期的证明是很复杂的，数年之后才找到了较为简单的证明方法.如果借助于现代代数拓 
扑，尤其是奇异同调论，证明会变得很直接.这里给出的证明是我们所知道的证明中最简单的 
一个，只用到了覆叠空间和基本群理论中的结论. 

我们将 Jordan 曲线定理的证明分为三部分.第一部分称为 Jordan 分割 定理： 用平面上的 
一 条简单闭曲线来分割平面，这时平面至少会被分成两个连通分支.第二部分是说平面上的一 
条弧不能将平面分开.第三部分为严格的 Jordan 曲线 定理： 平面上的一条简单闭曲线 C 将平 
面分为两个连通分支，并且 C 是这两个分支的共同边界 • 本节就来讨论定理证明的第一部分. 

在处理分割定理的过程中，将所涉及的诸集合视为 S 2 的子集较之视为 R 2 的子集会更为方 
便.在证明了关于 S 2 的分割定理之后，关于 R 2 的分割定理便将顺理成章地得到.两个定理中 
所涉及的集合之间的关系将由下述引理给出. 

以前提过，若6是 S 2 的一个点，则存在着一个同胚 A : S 2 — 6— R 2 . 例如，可以先选取 S 2 
上的旋转，将6映射到北极，接着再做球极投影. 

引理 61.1 设 C 是 S 2 的一个紧致子空间， 6 是 S 2 — C 的一个点， /t: S 2 — 是一个同 
胚. 又设1/是 S 2 — C 的一个 分支. 如果17不包含6，那么 / KL 7) 是] R 2 —/ i ( C ) 的一个有界分支. 
如果17包含6，那么 / KL 7— «是 R 2 —/ i ( C ) 的一个无界分支. 

特别地，如果 S 2 — C 有”个分支，那么 R 2 —/ i ( C ) 便有《个分支. 

证 我们先来证明当 U 是 S 2 — C 的一个分支时 L ； 一 6是连通的.当6任17时，这个结论是 
平 凡的. 因此我们假设6617,并且集合 A ， B 构成了 U — 6的一个分割.选取6的一个邻域 W 
使得 W 与集合 C 无交，并且 W 同胚于 R 2 中的一个开球.因为 W 是连通的，所以它包含于 
中.因为6是连通的，所以它或者包含于 A ， 或者包含于 B . 设 W —6 CZA . 由于 W 是6 
的一个与 B 无交的邻域，所以6不是 B 的一个极限点.从而集合 AUW } 与 B 构成了 U 的一个 
分割，与假设矛盾. 

设是 S 2 — C 的所有分支构成的集合. 令 V a = hiU a — b \ 由于 S 2 — C 是局部连通的， 
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所以都是 S 2 中的连通的开子集，并且两两无交.从而 K 都是 R 2 —/1(C) 中的连通的开子 
集，并且两两无交，因此 K 是 R 2 —MC) 的分支. 

现将同胚 L S 2 —6—3 R 2 扩充 为同胚 S 2 - R 2 U {-} ? 其中 R 2 U {-} 是 R 2 的单点紧致 
化，并令 H («= oo . 如果％是 S 2 — C 中包含6的一个分支，那么//(%)是 R 2 U { m } 中包含 

⑺的一个邻域 • 从而 K 是无 界的. 因为它的补 R 2 _K 是紧致的， R 2 —MC) 的所有其他分支 
都是有界的.参见图 61.1. ■ 


b 




引理 61. 2 [零伦引理 （nulhomotopy lemma )] 设 a 和6是 S 2 中的两个点， A 是一个紧致 
空间， 

f ： A-*S 2 -a-b 

是一个连续映射.如果 a 和 6 属于 S 2 —/( A ) 的同一分支，那么/是零伦的. 

证 我们用 R 2 的单点紧致化 R 2 U {^} 代替 S 2 , 并且分别将点 a 和6取作0和 oo . 这时引 
理 化为： 设 A 是一个紧致空间，心 A — R 2 —0 是一个连续映射.若0属于 R 2 — g ( A ) 的无界分 
支，则 g 是零伦的. 

匕述结论易于 证明. 选取球心在原点、半径充分大的球 B ， 使得 B 包含^ '( A ). 设々是 R 2 上 

不属于 B 的一个点，那么0和户都属于 R 2 — g ( A ) 的无界分支. 

因为 R 2 是局部道路连通的，所以开集 R 2 — g ( A ) 也是局部道路连通的.从而 R 2 — g ( A ) 的分 

支和道路分支是相同的.因此我们可以在 R 2 — g ( A ) 中选取一条从0到户的道路 a . 定义同伦 
G ： AX 卜 R 2 —0为 

GCx 9 t) = g(x) —ait ) ； 

这个同伦画在图 61. 2 中. 同伦 G 是映射 g 和映射々间的同伦，其中 々定 义为々 （x) = g (：r) — A 
注意到 GU ， 0^0，因为道路《与尽（义)无交. 

现在定义同伦 AXJ — R 2 —0为 

H(x ， t) = tg(x) — p. 

H 是映射々与某常值映射之间的同伦_注意 H ( x ， 0^0,这是因为 KU ) 在球 B 中，而户却 
并非如此. 
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于是我们证明了 g 是零伦的. 



图 61.2 ■ 

现在我们来证明 Jordan 分割定理.设 X 是连通空间， AC = X . 我们称 A 分割 X(A separates 
X ) ,如果 X — A 不是连通的.我们称 A 将 A " 分割成 /! 个分支 (A separates X into n components ), 

如果 X — A 有 w 个分支. 

一段弧 （ arc ) A 是同胚于单位区间[0, 1] 的一个空间. A 中的两个点 > 和 g 称为4 的端点 
(end point ) ,如果 p ，？ 使得和 A — g 都是连通的. A 中的其他点就称为 A 的内点 

(interior point ). 

简单闭曲线 （simple closed curve ) 是同胚于单位圆周 S 1 的空间. 

定理 61. 3 [Jordan 分割定理 （Jordan separation theorem )] 设 C 是 S 2 中的一条简单闭曲 
线.则 C 分割 S 2 . 

证 因为 S 2 — C 是局部道路连通的，所以它的分支和道路分支都是局部道路连通的.以下 
我们假设 S 2 — C 是道路连通的，再由此推出矛盾. 

将 C 表示为两段弧 Ai 与 A 2 之并，这两段弧仅相交于它们的端点 a 和 6. 用 X 表示空间 
S z - a ~ b , U 表示 X 中的开集 S 2 — A 15 V 表示开集 S 2 — A 2 . 这时 X = l / UV , 并且 

u n v = S 2 - ( A , U A 2 ) = S 2 — C ， 

我们已经假设 UflV 是道路连通的，因此满足定理 59. 1所要求的条件. 

设 x 。 为 unv 的一个点.我们来证明内射 

t ' : ( U ， x 。）—（ X ，* x 。） 和 ji ( V , x Q ) ( X » x 0 ) 

诱导出所涉及基本群的之间的平凡同态.从而根据定理 59.1 可见群 TnCX ， I 。）是平凡的.但 
S 2 ~ a ~ b 同胚于穿孔平面 R 2 —0,因此它的基本群不是平凡的. 

我们来证明“是平凡 同态. 给定一个基点在: r Q 处的回路/: I — U . 为了证明 h ([/]) 是 
平凡的， 令力： S 1 是生成 TrJS 1 ， 6。）的标准 回路. 映射/: I — U 诱导连续映射 / I : S 1 —U 
使得 A 。 P == f . 参见图 61. 3. 

考虑映射 S l ^ S 2 ~ a ~ b . 根据假设，集合与包含点 a 和6的连通 
集八！无交.因此， a 和6属于 S 2 — KMS 1 )) 的同一个分支.根据前述引理，映射是零伦 
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的，再根据引理55.3，。 ； i )* 是基本群的平凡同态.但是 

(/ 。 /i) * ([_/?]) = [f 。 A 。 夕 ]= [f 。 /] = f* ([/]). 

因此， “（[/]) 是平 凡的. 证明完成. 



图 61. 3 ■ 

让我们考察一下前面的证明 • 在证明中究竟用到简单闭曲线 C 的哪些性质呢？事实上，我 
们只需要 C 能够表示成两个闭的连通子集灵：和九的并，其中 Ai 和义 2 交于两点 a 和& 注意 
到这一点我们便可以得到以下分割定理的推广形式，这个广义分割定理以后还要用到. 

定理 61. 4 [广义分割定理 （general separation theorem )] 设 A I 和 A 2 是 S 2 的两个连通的 
闭子集，并且只交于 a 和6两点.则集合 C = A , UA 2 分割 S 2 . 

证 我们首先需要说明的是 C 不等于 S 2 . 在前面的证明中这是显然的.在目前的情形下 
C # S 2 成立是因为 S 2 —a — 6是连通的，但 C — a — 办却不 连通. （集合八一^一6构成了0：—“一6的 
一 个分割 .） 

剩下的证明和前面那个定理的证明完全一样. ■ 


习题 

1. 举例说明环面上的简单闭曲线有时能够分割环面，有时不 
能够分割环面. 

2. 设 A 是 R 2 的子集，由拓扑学家的正弦曲线和从（0， 一1) 

到（0， 一2) 到（1， 一2) 到（1， sinl ) 的折线道路之并组成， 

见图 61.4. 我们称 A 是闭的拓扑学家的正弦曲线 （dosed 
topologist’s sine curve). 证明： 若 C 是 S 2 中的一个同胚 
于闭的拓扑学家的正弦曲线的子空间，则 C 分割 S 2 . 

图 61.4 

* 62 区域不变性① 

拓扑学中的重要定理之一便是这个关于“区域不变性，，的定理，因为它表述了欧氏空间的一 

个内蕴 性质. 这一定理由 L . E . Brouwer 于1912年证得 • 定理结 论为： 设 L / ■是 R ” 中的任 

意开集，/: 是任意连续单射，那么 /( U ) 是中的开集，并且/的逆映射是连续的. 

(数学分析中的反函数定理是在增加了假设映射/是连续可微并且具有非奇异的 Jacobi 矩阵的 



①在这一节中，我们要用 Tietze 扩充定理(第35节）. 
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条件下得到的 .） 我们来证明当 n = 2 时的情况. 

引理 62.1 [同伦扩张引理]设 X 是一个空间， XXI 是正规的， A 是 X 的一个闭子空间， 
/： A — y 是连续映射，其中 Y 是 R 1 的开子空间.若/是零伦的，则/可以扩充为一个连续映 
射 g : X — Y ， 并且 g 也是零 伦的. 

证 设 F : AXJ — Y 是/与某常值映射之间的同伦.这时， F ( a , 0)=/( a ), 并且对任意 
a ， F ( a , V = y D . 对任意 xGX 定义 FOc ， l )=： y 。， 这样就将 F 扩充到空间 X X 1 上.这时 F 

是从 XXJ 的闭子空间 ( AXJ ) U ( XXl ) 到 R ” 的连续映射.由 Tiet ze 扩充定理，这一映射可扩 
充为连续映射 G : XXI ^ R \ 

映射: r — G ( x ，0) 是/的一个扩充，但它是将 X 映射到 R * 而不是子空间 Y . 为了得到所求 
的映射，我们作以下 操作： 设 U 是 XXJ 的开子集则 [/ 包含 （ AXDU ( XXl )， 
见图 62.1. 因为/是紧致的，由管道引理可见存在 X 的一个包含 A 的开集 W ， 使得 
由于 X 同胚于 XXJ 的闭子空间 XX 0, 所以 X 是正规的.因此可以选取连续函数 h X ^[0, 1] 
使得对任意 有 Hx )=0, 对于任意 x 6 X _ W ， 有 5 Kx ) = 1. 映射将 X 映 
射到 XXJ 的子空间 （ wxj ) u ( xxi ) 中，其中 （ wxj ) u ( xxi ) 包含在 u 中.于是连续映射 
g(x)=G(x, Ai )) 便将 X 映射到了 Y 中.因为对任意： r 6 A ， 有 54(： r ) = 0, 所以发（: r )= 
G ( x ， 0)= f ( x ). 从而 g 就是所求的/的扩充，映射 XXI ^ Y , 定义为 

= G(x, (1 — O+ix) +，）， 

便是 g 与一个常值映射间的同伦. 


XXI 




图 62_ 1 ■ 

下面的引理是上 一节中 零伦引理在某些条件下的逆命题. 

引理 62. 2[Bwsuk 引理 （Borsuk lemma)] 设 a 和 6 是 S 2 中的两个点， A 是一个紧致空间， 
/: A ~* S 2 —a — 6 是一个连续 单射. 如果/是零伦的，那么 a 和 6 属于 S 2 —/( A) 的同一分 支上. 

证 因为 A 是紧致的， S 2 是一个 Hausdorff 空间，所以 /( A) 是 S 2 的紧致子空间，同胚 
于九因为/是零伦的，所以从 /( A ) 到的内射也是零伦的.因此，我们只要对于/ 
是内射的特殊情形证明引理就足够了.进而，我们把 S 2 换成 R 2 U{oo}， 并且将 a 设为0, 6设 
为这时引理可陈 述为： 

设 A 是 R 2 — 0 的紧致子空间，如果 内射久 A — R 2 — 0 是零伦的，那么 0 便属于 R 2 — A 的无 
界分支. 

现在我们来证明它 • 设 C 是 R 2 — A 的包含 0 的分支，我们假设 C 是有界的，并且由此推 
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出矛盾.设 D 是 R 2 — A 的其他分支的并，其中包括无界分支.那么 C 和 D 是 R 2 的无交开集， 
并且 R 2 —A = CUD . 参见图 62. 2. 

我们定义一个连续映射 / I : R 2 — R 2 — 0使得它作用在 C 的补上是恒等映射. 

由内射 i : A — R 2 — 0人手.根据假设 j 是零伦的，由前 
述引理可见 i 可以扩充为一个从 CUA 到 3R 2 — 0的连续映射是. 

这时 A 作用在 A 上时为恒等映射.再将 々扩充 为映射& : R 2 ^ 

R 2 — 0,其中对任意: reDUA ， 从而根据黏结引理 
A 是连续的. 


现在我们来找出矛盾.设 B 是] R 2 中的半径为 M 球心在坐 
标原点的闭球，其中 M 足够大使得 B 的内部包含 CUA . (这 
里要用到 C 是有界的这一性质 .） 如果将 / i 限制于 B 上，便获 
得映射 A R 2 — 0使得对任意 xGBdB 有 g (: t )= l 将 g 
复合从 R 2 — 0到 BdB 的标准收缩 x—Mr/||xi| ，就可以获得 
一个由 B 到 BdB 上的收缩.但这个收缩是不存在的. 


A 



图 62.2 



定理 62. 3 [区域不变性 （invariance of domain)] 如果[/是 R 2 的一个开子集，/: 是 

连续单射，那么 /( L 0 是 R 2 中的开子集，并且反函数/― 1 : /( LO — LJ 是连续的. 

证 像前面所做的一样，我们用 S 2 代替 R 2 , 证明如果 U 是 R 2 的开子集，/: S 2 是连 

续单射，那么 /( U ) 是 S 2 的开子集，并且逆映射是连续的. 

第一步 . 证明如果 B 是 1R 2 中的任何一个包含在 CJ 中的闭球，那么 /(B) 不能分割 S 2 . 

设 a 和 6 是 S 2 —/(B) 中的两个点.因为恒等映射 f: B—_B 是零伦的，所以通过限制/得 
到的映射 A: B~-S 2 — a — 6 是零 伦的. 根据 Borsuk 引理可见 a 和 6 属于 S 2 —MB) = S 2 —/(B) 
的同一分支. 


第二步.证明如果 B 是 R 2 中的任何一个包含在 [ J 中的闭球，那么 /( IntB ) 是 S 2 中的开集. 
因为空间 C =/( BdB ) 是 S 2 中的简单闭曲线，因此它分割 S 2 . 设 V 是 S 2 — C 的一个包含 
连通集合 /( IntB ) 的分支，灰是其他分支 的并. 由于 S 2 是局部连通的，所以 V 和 W 是 S 2 中 
的开集.我们只要证明 V = /( IntB )， 便通过了这一步. 

假设 a 是 V 中不在 /( ImB ) 的一个点，由此推出矛盾.设6是 W 的一个点.由于集合 
D = /( B ) 不能分割 S 2 ，所以 S 2 — D 是包含 a 和6的连通集，再由 S 2 — D 包含于 S 2 - C (因为 
D 3 C ) 可得到 a 和6属于 S 2 — C 的同一分支中，产生矛盾.参见图 62.3. 





W 


图 62. 3 


0/(Bd5) 
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第三步. 完成定理的证明.因为对任意包含于 U 中的球 B ， 集合 /( IntB ) 是 S 2 中的开集， 
所以映射/: a — s 2 是一个开映射.从而/(17)是 s 2 中的开集，并且/- 1 是连续的. ■ 

习题 

1. 举例说明当/不是单射时 Borsuk 引理的结论可能不成立. 

2. 设 A 是 S 2 的紧致可缩子空间.证明 A 不能分割 S 2 . 

3. 设 X 是一个空间，使得 XXJ 是正规的， A 是 X 的闭子空间，/: A — y 是连续映射，其中 
Y 是 R ” 的一个开子空间.如果/同伦于一个可以扩充为连续映射 / i : X — Y 的映射，那么/ 
自身可扩充为一个连续映射 g : X - Y , 使得 

4. 设 C 是 R 2 — 0 中的一条简单闭曲线， C—R 2 — 0 是一个内射. 证明： 若 0 属于 R 2 —C 的一 
个无界分支，则八是平凡的，否则是非平凡的.（事实上，在第二种情况中允是一个同构， 
我们将在第 65 节中证明这一点 .） 

5. 定理 设 L 7 是 R 2 中的一个单连通 开集. 如果 C 是包含在 L 7 中的一条简单闭曲线，那么 R 2 — C 的 
每一个有界分支都包含于 U . 

(实际上这一情况刻画了 R 2 中的单连通开集.参见 [ RW ]. 当然，空间 R 2 — C 中只包含一个 
有界分支，我们将在下一节中证明这一点 .） 

6. 假设你已知不存在从到义― 1 的收缩. 

( a ) 证明对于 S % Borsuk 引理成立. 

( b ) 证明 S " 中没有紧致可缩子空间分割 S ' 

( c ) 假设你还知道 S ” 中的任何一个同胚于 S ^ 1 的子空间都会分割 5% 证明区域不变性定理 
在 n 维空间中成立. 

63 Jordan 曲线定理 


在证明 Jordan 分割定理时所使用的 Seifert-van Kampen 定理的特殊情况告诉我们关于空 
间 X = 的基本群的一些信息，其中 UflV 是道路连通的.在下面的定理中，我们将考察 
当 UHV 不是道路连通的时候，情况又会怎样.借助这个结论，我们便可以完成 Jordan 曲线 
定理的证明. 

定理 63. 1 设 X 为两个开集 L 7 和 V 之并，并且 1/(1 V 可以表示成两个无交的幵集 A 和 B 
之并.假设有一条 L 7 中的道路 a 从 A 的一个点 a 到的一个点6，并有一条\^中的道路#从6 
到 a . 记/=«*/?，它是一条回路. 

( a ) 道路同伦类 [/] 生成心（叉， a ) 的一个无限循环子群. 

*(1))若们（乂， a ) 是无限循环的，则它是由 [/] 生成的， 

(C) 设存在17中的道路 7 从 £2 到 A 中的点 V ，又存在 V 中的道路谷从 V 到 I 于是 g = 

7*及是一条回路-这时分别由 [/] 和[发]生成的 TnCX ， a ) 的两个子群只交于单位元. 


①这个结论的证明要用到定理 54.6. 另外，在第65节中讨论环绕数时要用到这个结论. 
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证这个证明中的很多地方是仿照第54节中证明圆周基本群是无限循环群时所采用的方 
法.如前述证明一样，这里证明的关键一步就是找到空间 X 的一个适当的覆叠空间 £：. 

第一步（构造 E ). 我们通过黏贴子空间 U 和 V 的副本的方法构造£选取 U 的可数多个 
两两 无交的副本和 V 的可数多个两两无交的副本，记为 

UX (2 n ) 和 VX (2 n + l ), 

其中 nGZ ， Z 表示整数 集合. 用 Y 表示这些空间的并，那么 Y 便是 XXZ 的一个子空间.现 
在我们通过等同点 

x X (2 w ) 和 xX (2 n —1), 对于任意 i e A 

以及等同点 

x X (2 n ) 和 x X (2 w + 1) ,对于任意 
来将£：定义为 Y 的商空间.令 ； r : 表示商映射. 

设映射 p 丫—久定义为 〆 它诱导出映射 E — X . 由于£:具有商拓扑，所 
以映射 P 是连续的.另外也是一个满射.下面我们来证明是一个覆叠映射.参见图 63. 1. 



A 

图 63. 1 
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首先，我们指出 tt 是开映射.因为 Y 是无交开集 { UX (2 n )} 和 { VX (2 n + l )} 的并，因此只 
要证明 ;r I ( UX 2 n ) 和 tt | ( VX (2«+1)) 是开映射即可.例如，在 UX 2 n 中任意选取一个开集， 
它可以表示为 WX 2 n ， 其中 W 是 I ；中的一个开集.这时 

2 n )) = [W X 2 n ] U L(W f ] B ) X (2 n + l )] U L(W H A ) X (2 n - l )] 

是 Y 中的三个开集的并，因而是 Y 中的开集.根据商拓扑的定义， 7 r ( WX 2 n ) S £ :中的开集. 

现在我们来证明是一个覆叠映射.要证明的是 L 7 和 V 能够被; r 均衡地覆盖.例如，考 
虑 U . 集合厂 VU ) 是无交集合 7 r ( UX 2 n )(/ ieZ ) 的并，因为; r 是开映射，所以每一个集合都 
是£中的开集.设心„表示； r 在开集 L 7 X 2 W 上的限制，将其映射到； r ( UX 2 W ) 上.这是一个同 
胚，因为它是一一的连续开映射.当限制到 7 r ( UX 2 n ) 上时， 映射多 恰是两个同胚的复合 

7 r ( UX 2 n ) ^ > U X 2 n ^~* U ， 

因此它也是一个同胚 • 所以> I tt ( UX 2«) 就将集合; r ( L / X 2 W ) 同胚地映射到 L 7 上.这便是我们 
要证明的. 

第二步.我们来定义回路的提升的一个族. 

对于每一个整数 n ， Ee „=7 rUX 2 n ) 是 E 中的点.这时诸^是两两不同的，并且构成集 

合户 HU ). 定义/的提升/„，它的起点为6终点为 

由于 a 和^分别是 (7 和 V 中的道路，我们可以定义 

a n ( s }= n ( a (, s ) X 2 n ) , 

瓦 （ s ) = 7 r (/?(5> X (2 n + 1)) ， 

这时么和&分别是 a 和#的提升.（当 n = 0 时，如图 63.1 所示 .） 乘积心 * 艮也是有定义的， 

因为心的终点为 7 T ( 6 >< 2 «) ，艮的起点为 rOXCh + l )). 令 良. 注意 / n 的起点为 
a „(0)= n :( aX 2 n )= e fI , 终点为艮 （1) = ttUX (2 n + l )) =7 r(aX (2 n +2)) = e n+1 . 

第三步.证明 [/] 生成了 7 n ( X ， a ) 的一个无限循环子群.也就是要证明若 m 是一个正整 
数，则 [/] m 不是单位元.这一点是容易证明的 • 因为乘积 

吴= / 0 * ( 兄 * (… * /^ i )) 

是有定义的，并且是 m - 重幂 

/i = /*(/* (… * /)) 

的提升 • 这时因为 A 的起点为 e D 终点为〜，所以 U ] = [/] m 不是平凡的. 

* 第四步 • 证明当 7 n ( X ， a ) 是无限循环群时，它由 [/] 生成.考虑提升对应心 7 n ( X , a )-^ 
n 在第三步中证明了对于每一个正整数饥，对应 ★将 [/] m 映射为厂 1 ( a ) 的一个点心.与之相 
似的讨论可以证明它将 [/] i 映射为 Ci . 因此#是满射.根据定理 54. 6可见，#诱导一个单射 

0： Zi ( X 9 a)/H —► p~ l ( a ) , 

其中（；*：“£：， e 。））. 由于 4 是满射，所以中是满射.于是 H 是平凡群，因为一个无限 
循环群对于任何一个非平凡子群的商群是有 限的. 从而提升对应彡是一一的.由于这个对应将 
由 [/] 生成的子群映射到一 1 U ) 上，所以这个子群等于所有的 ； n ( X ， a ). 

第 五步. 现在我们来证明 （ c ) 成立.图 63.1 中可能误导你，使你以为 （ c ) 中所考虑的 
ttJX ，《) 中的元 [ g ] 是平凡的，但实际上这是很特殊的情况.图 63. 2说明当 A 本身是两个无 
交的非空开集的并时会出现什么样的情况 • 在这种情况下（稍后这对我们是有用的） [/] 和 k ] 
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都生成 7 n ( X ， a ) 的无限循环子群. 



图 63. 2 

给定我们定义 g 到 E 上的一个提升 如下： 因为 y 是[/中的一条道路，我们可以定义 

y(s) = 7r(y(s) x 0 ) ； 

因为5是 V 中的一条道路，我们可以定义 

hs) = Kidds) X (-1)). 

这时7 和》 分别是7和5的提 升. 乘积有定义，因为7的终点为; rC ^ XO )， S 的起点 
为 7 T ( a ' X ( — l )). 此外它还是 g 的 提升. 注意忌是 E 中的一条回路，因为它的起点和终点都 

是 7 r ( aX 0)=7 r(aX (― 1))=^ 0 . 

这蕴涵着由 [/] 和 [ g ] 生成的两个子群的公共部分只有单 位元. 因为/的 m - 重幂提升到一 
条起点是以终点是〜的道路，但是 g 的任意重幂提升到一条起点和终点都是〜的道路，所以 
对于每一个非零的整数 m 和有 Q / T 关 ■ 
定理 63. 2[不分割定理 （nonseparation theorem )] 设 D 是 S 2 中的一段弧•则 D 不分割 S 2 . 

证我们给出这个定理的两个 证明. 第一个证明使用了前一节中的结论，第二个证明则 
没有. 

第一个证明.由于 D 是可缩的，所以恒等映射“ 

是零 伦的. 因此若 a 和6是 S 2 中的不属于 D 的两 
个点，则 内射八 D — S 2 _a — 6是零 伦的. 由 Borsuk 引 
理可见 a ， 6属于 S 2 — D 的同一分支 • 

第二个 证明. 将 D 表示为两段弧 Di 和 D 2 的并，并 
且这两段弧只交于一点乂设 a 和6是 S 2 中的不属于 D 
的两 个点. 我们证明若 a ， 6能被 S 2 — 和 S 2 _ D 2 中的 
道路连起来，那么它们就能被 S 2 — D 中的一条道路连接. 

图 63. 3说明了这一论断不是平凡的. 
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现在假设 cz 和6不能被 S 2 — D 中的道路连接，并且由此推出矛盾.应用定理 63.1. 令 X 
表示空间 S 2 — A 令 C 7 和 V 分别表示两个开集 

LT - S 2 - 和 V = S 2 - D 2 , 

则 X = UUV ， 并且 unv = s 2 — D . 根据假设， a ， 6是 S 2 — D 中的两个不能由 S 2 — D 中的道 
路连接的点.因此， c / nv 不是道路连通的.设 a 是 unv 中的包含 a 的道路分支， b 是其他 
道路分支的并.因为 i / nv (作为 s 2 中的开集）是局部道路连通的，所以 unv 的道路分支是开 
集，从而 A 和 B 都是 X 中的开集.根据假定， a 和6既可以被中的道路连接，也 
可以被 V = S 2 — D 2 中的道路连接.根据定理 63. 1有 a ) 不是平凡的.然而 X = S 2 —么 
因此它的基本群却是平凡的. 

现在来完成定理的证明.给定弧 D 以及 S 2 _ D 中的两个点 a 和6,假设 a 和6不能被 S 2 _D 
中的道路连接，并且由此推出矛盾.选取同胚 A : [0， 1] — D ， 令1/2])， D 2 - 
h ([ l /2 9 1]). 上面已经说明了因为 a 和6不能被 S 2 — D 中的道路连接，所以它们既不能被 
S 2 — ^中的道路连接，又不能被 S 2 — d 2 中的道路连接.不妨设〜6不能被 s 2 — A 中的道路 
连接. 

将1^分割为两段弧^二奴以， 1/4]) 和 E 2 = M [ l /4, 1/2]), 然后重复前面的论证，我 
们便可证明 a 和6不能同时在 S 2 — Ei 和 S 2 — _ E 2 中用道路连接. 

类似地，不断地重复这个论证过程.我们便可定义闭区间的一个序列 

d Z ) J 2 Z ) … 

使得 L 的长度为（1/2)%并且对任意 n ， a 和6不能被 S 2 — 中的道路连接.根据单位区 
间的紧致性，存在 I 属于 ru . 又因区间的长度趋于零，所以这样的点只有一个. 

考虑空间 S 2 —因为这个空间同胚于 R 2 , 所以点 a 和6能够被 S 2 — Mi ) 中的道路 a 
连接.由于 《( J ) 是紧致的，因此是闭的.从而存在 A ( x ) 的一个 e - 邻域与 JJ ) 无交. 又因为 h 
是连续的，所以存在 m 使得 / id ) 包含在这个邻域中.这就说明 a 是 S 2 — MI m ) 中连接 a ， 6的 
道路，与假设矛盾. ■ 

这个定理的两个证明都很有趣.正如我们在第62节中注意到的那样，第一个证明是为了 
说明不存在 S 2 的紧致可收缩子空间能分割 S 2 . 第二个证明是从另一个方面入手的.我们来检 
查一下第二个证明，并且考虑一下到底 A 和1) 2 的哪些性质使得结论成立.事实上，只需要 
R 和认是9的闭子集并且 S 2 —（仏门!^)是单连通的.因此下面的定理也成立，稍后我们还 
会用到这个定理. 

定理 63. 3[广 义不分割定理 （general nonseparation theorem )] 设 D 】 和 D 2 是 S 2 的闭子集 

并且 S 2 — ADA 是单连通的.若 A 和 A 都不分割 S 2 ， 则0 1 1)认不分割义 
现在我们来证明 Jordan 曲线定理. 

定理 63. 4 [Jordan 曲线定理 （Jordan curve theorem )] 设 C 是 S 2 中的一条简单闭曲线，则 

C 恰好将 S 2 分割成两个分支 Wi 和灰 2 ，并且 Wi 和都将 C 作为它的边界，即（：=灰,一 W ,， 

2 . 

证 第一步.证明 S 2 — C 恰有两个分支.将 C 表示为两段弧 C , 和0 2 的并，其中&和（： 2 
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交于两点集以， g }. 令 X 为空间 S 2 — p — g ， 1/和 V 为两个开集 

u = s 2 ~c, 和 y = S 2 - c 2 , 

这时 X = 并且 UflV = S 2 — C . 根据 Jordan 分割定理， C / flV 至少有两个分支. 

假定的分支多于两个，并且由此推出 矛盾. 设和乂 2 是17门"的两个分支， B 是 
其他分支的并 • 因为 S 2 — C 是局部连通的，所以这些集合都是开集.设 aeA !，be 
B . 因为弧 G 和匕不能分割 S 2 , 所以有 LT 中的道路《和 y 分别从 a 到6和 a 到，，也有 V 中 
的道路0和5分别从6到<3和^到^考虑回路 /= a */3 和将1/(17表示成两个开集 

的并，根据定理63.1， [/] 是 thCX ， a ) 中的非平凡元.将 LTflV 表示成两个开集 
Ai * A 2 UB 的并，那么 [ g ] 也是; n ( X ， a ) 中的非平凡元.因为 mCX ：， a ) 是无限循环的，所以 
存在非零整数 m ， 々使得 [/] m = [ g ]*， 但这与定理 63. 1的 （ c ) 矛盾. 

第二步.证明（：是 Wi 和 W 2 的公共边界. 


因为 S 2 是局部连通的，所以 S 2 — C 的两个分支和 W 2 都是 S 2 中的开集.特别地，两 
者都不包含对方的极限点，从而和 W 2 — 灰 2 都包含在 C 中. 

为了证明反向的包含关系，我们需要证明 C 中的 
每一个点: r 的任何一个邻域17都与闭集有非 
空的交，从而说明： r 属于 Wl 

设1/是 x 的任意一个邻域.因为 C 同胚于 S 1 ， 我 
们可将 C 表示成只交于端点的两段弧 G 和 C 2 , 并且 
(^充分小，使得它能包含在17中.参见图 63. 4. 

设 a 和6分别是和 W 2 中的点.因为 C 2 不分 
割 S 2 , 所以我们可以找到 S 2 _ C 2 中的一条道路 a 连接 
a 和匕集合 〆 D 必定包含 Wi — Wi 的一 个点; y ， 否则 
« a ) 就是包含在无交开集和 s 2 _ i ^ 的并中的连通 
集，并且还会和两个开集都 相交. 点: y 属于闭曲线 C ， 


^2 



63. 4 


因为（尿 1 _ W 1 ) CC . 因为道路 a 与弧 C 2 无交，所以 y 必包含于弧 C " 因此便属于开集17•从 
而 U 与— 灰1 交于点: y . 定理 证毕. ■ 

如同我们对前述定理所做的一样，我们想知道使定理成立的关键条件到底是什么.回头细 
看第一步，实际上只需要 G 和 C 2 是连通闭集，只有两个点，以及(^和(^ 2 都不分割 
S 2 . 前两个条件保证了 至少能够分割 S 2 为两个分支，第三个条件保证了它只能被分割 

为两个分支 • 从而，我们不需作更多的努力就可以获得下面的结论. 


定理 63.5 设（^和 C 2 是 S 2 中的仅交于两点的两个连通子集.如果 G 和 C 2 都不分割 
S 2 ，那么 Ci (J C2 将 S 2 分割成两个分支. 


例1读者可能会觉得 Jordan 曲线定理的第二部分（即 C 是和 W 2 的公共边界）太明显 
了用不着 证明. 其实这个结论成立严格依赖于 C 同胚于 S 1 . 

例如，考虑图 63.5 中的 空间. 它是相交于两点的两段弧的并，根据定理63.5，它将 S 2 分 
割为两个分支和 W 2 ， 就像圆周所做的 一样. 然而在这种情形下 C 并不是和的公共 


63 Jordan 曲线定理 301 


边界. ■ 

除了这三个分割定理外还有第四个分割定理，称为 
Schoenflies 定理. 这个定 理说： 若 C 是 S 2 中的一条简单 

闭曲线， U 和 V 是 S 2 — C 的两个分支，则 E 7 和▽同胚于 
单位闭球 B 2 . 这个定理的一个证明可以在 [ H - S ] 中找到. 

分割定理可以推广到高维情形， 如下： 

(1) S ” 中任意同胚于 S ^ 1 的子空间 C 分割 S n . 

(2) S ” 中任意同胚于[0， 1] 或某一个球的子空间 
A 不分割 S ”. 

(3) S ” 中任意同胚于 S ”- 1 的子空间 C 分割义为两个 
分支， C 是这两个分支的公共边界. 

学习了代数拓扑中的奇异同调群就可以容易地证明这些定理，（参见 [ M U ]， 202页.〉关于 
R ” 的 Brouwer 区域不变性定理只是一个推论. 

然而，如果不对空间0到夕的嵌人加一些限制条件， Schoenflies 定理便不能推广到高维. 
著名的例子 “ Alexander 角球”便说明了这一点. Alexander 角球是 S 2 在 S 3 中的一个同胚像， 
它的补区域中竟然有一个不是单连通的.（参见 [ H - Y ]， 176页 .） 

这些分割定理能够更进一步 推广. 按照这条路线走到最后便是著名的 Alexander 
Pontryagin 对偶定理，这是一个极深刻的代数拓扑定理，在这里我们不打算陈 述它. （参见 
[ Mu ].) 从 Alexander-Pontryagin 对偶定理可以 推出： 如果 S 71 的某一个闭子空间 C 将 S n 分割 

为々个分支，那么 S ” 的每一个同胚于（甚至是同伦等价于) C 的子空间也会将 S ” 分割为々个分 
支. 这样一来，前面提到的髙维情形下的三个定理 （1) 〜 （3) 便可以立即由此推出. 

习题 

1•设 C ! 和 C 2 是 S 2 中的两条无交的简单闭曲线. 

( a ) 证明 S 2 — C 】_ C 2 只有三个分支.[提 示： 若是义 一 Cl 的分支，与仏无交，并且灰 2 
是 S 2 — C 2 的分支，与心无交，证明 WUWF 能分割 S 2 .] 

( b ) 证明这三个分支的边界分别为 Cu (： 2 和&1)0 2 . 

2•设 D 是 S 2 的闭连通子空间，它将 S 2 分割成 n 个分支. 

U ) 若 A 是 S 2 中的一段弧，与 D 的交为它的一个端点，证明 DUA 将 S 2 分割成 n 个分支_ 
( b ) 若 A 是 S 2 中的一段弧，与 D 的交为它的两个端点，证明 DUA 将 S 2 分割成；2 + 1个 
分支. 

( C ) 若 C 是 S 2 中的一条简单闭曲线，与乃仅交于一点，证明 DUC 将 S 2 分割成 《十1 个 
分支. 

*3. ( a ) 设 D 是 S 2 的子空间，同胚于拓扑学家的正弦曲线 §. (参见第24节 .） 证明 D 不分割 S 2 . 

[提示：设 A : S — D 是一个同胚.给定 0< C <1， 令艮表示 S 与集合 {(: c ，： y ) I : c < c } 的交. 
证明： 对于给定的 a ， beS 2 — D ， 对某一个 c ， 存在 S 2 — 中的一条从 a 到6的道路 . 
由此推出存在 S 2 — D 中的一条从 a 到6的道路 .] 
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( b ) 设 C 是 S 2 的子空间，同胚于闭的拓扑学家的正弦曲线.证明 C 正好将 S 2 分割成两个 
分支，并且 C 是这两个分支的公共边界.[提 示： 设是闭的拓扑学家的正弦曲线与 C 
之间的一个同胚.设 二 A ( OX [ —1， 1]). 先应用定理 63. 4的论断证明 C — C 。 中的每 
一个点都是 S 2 — C 的每一个分支的边界点 .] 
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一个（有限） 线性图 （linear graph ) G 是一个 Hausdorff 空间，它可以表示成有限多个弧的 
并，并且这些弧两两最多交于一个公共 端点. 这些弧称为这个图的边 （ edge )， 弧的端点称为图 

的顶点 （ vertex). 

线性图常被数学家用来模拟现实生活中的现象，然而我们只是把它们简单地看成一些有趣 
的空问，在某种意义下作为简单闭曲线的推广. 

对于任何一个图（在不区别同胚的两个图的意义下），只要列举出它的全部顶点，并且指出 
哪些顶点的偶对有边将它们相连，这个图便完全确定下来了. 

例1 设 G 包含 n 个顶点，并且 G 中每对互异顶点都存在 G 的一条边连接，那么我们称 G 
是一个《顶点 完全图 （complete graph ), 记为 G „. 图 64. 1中的几个图就满足上述条件.注意， 
前三个图都是 R 2 中的子空间，第四个图是 R 3 中的子空间，稍稍尝试之后可以发现这个图不能 
嵌人到 R 2 中，稍后我们将证明这一点. 



例2另外的例子是一个有趣的经典 难题： “给定三所房子幻，々 2 ， A 3 和三种功能 g •(通 

气）， itK 通水）， e (通电），问能否将每所房子与这三种功能都连接起来，同时不让每两条连线 

相交？”将此冋题归结为以下数学 问题： 称为气水电图 (utilities graph ) 的那个图（图 64. 2) 是否 

可以嵌人到 R 2 中？稍稍尝试之后可以看出这是不可能的，稍后会有证明. _ 

定义 0 空间 （theta space ) X 是指一个能够表示为三段弧 A ， B ， C 的并的 Hausdorff 空 

间，并且这三段弧中每两段都恰好相交于它们的两个端点 • （这个空间 X 显然同驻于希腊字 
母义） 

注意，严格来说0空间 X 并不是线性图，因为其中每两段弧的交多于一个公共端点.但是 

我们能够把它表示为一个图，只要把每一段弧 A , B 和 C 分拆成相交于一个公共端点的两段弧 
便可以了. 

引理 <54. 1 设 X 是一个0空间，并且它还是 S 2 的子空间， A ， B 和 C 是弧，它们的并恰 
好是空间 X . 那么 X 将 S 2 分成三个分支，它们的边界分别是 A 1 JB ， BUC 和 AUC . 以 AUB 
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作为边界的分支就是 S 2 — AUB 的分支之一. 

证设 a 和6是弧 A ， B 和 C 的端点.考虑简单闭曲线 AUB ， 它将 S 2 分成两个分支 U 和 
U \ 并且这两个分支都是 S 2 中的开集，具有公共边界 AUB . 参见图 64. 3. 



因为空间 C —« — 6是连通的，所以包含在其中的一个分支中，不妨设为现在考虑两 
个空间和 C ， 它们都是连通的.因为 C 是一段弧，0的补是连通集 I /，所以两 
者都不能分割 S 2 . 又因为这两个集合的交只有两个点 a 和6,于是根据定理 63. 5,它们的并将 
S 2 分割成两个分支 V 和 W . 由此可见 S 2 _( AUBUC ) 可以表示成三个无交连通集 I /， V 和 W 
的并.因为这三个集合都是 S 2 中的开集，所以它们就是 S 2 — （ AUBUO 的分支，其中 U 的边 
界就是 AUB . 类似地，其他两个分支的边界分别为 BUC 和 AUC ■ 

定理 64.2 设 X 是气水电图.则 X 不能嵌入平面. 

证如果 X 能嵌入到平面中，那么就能嵌人到 S 2 中，因此我们假设 X 是 S 2 的一个子空 
间，由此推出矛盾. 

我们使用例2中的记号， g ， w ， e ， 心，心和 / i 3 是 X 的顶点.设 A ， B 和 C 是 X 中 
的弧： 

A = gh l % V '> 

B = gh 2 xv ， 

C = gh 3 xv. 

这三段弧中的任意两段只交于端点 g 和 w ， 因此 Y = AUBUC 是一个0空间.空间 Y 将 S 2 分 
割为三个分支 L /， V 和 W ， 它们的边界分别为 AUB ， BUC 和 AUC . 参见图 64. 4, 

X 的顶点 e 属于这三个分支之一，因此 X 中的弧以 2 和^1 3 都包含在这个分支的闭包 
中.这个分支不可能是 U ， 因为0包含在 L / UAUB 中，这个集合不包含点 A 3 . 类似地，包含 
e 的分支也不可能是 V 和 W ， 因为▽不包含心， W 不包含/ 1 2 . 从而推出矛盾. ■ 

引理 64_3设 X 是 S 2 中以〜， a 2 , 和为顶点的完全图.则 X 将 S 2 分成四个分支. 
设这四个分支的边界分别为兄， X 2 ， X 3 和 X 4 ， 则每一个 X ,就是 X 中不以 a , 为顶点的那些 
边的并. 

证设 Y 是 X 中异于弧的所有弧的并.我们可以按以下方式将 Y 表示成一个0 空间: 

A = o,\ciz ? 

B = aia 3 , 
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C z= CL\ Q3 • 

参见图 64.5. 弧 A, B 和 C 在端点〜和 a 3 处相交，并且它们的并就是 



空间 Y 将 S 2 分割成三个分支[/， V 和 W ， 它们的边界分别是 AUB ， BUC 和 AUC 空 

间 a 2 « 4 — a 2 _ ci 4 是连通的，必包含于这三个分支之一.但它不包含于 U 中，因为 AUB 不包 

含同时它也不包含于 V ，因为 BUC 不包含从而它只能包含于 W . 

OUV 是连通的，因为0和 V 是连通的，并且有非空的交 B . 进而，集合 E 7 UF 不分割 

S 2 , 因为它的补是类似地，弧 a 2 a 4 是连通的，不分割 S 2 . 集合〜〜与 UUF 仅交于 

和 a 4 . 根据定理 63 . 5 , a 2 cz 4 UGU ▽将 S 2 分割为两个分支 Wi 和 W 2 ， 所以 S 2 — Y 是四个无 

交连通集合 U ， V ， W , 和 的并. 因为这几个集合都是开集，所以它们便是 S 2 — Y 的诸 
分支. 

在这些分支中，不妨将其中之一设为 C /， 并以图 AUB 二 X 4 作为边界.通过类似的讨论可 
见，其他三个分支分别将不， X 2 和 X 3 作为边界. ■ 

定理 64. 4五个顶点的完全图不能嵌入平面. 

证 设 G 是 S 2 的子空间，并且是以 ai ， a 2 , a3 , ％和为五个顶点的完全图，令 X 表 
示 G 的诸边中不以 a 5 为顶点的那些边之并，从而 X 是四个顶点的完全图.于是 X 将 S 2 分割 
成四个分支，这四个分支的边界分别为兄， X 2 ， X 3 和 X 4 ， 其中 X ,是不以 a , 为顶点的那些 
边构 成的. 点 々必属 于这四个分支之一，于是那些以为顶点的边之并构成的连通集合 

U a 2 a 5 U a 3 a 5 U a 4 a 5 

也必包含在这个分支的闭包中_因此士，…， a 4 都属于这个分支的 边界. 但这是不可能的， 

因为没有哪个足能够包含所有四个顶点 ai ，…， a 4 ， 于是产生了矛盾. ■ 

根据这些定理可以 得到： 若图 G 包含一个子图是气水电图或者是五个顶点的完全图，则 G 

不能嵌人平面 • 逆命题也是正确的，它是一个著名的定理，由 Kuratowski 证得，但证明并不 
容易. 

习题 


设 X 是一个空间，可表示为有限多段弧 Ai ，…， A „ 的并，这些弧中的每一对最多交于一 
个公共端点. 
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U ) 证明 X 是一个 Hausdorff 空间当且仅当每一段弧人都是 X 中的闭集. 

(b) 举例说明 X 可以不是一个 Hausdorff 空间.[提 示： 参见第 36 节中的习题 5. ] 

65简单闭曲线的环绕数 

若 / i : s 1 —]^ — 0是一个连续映射，则诱导出来的同态 L 将 S 1 的基本群的生成元映射为 
R z -0 的基本群的生成元的某整数幂.这个整数幂”就称为 A 相对于0的 环绕数 （winding 
number ). 它刻画了 / i “ 绕着原点缠绕了 S 1 ”多少圈.它的正负号当然依赖于生成元的选取•参 
见图 65. 1. 在下一节中我们将对此予以更正式的介绍. 


图 65. 1 

现在，我们提出这样一个 问题： 如果/ I 是一个单射，也就是说，如果是 S 1 与 R 2 — 0中 
一 条简单闭曲线 C 的同胚，关于 /i 的环绕数会有什么结论呢？根据图 65.2 可以做出这样一个 
明显的 猜测： 如果0属于 3 R 2 _ C 的一个无界分支，那么 ” = 0. 然而，如果0属于一个有界分 
支，那么 n =± l . 



图 65. 2 


第一个猜测是容易证明的，因为根据引理 61. 2,如果0属于 R 2 — C 的一个无界分支，那 
么/!是零伦的.另一方面，第二个猜测却是惊人的困难，实际上这是一个相当深刻的结论.在 
本节中我们将证明它. 

如常，我们用 S 2 代替 R 2 U {〜}， 设/>为对应0的点， （/是 对应〜的点.这时我们的猜测 
可以重新整 理为： 如果 C 是 S 2 中的一条简单闭曲线，设/>和 9 属于 S 2 — C 的不同分支，那么 
内射夂 C — S 2 —户一 g 便诱导出基本群之间的一个同构.这便是我们将要证明的结论. 

首先，我们证明上述结论在简单闭曲线 C 包含于一个四顶点的完全图时成立，然后再证明 
一般情况. 

引理65,1 设 G 是 S 2 的一个子空间，并且 G 是以 ai ，…， fl 4 为頂点的完全图.设 C 是 
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子图，它是一条简单闭曲线.设户和 g 分别表示两个边 a 1( 2 3 和 a 2 a 4 的内点， 那么: 


U ) 点/>和9属于 S 2 — C 的不同分支. 

( b ) 内射 j : C ^ S 2 — — g 诱导出基本群之间的一个同构. 

证 （ a ) 如引理64,3的证明中一样，0空间 CUAa 3 将 S 2 分割为三个分支 U ， V 和 W . 这三 
者之一，譬如说 W ， 将 C 作为其边界.这是唯一一条边界包含〜和 a 4 的分支.因此， a 2 a 4 - 
⑷必包含于 W ， 于是 g 属于 W . 当然 f 不能属于 W ， 因为 p 属于0空间 CUqas . 根据引 
理64.1， W 是 S 2 — C 的一个分支.因此/>和 9 属于 S 2 — C 的不同 分支. 

( b ) 设 X = — — g . 证明思想 如下： 选取点： c 为弧 〜 a 2 内部的一个点，点 y 为弧 a 3 a 4 
内部的一个点，令 a 和 f 是折线道路 ai 


a = xaia^y 和 p = ya ^ a t x ^ 

那么是包含在简单闭曲线 C 中的一条回路.我们将要 
证明代表 X 的基本群的一个生成元.由此得到同态 
3* : n\ ( C , ( X , x ) 是满射，从而是一个同构（因 

为所涉及的群是无限循环群）.参见图 65. 3. 

设 R 和认是弧 

Di ~ pUzCLi q 和 D2 ~ QUidipj 
令 U = S 2 — D ,， V = S 2 — D 2 . 参见图 65. 4. 那么 X = l / UV ， 



a 4 


并且 L 7 DV = S 2 — D ， 其中 D 是简单闭曲线 D = D , UD 2 . 因 

此，根据 Jordan 曲线定理， L 7 f 1 V 有两个分支.进而，由于 D 就是简单闭曲线，所 
以根据结论 U ) 可见，分别属于图 G 另外两条边的内部的点 x 和 y 属于 S 2 — D 的两个不同 
分支. 





^1 



65. 4 


因此满足定理 63. 1的 假设. 《是卩中从: c 到 y 的一条道路，是 V 中从 j 到: r 的一条道 
路.因为 X 的基本群是无限循环群，所以回路代表这个群中的一个生成元. ■ 

现在我们来证明主要定理. 

定理 65. 2设 CSS 2 中的一条简单闭曲线，声和 g 属于 S 2 — C 的不同分支，那么内射 
C ~^ S 2 — p ~ q 诱导基本群之间的同构. 

证证明过程中需要构造一个以 C 为子图的四顶点完全图. 
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第一步 • 设 a ， 6和 c 是 1 R 2 中的三个互异点.如果 A 是以 a 和6为端点的弧， B 是以6和 c 
为端点的弧，那么便有一条包含在 AUB 中的弧以 a 和 c 为端点. 

选取一条从 a 到6的道路/: I — A 和一条从6到 c 的道路 
g ： B ， 使得/和 g ■都是同胚.设&是/中满足条件 /(~) eB 的 
最小点，6是 I 中满足条件 gU ) = /( i 。） 的点.那么集合/([0, i 。]) 

U ^([^, 1]) 就是所求的弧.（若~ = 0或£ 1 =1，则这些集合中的某 
—个为单点集. ） 参见图 65. 5. 图 65. 5 

第二步.我们证明如果 U 是 R 2 中的开集，那么对于 U 中的任何两个点，如果它们能够由 
U 中的道路连接的话，这两个点一定是 L 7 中某一个弧的端点. 

对于 x ， yeU , 定义: r 〜: y ， 如果 x = y 或存在 U 中的道路以: r 和: y 为端点.第一步的结 

论说明这是一个等价关系.等价类是开集，因为如果： r 的 e - 邻域包含在 L / 中，那么这个邻域 
就是由等价于工的点构成的.因为 U 是连通的，故只有一个这样的等价类. 

第三步.设 C 是 R 2 中的一条简单闭曲线.我们构造 R 2 中的一个子空间 G ， 它是以 
为四个顶点的完全图，并且 C 等于子图^ 


a A 


az<^3 a 4 a l • 


为方便起见，我们假设 0 属于 R 2 — C 的一个有界分支.考虑 R 2 中的 X 轴] RXO. 令〜表示 
工轴 的负半轴中包含在 C 中的最大点， a 3 表示: c 轴的正半轴中包含在 C 中的最小点，那么线 
段包含在 R 2 — C 的有界分支的闭包中. 


将 C 表示为两个端点为〜和七的弧 G 和（： 2 的并.设 a 是 R 2 — C 的无界分支的一个点. 
因为 G 和 C 2 不能将 R 2 分割，所以我们能选取从 a 到 0 的两条道路— Q 和斤 
I ^ R 2 ~ C 29 根据第二步，我们可以假设^和々是单射. 设 a 2 = ait 0 )， 其中 r 。 是满足 a U Q )eC 
的最小的数，那么是0 2 的一个内点 • 类似地，设〜= 〆 ^)，其中 r 是满 足 〆 ^) ec 的最 
小点，那么〜是^的内点 • 于是 〆 [0， &]) 和 〆 [0， 6]) 分别是连接 a 与〜和的弧.由 
第二步，它们的并包含一段端点为心和〜的弧，并且这段弧与 C 仅交于这两个点.这段弧以 
及线段 qa 3 和曲线 C 一起构成了所求的图.参见图 65.6. 


第四步. 根据第三步的结论和前述引理 
可得： 对于包含在 S 2 — C 的不同分支中的某 
两个点户和9，内射 C — S 2 — 户 一 ？诱导出 
基本群之间的同构.为完成定理的证明，我 
们只需要证明 的是： 对于包含在 S 2 — C 的不 
同分支中的任意两个点 f 和 g 结论都成立. 
为此，需要证明以下 事实： 

设 D 是 R 2 中的简单闭曲线， 0 属于 R 2 — D 
的一个有界分支./>是这个分支中的另一个 
点.如果内 射）： D — R 2 _0 诱导出基本群之 
间的同构，那么 内射 ) h D — R 2 — />也诱导出 
基本群之间的同构. 





308 第 JO 章 平面分割定理 


设/: R 2 — R 2 — 0表示同胚 /0 )=：r — 久需要证明映射 

D — ^ R 2 -p — ^ R 2 — 0 

诱导基本群之间的同构.设 a 是 R 2 — D 中从 0 到户的道路， F : DX 7 — R 2 — 0 是映射 
■ F ( x ， t )= x — ait ) 5 那么 * F 是）和/。々间的一个同伦.因为 y 诱导出一个同构，所以/。是也 
诱导一个同构.（见推论 58. 5. ) ■ 

这个定理是代数拓扑中的一个十分深刻的定理的特殊情况.代数拓扑中的那个定理考虑的 
是 S #” +1 的两两无交子空间的“关联数’’，这两个无交子空间分别同胚于 m - 维球面和 n - 维球面. 
这与 Alexander 对偶定理有关.（见 [ Mu ], 433页 .） 我们的定理是在 S 2 中讨论一个0维球面 
(即两点空间）和一个1维球面（即简单闭曲线）这种特殊情况. 

66 Cauchy 积分公式 

复变函数论研究的核心定理之一便是解析函数的 Cauchy 积分公式.对于这个定理的经典 
形式而言，作为预备知识我们不仅需要 Jordan 曲线定理，并且还需要上一节中介绍的环绕数 
定理， Cauchy 积分公式有一个另类表达方式，它不需要用到这些结论，尽管这个表达方式使 
人感到有些别扭，但却经常岀现在有关的教材之中. 

由于我们已经掌握了 Jordan 曲线定理，所以我们给自己规定的任务是从那个另类表达方 
式出发来推导经典形式的 Cauchy 积分公式. 

我们先更为正式地介绍“环绕数”这个概念. 

定义设/是 R 2 中的一条回路，点 a 不是/的像点.令 

尺(*5) = [/(^> — a ]/ || fCs ) — a || ， 

那么 g 是 S 1 中的一条 回路. 设/>: R — S 1 是标准覆叠映射，貧为 g 到 S 1 的 提升. 由于 g 是一 
条回路，所以差 f(l)— 貧 (0) 是整数.这个整数就称为/ 关于 a 的 环绕数 （winding number of / 
with respect to a) , 记为 n(/ ， a). 

注意 《(/， d 并不依赖于 g 的提升的选取.因为如果 f 是 g 的一个提升，那么提升的唯一 
性蕴涵着 g 的任意其他提升可以表示为貧 G )+ m ， 其中 m 是某个整数. 

定义 设 F : IXJ — X 是一个连续映射，对任意£有尸(0， t )= F ( l , t ). 那么对于每一 
个~映射 / t G )= F ( 5 ， 0是 X 中的一条 回路. 映射/称为回路 / o 和之间的一个 自由同 
伦 （ free homotopy ). 自由同伦是回路之间的一个同伦，在同伦的过程中回路的基点允许 
移动. 

引理 66 . 1 设/是 R 2 — a 中的一条回路 • 

( a ) 若7是/ 的逆，则 n (7, a ). 

( b ) 若/通过 R 2 — a 中的回路自由同伦于/'，则 n (/， a ). 

( C ) 若 a 和6属于 R 2 —/( J ) 的同一 分支， 则72(/， a )=7 i { f ， b ). 

证 U ) 为了计算 n (7, a )， 整个定义中我们用 1 — s 代替 L 这恰好改变了 f ( l )— f (0) 的 
符号. 
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( b ) 设 F 是/和 /' 之间的自由同伦.定义 G : JXJ — S 1 为 

G ( s ，，） = [ F (5，/) — a ]/ || F ( stt ) — a \\ . 

令 6 是 G 到 R 的提升.则对于每一个 i ， 6(1， O - G (0, /) 是一个整数.又根据连续性，它是 
一个常数. 

( c ) 设 a 是 R 2 —/(1)中从 a 到6的道路.根据定义， n (/， a )= n (/ — a ，0)* 因为 /( s ) — 

是 R 2 — 0中/一《和 / —6 之间的自由同伦，由此我们的结论成立， ■ 

定义设 / 是 X 中的一条回路.我们称 / 是简 单回路 （simple loop )， 如果只在 s = / 或 s ， 

/中一个为 0， 另一个为1的情况下才有/(〗）==/(/).如果/是一条简单回路，那么它的像集 
便是 X 中的一条简单闭曲线. 

定理 66.2 设/是 R 2 中的一条简单 回路. 若 a 属于 R 2 — /( J ) 的一个无界分支，则 
«(/， a )=0. 若 a 属于一个有界分支， 则 n ( f ，= 士 1. 

证 由于 n (/， a )=〃(/— a ， 0)，我们可以只讨论 a = 0 这种情形.进而，可以假定/的 
基点在正 x 轴上.因为我们可以旋转 R 2 — 0使得/的基点到达这种位置，旋转过程中/的改变 
过程是一个自由同伦的过程，所以对于定理的结论没有影响. 

设 /SX = R 2 _0 中的一条简单回路，其基点： r 。 位于正： r 轴上.设 C 为简单闭曲线 
/( I ).以下证明，当0在 R 2 — C 的有界分支中时， [/] 生成 TnCX ， a ：。）. 当0在 R 2 — C 的无界 
分支中时， [/] 是平凡的. 

通过标准的商映射户： S 1 ， 映射/诱导出一个同胚 / i : S ^ C . 元素[户]生成 S 1 的基本 
群，所以 /u [ P ] 生成 C 的基本群.如果0在 R 2 — C 的有界分支中，定理 65. 2告诉我们 

i 3*[户]=[/]生成 R 2 — 0的基本群，其中 y : c — R 2 — 0是 内射. 另一方面，如果0在 R 2 _c 
的无界分支中，则根据引理 6 L 2, j 。 A 是零伦的，所以 [/] 是平凡的. 

我们来 证明： 若 [/] 生成泊（尤， X 。），则 n (/， 0) = 士1.若 [/] 是平凡的，则 n (/，0)=0. 
由于从 R 2 — 0到 S 1 上的收缩 || x || 诱导基本群之间的同构，回路 gis ) = f ( s )/ || f ( s ) || 在第 
一 种情形下代表 ^( S 1 ， 的一个生成元，而在第二种情形下则代表单 位元. 考察定理 54.5 的 
证明中的同构 h ^( S 1 , 6 d )— Z ， 我们便会发现当将 g 提升为 R 中的一条以0为起点的道路复 
时，在第一种情形下，道路 f 将在士 1处 终结. 而在第二种情形下，将在0处终结. ■ 

定义 设/是 R 2 中的一条简单回路.称/是 逆时针 （ counterclockwise ) 回路，如果对于 

R 2 —/( J ) 的有界分支中的某一个点（因此对于每一 个点 ）a 有 n ( f ， a ) = + 1. 称/为 II 时 
针 （ clockwise ) 回路，如果 w (/， a ) = — l . 因此标准回路 />( s ) = ( cos 2 w ， sin27ts ) 是逆时针 
回路. 


在复变函数中的应用 

我们现在来讨论环绕数与复线积分之间的关联. 

引理 6<5.3设/是复平面上的一条分段可微的回路， a 是一个不在/的像中的点.则 


w(/ ， a) = 


j_r dz 

2kiJ f z 一 a 


这个等式常用来定义 / 的环绕数. 
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证这个引理的证明是一个简单的计算 练习. 设 p : R — S 1 是标准覆叠映射.令 r ( s ) = 

II f ( s)~a || jg ( s ) = [ f ( s )— a 3/ r ( s ). 设趸是 g 到 R 上的提升，泛 (5) = 2吨（5).则 f ( s ) — a = 
r ( s ) exp ( i 0( s )) , 因此 

-- Z = L ( re id + \ rd f e ' 9 )/ r^ e ~\As 

J / z 一 a Jo 

= [logr(5> + iD]i 

= i [0( l ) — 0(0)] 

= 2丌1[虿(1) — 昼(0)]. ■ 

定理 66. 4 [Cauchy 积分公式的经典形式 （Cauchy integral formula — classical version )] 设 
C 是复平面上的一条分段可微的简单闭曲线， B 是 1 R 2 — C 的一个有界分支.如果 FU ) 在包含 B 
和 C 的开集上是解析的，那么对于 B 中的每一个点 a 都有 

F ( a ) 

Z 7 tiJ c z 一 a 

其中，若 c 是逆时针定向的，上式中的符号取“十 ”， 反之则取 

证 我们从 Ahlfors [ A ] 中证明的形式出发来推导这个公式.在 Ahlf ors [ A ] 中陈述的定 
理是： 

设 F 在区域 D 上是解析的，/在 D 上是一条分段可微的回路.假设对不在中的每 
个点6,有72(/， b ) = 0. 若并且 a 不是/的像点，则 

n(/,a) • F(a) = d^. 

ZniJ f z — a 

现在我们将这个结果用到简单闭曲线（：的一个分段可微参数化/上.当^不在 d 中时， 
«(/， 6) = 0 成立，因为每一个这样的6都属于 R 2 — C 的无界分支.进而，当 aeB 时，根据定 
理 66. 2, n (/， a ) = ± l ， 其符号依赖于 C 的 定向. 定理 证毕. _ 

注意，如果没有关于 Jordan 曲线定理的知识，我们甚至不能将 Cauchy 积分定理的经 
典形式陈述清楚.为了给出证明，我们还要用到关于简单闭曲线的环绕数的知识.有趣 
的是，后一结果可以用一个完全不同的方法来证明（至少，对于可微的情形是如此）.这 
个方法就是应用在分析中证明的 Green 定理的一般形式.我们在习题 2 中给出了一个证明 
概要. 

习题 

1. 设/是 R 2 — a 中的一条回路， g ( s ) = lf ( s)-ay || fU)~a || . 映射 g 通过标准商映射/>: 

J — S 1 诱导出一个连续映射 S 1 — S 1 . 证明 n (/， a ) 等于 / i 的度，其定义见第58节中的习 
题 9. 

2. 这个练习要求熟悉流形分析. 

定理设 C 是 R 2 中的一条简单闭曲线，并且是 R 2 中的光滑子流形，设/: j — c 是一条简单 
回路，它光滑地参数 KC . 若 0 是 R 2 — C 的有界分支的一个点， 那么 n ( f ， 0 ) = ±1. 

证明： 设 C 7 是 R 2 — C 的有界分支， B 是1/中的一个以 0 为圆心的 e •闭球. SS=BdB，M 是 
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U~B 的闭包. 

( a ) 证明 M 是一个以 CUS 为边界的2-维光滑流形. 

摯 产 

( b ) 应用 Green 定理证明 ck/z =± dz / 〜其中符号依赖于 S 和 C 的定向.[提 示：令 P = 

J C J S 

—y/(j 2 + ： y 2 )，Q = x/(x 2 +y).] 

(C) 证明第二个积分等于 ±27d. 
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67 阿贝尔群的直和 

本节我们只考虑阿贝尔群通常，我们将这种群中的运算写作 加法. 用0表示群中的单 

位元， 一 X 表示: C 的逆元，表示《个 J ： 的和 xH + X . 

设 G 是一个阿贝尔群， { G a } a ^ 为 G 的子群的一个加标族 • 若 G 中的每一个元素: r 可以表示 
为群族 @ <^中有限个成员之和，则称群族 G 生成 （ generatdG . 由于 G 为阿贝尔群，我们总可以 
经过适当分组，使得每一组中的元素都在同一子群 G 中.因此: r 可以表示成以下 形式： 

X = X ai ~\ - \- x ttn , 

其中指标 { a ,} 是两两不同的.从而，我们经常将 x 写成形式和 : r == 其中当 a 不是〜 ，…，〜 

a € J 

中的某一个时，约定 A = 0. 

如果群族仏生成 G ， 则称 G 为群族的和 （ sum )， 记作，而当指标集为有限指标 

] 

集 { 1，…， w 丨时，也记作 G = G 】 +… + G „. 

设群族生成 G ， 并且对于每一个 iGG ， a ■的表示 ： r = 是唯一的.也就是说，假定 

对于每一个 x 6 G ， 只有一个 J - 串（: Ta ) ae ; 使得除有限个 a 外都有 ： r a = 0, 并且这时 G 

称为群族 的直和 （direct sum) ， 记作 

^ ㊉ 仏， 

J 

当指标集有限时，也记作 G = Gi ㊉ … ㊉ a . 

例 1笛卡儿积化关于按坐标相加的运算构成阿贝尔群.当时，使得4=0的所有元 
素串（^)所构成的集合仏是一个同构于] R 的子群.群族 G „ 生成.的子群 IT ，事实上，是 
这些群的直和. ■ 

下面的引理指出了直和的一个有用的特征，称为直和的扩 展条件 （extension condition ). 
引理 67.1 设 G 是一个阿贝尔群， { GJ 为 G 的子群的一个族.若 G 为群族 G fl 的直和， 
则 G 满足以下 条件： 

(* ) 对于任何阿贝尔群 H 以及任何同态的族，存在一个同态 A : G ~^ H ， 使得 
对于每一个 a ， A 在 (5 Q 上的限制等于 

此外 ， h 还是唯一的. 反之，如杲群族0«生成 G 并且扩展条件 （* ) 成立，则 G 为群族 G a 
的直和. 

① 阿页尔群便是交换群，后文中阿贝尔化便是交换化.——译者注 

② 本书从此往后多处使用英语中的复数形式表示由某些对象构成的族.例如，此处用 “the groups G ，表示由群 G 构 
成的族，其中《取遍某指标集.我们将 “ theg roups G a ”译为“群族 G ， 以配合原书的行文习惯.无论是原文或中译 
的表达方式都不够 规范， 但也都不至于引起误解.规范的中文表达方式应当是“群族 —一 译者注 
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证 我们首先 证明： 如果 G 具有上述扩展性质，则 G 为群族 R 的直和.假设 = 
我们来证明对任何指标 p 有巧=心.令 H 表示群 Gy 设 / i a: 满足以下条 件：当 

a 关/?时为平凡同态，当《 = 0时为恒等同态.设 A : 为由假设给出的同态族心的扩 

充，则 

/i(*r ) = S (x a ) = X" 

/i(x )= S^ a (^ a ) 

于是 x ^ — y ^. 

以下 证明： 如果 G 为群族 G a 的直和，则扩展条件成立.对于给定的同态 I ，我们定义 
M : r ) 如下： 若: r =2: r a ， 令 M * r ) = E 心 （ xj . 由于此处为有限和，所以上述定义有意义.由于 
x 的表示是唯一的，所以 A 的定义是确切的.易于验证，&即为所求的同态.由于对于每一个 
a , / i 在氏上的限制等于&时，/ I 必定满足上述等式，因此 / i 是唯一的. _ 

这个引理使得有关直和的许多结果易于证明. 

推论 67,2设 G = G , ㊉ G 2 . 假定 G 为子群族 { H 丄 6; 的直和， G 2 为子群族 { H 山的直 
和，其中指标集了与 iC 无交. 则 G 为子群族 旧 训的直和. 

证 若心： H a —H 和、： Hp—H 皆为同态族，根据上述引理，它们的扩充同态为 /i 1: 

和 /i 2: G 2 —H . 从而 ； m 和 / i 2 可以扩充为同态 /i: G—H. ■ 

作为例子，上述推论蕴涵着下列 事实： 

( G 〗 ㊉ G 2 ) © G 3 = Gi ㊉ G 2 ㊉ G 3 = G 】 ㊉ （ G 2 ㊉ G 3 ). 

推论 67.3 若 ㊉ G 2 ， 则 G / G 2 同构于 

证 设 ，/ 1 1: G —H 为恒等同态， /i 2: g 2 —H 为平凡同态，假定/ G—H 为 G 
的扩充.则 A 是以 G 2 为核的满射. ■ 

在许多场合，人们希望对给定的阿贝尔群的一个族 { G a } 找到一个群 G 使得它含有同构于 
的子群 G 〔， 并且 G 还是这些子群的 直和. 事实上，这总是可以办到的.为此，我们需要引 
入外直和这个概念. 

定义 设 { G fl } ae _ r 为阿贝尔群的一个加标族.假定 G 是一个阿贝尔群，是单同 
态的一个族，使得 G 为群族 / a ( G fl ) 的直和，那么称 G 为群族 仏 的关于单同态族匕的 外直和 

(external direct sum)* 

当然，群 G 并不唯 一. 然而我们将证明在不区别同构的群的意义下它是唯一的.这里有 
一 个构造 G 的办法. 

定理 67.4 对于给定的阿贝尔群的一个族 { G n } aej ， 存在一个阿贝尔群 G 和单同态的一个 
族 f 。： G a — G , 使得 G 为群族 i „( GJ 的直和. 

证 首先考虑笛卡儿积 

ITG。. 

J 

如果我们通过按坐标相加来定义两个 J- 元素串的加法，那么它是一个阿贝尔群.设 G 是一个 
以 （A) ae 』 作为其元素的笛卡儿积的子群，其中满足以下 条件： 除去有限多个 a 之外， 
A = O a ， L 是的单位 兀. 对于给定的指标 /?， 定义&: Gj—G 使得 i〆*?) 以 x 为其第 p 个坐 
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标，并且对于任何《关/?以 O a 为其第 a 个坐标.易见， M 为单 同态. 由于 G 的每一个元素 JC 仅 
有有限个坐标不是单位元，也易见， G 中的每一个元素 x 可以唯一地表示成群族 6( Gp ) 中的元 
素的有限和. ■ 

可以直接将刻画直和的扩展条件转化为刻画外直和的扩展条件. 

定理 67.5 设 { G a h ej 为阿贝尔群的一个加标族， G 是一个阿贝尔群，4: G a — G 为同态的 
—个族.如果每一个4都是单同态，并且 G 是群族 i a ( GJ 的直和，则 G 满足以下扩展 条件： 

(* ) 对于任何阿贝尔群 ff 以及任何同态族 / i a : G a ^ H ,存在一个同态 / i : G — H ， 使得对 
于每一个 a 都有 A 。 i 0 - k a . 

此外， h 还是唯一的. 反之，如果群族 4( G ) 生成 G 并且扩展条件 （*) 成立，则每一个乙 
都是单同态，并且 G 为群族 i „( G a ) 的直和. 

证 只要 证明： 如果扩展条件成立，则每一个^为单同态.对于任意给定的指标#，令 
H = Gp 以及 h a: G tt — H 满足以下条件：当 0 = 0时为恒等同态，当时为平凡同态.令 
h ： G — H 表示满足假设条件的扩充，则特别有 A 。4=〜，这蕴涵着&为单射. ■ 

一个直接的推论便是直和的唯一性定理. 

定理 67. 6 [直和的唯一性 （uniqueness of direct sum )] 设 { G 。}„ e / 为阿贝尔群的 一 个族.设 
G 和 G ' 都是阿贝尔群，4: G a — G 和以都是单同态族，其中 G 是群族 （（ GJ 的直和， G ' 
是群族 <( GJ 的 直和. 则存在一个唯一同构 A G — G ' 使得对于每一个 a 成立. 

证应用前面的引理.（这是第四次！）由于 G 为群族 G a 的外直和， {<} 是同态的一个族， 
所以存在一个唯一同态 I 使得0。^ = £!对于每一个 a 成立.类似地，由于 G ' 是群族 

的外直和，并且{^}是同态的一个族，从而存在一个唯一同态 A G '— G 使得0。 < = L 对于每 
一个 a 成立. 于是中。令: G — G 使得4对于每一个《成立.由于 G 的恒等映射具有 
如上性质，根据引理的唯一性部分 得知： 必为 G 上的恒等映射.同理，#。0也必为6'上 
的恒等映射. ■ 

如果 G 为相对于单同 态族匕 的群族的外直和，我们有时也将 G 写成 G = ® G ft ， 尽管群 
族仏不是 G 的子群.也就是说，我们等同群 G a 与其在 t D 下的像，然后将 G 视为通常的直和， 
而不是外直和.具体情况可依照上下文而定. 

以下我们来讨论自由阿贝尔群. 

定义 设 G 是一个阿贝尔群， { aj 是 G 中元素的一个加标族， G „ 是由〜生成的 G 的子群. 
如果群族 G 生成 G ， 我们也称元素族 〜生成 G . 如果每一个群仏都是无限循环群，并且 G 为群 
族仏的直和，则称 G 为以元素族 {〜} 为基 （ base ) 的 自由阿贝尔群 （free Abelian group ), 

直和的扩展条件蕴涵着以下自由阿贝尔群的扩展条件. 

引理 67.7 设 G 是一个阿贝尔群， { a a Lu 为 G 中元素的一个族，它们生成 G . 则 G 是一 
个以 U tt } 为基的自由阿贝尔群的充分必要条件是，对于任何一个阿贝尔群 H 以及 H 中任意元 
素的一个族{%}，存在一个 G 到 H 的同态 A 使得 / i ( a a )=： y ft 对于每一个 a 成立.这时， h 是唯 
- 一 的. 
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证 令氏表示由、生成的 G 的子群.首先假定扩展性质成立.我们来证明每一个 G 都 
是无限循环群.假设有某个指标#使得元素^生成 G 的一个有限循环子群.若取 H = Z ，则 
任何同态 I G — H 都不会满足将每一个心映射到 1. 因为七 是有限阶的，而1不是有限阶 
的！要证明 G 为群族 G „ 的直 和， 只需应用引理 67.1 便可. 

反之，如果 G 是以 {&} 为基的自由阿贝尔群，则对于给定的 H 中的元素族{%}，存在同 
态 G — h 使得 / i a ( a J =： y a (因为 G fl 是无限循环群）.然后应用引理 67.1. ■ 

定理 67.8 设 G 是以{〜，•••， a „} 为基的一个自由阿贝尔群，则 n 是由 G 唯一确定的. 

证群 G 同构于重积 Z X… XZ ,子群 2 G 对应于积 （2 Z ) X … X (2 Z ). 这时商群 G /2 G 
与集合 ( Z /2 Z ) X … X ( Z /2 Z ) —一对应，从而 G /2 G 的基数为 2 n ， 于是 n 由 G 唯一确定. ■ 
如果 G 为具有有限基的自由阿贝尔群，则 G 的基元素的个数叫做 G 的秩 ( rank ). 

习题 

1. 设 G = SG fl . 证明： 这个和式为直和当且仅当等式 

x a + *** +x a = 0 

1 n 

蕴涵着每一个、 =0. (这里\ GGt 且诸指标^_两两不同 .） 

2. 证明： 若仏为^；的一个子群，那么满足 G = G ㊉ G 2 的0的子群 G 2 可能不存在. 

[提示：取 Z 及 G ! = 2 Z .] 

3. 设 G 是以 U , W 为基的自由阿贝尔群，证明 {2 :r + 3 y，x — 也是 G 的基， 

4- 阿贝尔群中元素 a 的阶 （ order ) 是指满足条件 ma = 0 的最小正整数 m ， 若这样的正整数不存 
在，则称 a 的阶为无穷大. a 的阶便是它所生成的子群的阶. 

( a ) 证明： G 的所有有限阶元素构成 G 的一个子群，称为 接子群 （torsion subgroup ). 

( b ) 证明： 若 G 是自由阿贝尔群，则它没有有限阶元素. 

( c ) 证明： 有理数加群没有有限阶元素，但它不是自由阿贝尔群.[提 示： 若{心}是一个基， 
用这个基来表示_ 

5- 举例 说明： 一 个秩为 n 的自由阿贝尔群 G 具有秩为 n 的子群 H ， H # G . 

6. 证明以下 结论： 

定理 若 A 是秩为 n 的自由阿贝尔群，则 A 的任何子群 B 都是秩不超过； z 的自由阿贝 
尔群. 

证明： 可以假 SA = Z ”， 即 Z 的 n - 重笛卡 儿积. 设① •• Z ”— Z 是到第 i 个坐标的 投影. 任意 
给定设仏为 B 的子集，其元素 X 满足 条件：当；〉 m 时， 7 ri ( x )=0, 则为 B 的 
子群.考虑 Z 的子群7^(化）.如果它是非平凡的，选取使得7^(心）为这个子群的 
生 成元. 否则，设 4=0. 

( a ) 证明： 对于每 1 个 w ，{ jc 】， …， x ffl } 生成 B m . 

( fc ) 证明： 对于每一个 m ，{々，•••， x m } 所有非零元素构成的一个基. 

( c ) 证明：艮 = B 是秩不超过”的自由阿贝尔群. 
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68 群的自由积 

在本节中，我们考虑那些未必满足交换性的群 G . 此时我们将群 G 的运算视为乘法，并且 
用1表示 G 的单位元，用: r - 1 表示: T 的逆元，用表示 Z 的重乘积，用:表示 : T — 1 的重 
乘积，用/表示 1. 

本节我们将讨论群的自由积这个概念，它对于任意群的作用相当于阿贝尔群的直和. 

设 G 是一 个群. 如果 { Ga } ae; S G 的一个子群族，如上节那样，我们称它们生成 
(generate)G, 如果 G 的每一个元素: r 都能表示成群族 G ff 中所包含的元素的有限乘积.这意味 
着存在含于这些&的有限序列 （ x , ，…，： cj 使得这一序列称为群族 G „ 中（长度 
为 n ) 的字 （ word ). 这时，我们说 G 的元素由 它表示 ( represent ). 

注意，由于这里没有交换性的假定，在: r 的表示中不能通过重组其因子而达到每一个因子 
组属于（不同的) G 的目的.然而，当 x , 与 : r , + 1 同属于一个时，我们可以将其重组而得到一 
个长度为 n — 1的字 


(•^1 ，•“ ，工卜 1 ，■^ 工 汁1 J ^ r +2 » *" , 

这个字也表示： T . 此外，若 X ,.等于1，可以将其从序列中去掉，而得到表示: T 的较短的字. 

连续地实施上述化简运算，可以得到一个表示 X 的字（％，…， 使得％ 和 ％ +1 不包含 
于同一群 G 之中，并且对于每一个纟， X -^1. 这样的字称为 约化字 （reduced word ). 然而，若 
I 为 G 的单位元，上述化简运算不再可行.这是由于此时: r 可由字 U ， cT 1 ) 表示，这个字已简 
化到长度为1的字 Om - 1 )， 从而同时消失！由此，为方便起见，我们 约定： 空集是表示 G 中单 
位元（长度为 0) 的约化字.据此，我 们有： 若群族 G a 生成 G , 则 G 的每一个元素都可以用含 
于群族的元素组成的约化字表示. 

注意，若 ( T " …， •^和^ ，…， 乂) 分别为表 TT ； a ： 和 jy 的字， 则 (工1 ， …，， ％ ，…， ％ 〉 

为表示的字.即使三个字中的前两个都是约化字，第三个也未必是约化字，除非：^与力 
位于不同的 G 中. 

定义 设 G 是一个群， { GJau 为生成 G 的 G 的一个子 群族. 假设当 a 关 仅含 
有单 位元 . 称 G 为群族 G b 的自由积 （free product )， 如果对于任何一个 16G ， 都唯一地存在 
含于群族并且表示: c 的字.此时，记作 

G = J [ G a9 

aej 

对于有限的情形，也记作 

设 G 是群族的自由积， （ A ，…， X „) 为含于群仏中的元素构成的字，对于每一个 Z 有 
工,关1_则对于每一个“存在一个唯一印使得我们可以将“它是一个约化字 ，，简 单地 
说成：对于每一'个〗有 ai ^ ai +\. 

设群族生成 G ， 其中当“#存时有为了使得 G 为这些群的自由积，只需 
判定由空字给出的1的表示是唯一的.其原因 如下： 假设这个较弱的条件成立，并且假设 
(々，…， xj 和（: v " …，〜）是表示 G 中同一元素* r 的两个约化字.设^，和汍是使得 


及:指标.由于 
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了1 




从而有 

表示 1 . 这样的字必定是可约化的， 


(: y : 1 ，…，: vT 1 ，工 1，…，^) 

由此可见必有&=#，从而这个字可约化为 


(^ 1 ，… ，:，…，工 „)• 

重复以上讨论可见，这个字也一定是可约化的，从而有: yr 1 *^ = 1 . 那么：: yi ， 由此， 1 可 
以用 


(: y : 1 ，…，: y ; 1 ，了 2 ，…， x „) 

表示.不断重复上述讨论可以得出并且对于每一个/有 1 =%. 

例 1 考虑由集合{ 0 , 1 ， 2 } 到自身的一一映射所构成的群 P . 对于 f = l ， 2 ,定义 P 中的 
元素义满足 条件： = 1 ， ^( f — l )= z •以及当）# 1 ， 2 时， ； r , 则 a 生成 P 的一 

个子群 G ,.， 其阶为 2 . 可以 验证： 仏和仏生成 P . 但 P 不是它们的自由积.比如，两个约化 
宇 （ 7 Ti ， 7 T 2 ，TTi ) 和 （ 7 T 2 ， 7 T 〗 ，兀 2 ) 表示 P 中的同一元素. ■ 


自由积也满足类似于直和的扩展条件 (extension condition ). 

引理 68.1 设 G 是一个群， { G a }* G 的子群族.若 G 为群族 G a 的自由积，则 G 满足以 


下 条件： 

O ) 对于任何群 H 以及任何同态族 G a ^ H t 存在一个同态 / i : G — H , 使得对于每一 
个《，同态 A * G a 上的限制等于 
此外， / i 是唯一的. 

该引理的逆也是成立的，只是其证明不像直和的情况那样简单.我们稍后再来讨论. 

证给定 x 6 G ， x 參 1 . 设(心 ，…， x „) 是表示 x 的约化字.若 A 存在，它必定满足等式 


h ( x ) = h ( xi )*^ h ( x n ) = h ai ( x n ) , ( * ) 

其中为满足条件 A 的指标.由此 A 是唯一的. " 

为了证明 / i 的存在性，我们定义 / t 满足 条件： 当 1 弇 1 时，&由 （*) 定义，并且令 Ml ) = l . 
由于由约化字给出的 x 的表示是唯一的，所以/ I 的定义确切.我们证明 A 是一个同态. 

首先证明一个预备性结论.任意给定一个具有正长度的由含于群族 G 。 的元素表示的字 
«; = (々，•••，： r „)， 定义 Mu ；) 为 H 中满足等式 


j>{vu) = h ai (X')… h 、 (x„) ( ** ) 

的元素，其中 a , 是使得的任何一个指标.当 = l 时〜是唯一的，因此#的定义确切. 
若 w 是空字，令 Mw ) 表示 H 上的单位元.我们 证明： 若 W 是 u ； 经某一化简运算后所得到的 
字，则 W )= 5 Kw ). 

首先假设 tt / 是从字 w 中删除 = l 后得到的字，那么由 h tti Cx i ) = l 推得 一 • 
其次，假设 a f = a ,+ i 且 



(xi ，… 


，工 I •工 1 


，… 


事实上，等式 
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h a {x i > >h Q {x i+ x > > = h a (xiX^-i) 

蕴涵着 《(w)=《(u/)， 其中 《 = l 

若 w 为群族 G a 中表示: r 的任何一个字，则容易推得 /iU)=?Ku；). 因为由 A 的定义，等 
式对任何约化字 w 成立，并且化简运算不改变纟的值. 

现在来证明 /I 是一个同态.设，…， x „) 及 Tf / = ( y : ，…，： y „) 分别是表示: r 和 :V 
的字 • 设 （w, «/) 为表示 xy 的字（:^，…， ：c„ ， ；yi ，…，： y m ). 由等式 （** ) 得到於 （w，*u/)== 
參 ( uO 0( xt /) ，从而 h ( xy ) = h ( x ) h ( y )• ■ 

现在我们考虑以下 问题： 对于任何群的一个族{&}，给出一个群 G， 它包含所有子群 
G a \ 这个子群同构于 a， 使得 G 是子群族 G/ 的自由积.我们将看到这是可以做到的，但需 
要引入一个外自由积的概念. 

定义 设 { GJ ae ; 为群的一个加 标族. 设 G 是一个群，为单同态的一个族，使 
得 G 为群族 i„(GJ 的自由积.则称 G 为群族 G a 相对于单同 态族匕 的外 自由积 （external free 
product). 

当然，群 G 不是唯一的，然而我们将证明在不区别同构的群的意义下它是唯一的. G 的构 
造比外直和的构造要困难一些. 

定理 68.2 对于给定的群的一个族 { GJ Q y ， 存在一个群 G 及单同态的一个族 G a — G , 
使得 G 是群族 i a ( GJ 的自由积. 

证 为方便起见，我们假定群族 G a 作为集合族是两两无交的.（这容易办到，因为必要的 
话，可以用 G a X{ a } 替换氏. ） 

如前所述，我们将包含于群族 G 中的元素定义一个(长度为 n 的） 字 （word)， 即 UG„ 中元 
素的 n- 元素串议=(^，…，^).这个字称为约化字，如果对于每一个£， a r -#a i+1 ,其中^为 
使得.的指标，并且对于每一个£，^不是 G a| 的单位元.我们定义空集是唯一的具有0 
长度的约化字. 注意： 我们还没有给出含有所有子群 G 的群 G， 因此目前还不能谈到“表示” G 
的元素的字. 

设 W 表示群族中所有约化字所组成的集合.令 P(W) 表示所有 一一 映射^ W—W 的 
集合，则 P(W) 是一个群，它以映射的复合运算为群的运算. P(W) 的某一个子群 G 将是我们 
所需要的群. 

第 一步. 对每一指标《及每一个: rG &，我们定义一个满足以下条件的映射％: W ^ W X 

(1) 以 L 表示 R 的单位元.若 : r = ： U ， 则7^为 W 中的恒等映射. 

(2) 若 x， y ^ G a z = xy , 则 t 。％ . 

具体定义 如下： 设 xGGa . 先明确几个记号，(&，•••，： rj 总是表示 W 中的非空元 
素， m 表示满指标.若: r 关 l fl ， 定义 t 如下： 

(i) ^(0) = (^), 

(ii) 7r x (tw) = (Xf x x , … ， x n ) 若如 /a ， 

= , …， x n ) 若 ai 且 Xi ， 

(iv)7r J (w) = (a：2 , …， x n ) 若 ai 且 h =x _1 . 
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如果 x = l fl ， 定义&为 W 的恒等映射. 

注意对每一种情形，^的值都是一个约化字，即是 W 中的元素.对于情形 （ i ) 和 （ ii )， 在 
^的作用下字的长度增加，对于情形 （ iii ); 在 t 的作用下保持字的长度 不变； 对于情形 （ iv )， 
在 &的作 用下字的长度减少.对于情形 （ iv )， ^作用在长度为1的字 w 上，其结果为一个 
空字. 

第二步.我们 证明： 如果 x ， 并且 z = xy ， 则 7 r z = t 。；^. 

如果 x 或者^等于1«，结论显然成立，因为此时^或者〜为恒等映射.以下假设2參 : U 
和 y 关：我们来计算 A 以及;％在约化字 w 处的值.需要考虑四种情形 • 

( i ) 设 w 是一个空字.我们有巧（0) = ( 30 .如果则 ；y = : r — 1 并且根据 （ iv ) 有 
心7^(0) = 0，同时 7^(0) 也是空集，因为 A 为恒等映射.如果，则 

7 V ^7 Ty (0) = ( X >) = ( z ) = 7 T Z (0). 

对于其他情形，假设加=(〜，…，工„)，其中 〜6 G ai . 

( ii ) 假设 则 7 r y ( w ) = (： y ，：^，…， sc „). 若 则 : y = x _1 且根据 （ iv ) 有;= 

(Xi ， … ， X„) , 同时由于 TTz 为恒等映射， 7Z x ivu')=VU. 如果;，贝 ! J 

n x K y (^ v ) = {xy ,Xi , *•* , x n ) 

— (z,Xi , ,X„) = K z (w). 

(iii) 设 和： va ^l a . 则 ， x 2 ，…， x„). 如果： cyA = l a ，则 7^71^ (it ； )= 

( x 2 ，•••， x n ) , 同时，由于 = l a ，？ r z ( xtO 等于 w . 如果:，则 

n x K y (, rv ^ = ixyxi , x 2 »••• * x „) 

= izx Y ，： c 2 ，•• •，： r „) = n - z ( w ). 

( iv ) 最后，假设 cr = ai 和 : yA 则 7 r y (uO = (• X ；； ， …， x n ) 9 当 n = l 时这是一个 空字. 

这时， 

^ x 7 Zy { , w ')= ix , x 2 ,"*, X n ) 

= ix ( yxi ) 9 x 2 *•" ， x „) 

— izxi y x z ，••• , x n ) = 7 c z ( iv ). 

第三步.映射 t 是 p ( w ) 中的一个元素，并且由£ 8 (工）==心定义的映射匕： P ( W ) 是 
一个单同态. 

为了证明 tg 是一个 一一 映射，注意到如果则条件 （1) 和 （2) 蕴涵着； r y 。^与 

L 。％都是 W 上的恒等 映射. 由此， 心属于 P ( W ). 事实上，条件 (2) 蕴涵着^是一个同态. 

为了证明 L 是一个单同态，只要注意如果 x 乒： U ， 则 t (0) = U )， 从而; r x 不是 W 上的恒等 
映射. 

第四步 • 设 G 是由群族 G != f a ( GJ 生成的 P ( W ) 的一个 子群. 我们证明 G 是群族 G : 的自 
由积. 

首先，我们证明若则 G : flG ; 仅含有单位元.设: rGG 且假定 t 和〜都 
不是 W 上的恒等映射，并且证明这是容易的，因为 t ( i 20 = (： c ) 而％(0) = ( 30 ,从 
而它们是不同的字. 
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其次，我们证明在群族 G / 中没有非空的约化字 

•W = (7T。 ，…，兀 ' ) 

表示 G 中的单位元.设 a ,. 是使得 Xf 6 的指标，则 a ^ a .+ i 并且对于所有 f ， x , 尹、 . 这时， 

( k X2 (…(兀〜 （0)))) = ( X ]，…，工„)， 

从而，由‘表示的 G 中的元素不是 P ( W ) 的单位元. ■ 

尽管上述关于自由积的存在性的证明的正确性是无可非议的，然而它却有一个缺陷，因为 
它没有给我们提供一个简便的办法来考虑自由积中的元素.在许多场合，这个缺陷对我们无所 
谓，因为许多应用的关键在于它的存在性.然而，人们希望对自由积的具体模型有一个更为清 
晰的了解. 

就外直和而言，我们做到了这一点.阿贝尔群族 G Q 的外直和由笛卡儿积 na 中的这样一 
些元素(^)所 构成： 仅有有限多个 a 关每一个群 G 同构于由这样一些元素所构成的 
子群 G /， 这些元素对于所有的 

对于自由积是否也有这样一个简单的模型呢？回答是肯定的.在上述证明的最后一步，我 
们证 明了： 若 ( h ， …，％)是<^'中的一个约化字，则 

^ (丌〜（…（兀、 （0)))) = (x"“.，x n ), 

此等式蕴涵着如果 7 T 是 P ( W ) 中属于自由积 G 的任何一个元素，则对应法则 7 T 4； T (0) 定义了 
一个 G 与集合 W 之间的一一对应！进而，如果; r 和/为 G 中的两个元素，使得 

7 r ( 0 ) = (工】，…， x n ) 和 k ( 0 ) = (: yi ，…， ： y *) ， 

则 7^/(0)) 是一个将字(: r , ，…，&，％，…，％)不断约化而得到的字！ 

这就为我们提供了一种了解 G 的方法.可以将 G 简单地视为集合 W ， 其上两个字的乘法 
运算就是将其连接并化简结果.单位元对应于空字.并且每一个群 G # 是 W 的一个子集，它由 
空集以及所有形如(: T ) 的长度为1的宇所组成，其中: reGp 工妾1卜 

一个问题马上 来了： 为什么不按照如上的说法去定义自由积呢？这比考虑 W 的置换群 
p ( w ) 似乎是一种更为简洁的方式.对上述问题的回 答是： 如果以此种说法作为自由积的定 
义，则群公理的验证将变得十分困难，特别是结合律的验证将异常复杂.相比较而言，前面给 
出的关于自由积的存在性的证明更为简洁和优美. 

对关于通常的自由积的扩展条件稍加修改，便可得到关于外自由积的扩展条件. 

定理 68.3 设 { G ^} 是群的一个族， G 是一个群，为同态的一个族.如果每一个 
乙都是 一个单同态，并且 G 为群族 L ( G Q ) 的自由积，则 G 满足以下 条件： 

对于任何一个群 H ， 以及任何同态的一个族 G 0 — H ， 存在一个同态 / i : 

G — 使得对于每一个 a 都有/1 。 i a =h Q , ( 0 

此外 ， A 是唯 一的. 

由此得到的一个结论是自由积的唯一性定理，它的证明与直和情形的证明非常相似，我们 
将其留给读者. 

定理 68. 4[自由积的唯 一 性 （uniqueness of free product )] 设 { G a 是群的一个族.假设 
G 和 G /都 是群， ia: G a — G 和 i 二 G ' 都是单同态族，使得和 H /( G Q )} 分别生成 G 
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和 G '. 如果 G 和 G ' 分别具有前述引理中陈述的扩展性质，则有一个唯一的同构 h 使 

得对于每一个 a 有#。 i a — t a . 

最后，我们能够证明扩展条件决定了自由积，即证明引理 68. 1和 68. 3的逆. 

引理 68 .S 设 { GJ ^ /是 群的一个族.假设 G 是一个群， £ a: G a — G 是同态的一个族.如 
果引理 68.3 中的扩展条件成立，则每一个 C 都是一个单同态，并且 G 是群族 f a ( GJ 的自 
由积. 

证我们首先证明每一个 L 是一个单同态.任意给定一个指标仏记设圮： 
H 满足 条件： 当时为恒等映射，当《关0时为平凡同态.设& 为由扩展条件 

给出的同态.则 " 。 ~ = 从而 G 为单射. 

根据定理68.2,存在一个群 G ' 和单同态的一个族 z 〔： G a — G ' 使得 C 是群 <( G a ) 的自由 
积.都具有引理68_3中的扩展性质.则前面的定理蕴 涵着： 存在一个同构 h G — 以使 
得多 。 = 由此立即得到 G 为群族 L ( G a ) 的自由积. ■ 

我们再来证明与推论 67. 2和 67. 3类似的两个结果. 

推论 68.6 其中 G 和仏分别是子群族 { H a } flej 和 { i ^}# eK 的自由积.如 
果指标集 J 与 K 无交，则 G 为子群族的自由积. 

证这个证明几乎是推论 67. 2的证明的翻版. ■ 

这个结论特别蕴涵着 

* G2 * G 3 = G] * (G2 * G 3 ) = (Gj * G 2 ) * G 3 . 

为了表述下一个定理，我们需回忆一下群论中的某些概念.设: c 和: v 都是群 G 中的元素， 
称: y 共辆 （ conjugate ) 于 x ， 如果对于每一个 c 6 G , : v = cxc — 1 成立.群 G 的正规子群是一个含 
有群中所有元素的所有共辄元的子群. 

设 S 为 G 的一个子集，我们考虑 G 中包含 S 的所有正规子群的交 N . 易见， N 自身也是 
一个 G 的正规子群， 称为 G 中包含 S 的最小的正规子群 （least normal subgroup ). 

定理 68 . 7 设0=^ 1 *0 2 .设况 SG , 的正规子群 ， i = 2. 如果 N 是 G 中包含7^和 

N 2 的最小正规子群，则 

G / N ^ ( Gx / iV ,) * ( G 2 / N 2 ). 

证内射与投影同态的复合 

Gi ^ G ] * G 2 - ► (Gi * G2 )/.N 

将凡映为单位元，从而它诱导了一个同态 

ii tG '/ N ' ―^ ( G , * G 2 )/ N . 

类似地，内射与投影同态的复合诱导了一个同态 

. i 2 ： G z / N 2 — * G 2 )/ N . 

我们来证明 z \ 和 i 2 满足引理 68.5 中的扩展 条件. 由此可见，和是单同态并且 
( G , * G 2 )/ N 是相对于这两个单同态的 与 G 2 / N 2 的外自由积. 

设心： G / N , — H 和 / i 2: G 2 / N 2 — H 为任意两个同态，则关于的扩展条件蕴涵着 
存在一个从 G , * G 2 到 H 的同态，它等于投射与 G ,. 上的映射心的复合 
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G , — ^ GJNi — ► H , 

其中 f = l ，2. 此同态将凡与]\^ 2 中的元素映射为单位元，因此，它的核包含 IV . 从而，它诱 
导了一个同态 / i : ( G ! * G 2 )/ iV — H ， 满足 。 h 及 h 2 = h 。 i 2 . ■ 

推论 68. 8如果 NSGi * G 2 中包含 Q 的最小正规子群 ， M (Gi * G 2 )/ N ^ G 2 . 

在进一步的讨论中，我们将经常用到“最小正规子群”的概念.显然，如果 N 是 G 中包含 
子集 S 的最小正规子群，则 iV 包含 S 以及 S 的所有元素的所有共轭元.为以后使用方便，我 
们来验证这些元素实际 上生成 N . 

引理 68.9 设 S 为群 G 的一个 子集. 如果 iV 为 G 中包含 S 的最小正规子群，则 S 中所有 
元素的所有共扼元生成 iV . 

证 设是由所有 S 的元素的所有共轭元生成的 G 的子群，我们有 ATCN . 为验证相反 
的包含关系，只需证明是 G 的正规子群.任意选取 zeiV ' 以及 c 6 G ， 我们证明 ca — 1 6 
可以将 X 写成:…的形式，其中每一个 X ,.都共辄于 S 中的某一个元素这时 
cxc '" 1 也共扼于因为 

cxc~ l = Ccjt 1 c~ 1 ) (cx 2 c~ l )-"(c^ ： n C~ 1 ) » 

从而 dc - 1 是 S 的元素的共轭元的乘积，因此 ■ 

习题 

1. 验证例1中的细节. 

2. 设 G = G , * G 2 ， 其中 G 和 G 2 都 是非平 凡群. 

U ) 证明 G 不是阿贝尔群. 

( b ) 对于 xGG ， 定义 x 的长度 为0:和仏中表示： c 的元素的唯一的约化字的长度. 证明： 
如果 * r 的长度为偶数(不小于2)，则: r 不是无限阶的.如果: r 的长度为奇数，则: r 共轭 
于一个具有较短长度的元素. 

( c ) 证明 G 中的有限阶元素是 G : 和(5 2 中的有限阶元素及其共轭元. 

3. 设对于令 cGk — 1 表示所有形如的元素，其中 xGG . 它是 G 的 
一个子群，证明它与（? 2 的交只含有单位元. 

4. 证明定理 68. 4. 

69自由群 

设 G 是一个群，是 G 中元素的一个族，其中 a ej . 我们称 元素族 UJ 生成 G ， 若 G 

的每一元素都能表示成元素族 {〜} 的幂的乘积 • 如果元素族 { aj 是有限的，则称 G 是有限生成 
的 （finitely generated ). 

定义 设{(^}为 G 中元素的一个族.假设每一个〜生成 G 的一个无限循环子群 G a . 如果 
G 为群 { G n } 的自由积，则称 G 为自由群 （free group )， 并且称 } 为 G 的一个 自由生成元组 
(system of free generators ). 

此时， G 的每一个元素 X 可由群族 G ff 中的元素给出的约化字表示，并且这种表示是唯一 
的.也就是说，如果: r # l ， 则^能被唯一地写成 
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x = (a ai ) n * … （ S ) n * ， 

其中，对于每一个•关％ +1 并且〜关 0. (当然，〜可能是负数 .） 

自由群由下面的扩展性质所刻画. 

引理 69.1 设 G 是一个群，，为 G 中元素的一 个族. 如果 G 是具有自由生成元组 
{化}的一个自由群，则 G 满足以下 条件： 

对于任意给定的群 H 及任何 H 中的元素的一个族{火}，存在一个同态 A : 

G — H 使得对于每一个《成立. （*) 

此外， A 是唯一的.反之，如果扩展条件 （*) 成立，则 G 是具有自由生成元组 {〜} 的自由群 • 

证 如果 G 为自由群，则对于每一个 a ， ^生成的群0 0 是一个无限循环群，从而存在一 
个同 态心： H 使得心（〜）=又.然后应用引理 68.1. 为了证明逆命题成立，设0是一个 
固定的指标.根据假设，存在一个同态 M G — Z 使得 = 1并且当时， hUO ，, 因此 
群化是无限循环的.然后应用引理 68. 5. ■ 

上一节的结论(尤其是推论 68. 6) 蕴涵着以下定理. 

定理 69.2 设 G = G : * G 2 ， 其中 G 和0 2 分别是具有自由生成元组{〜} ( ^和 {(2 J q6K 的两 
个自由群，如果 J 和 iC 是无交的，则 G 是一个具有自由生成元组 { a fl } ae ; UK 的自由群. 

定义 设为任何一个加标族.设仏表示所有形如的符号的集合.通过 

定义 

< • (C = a^ m 

使得 G a 成为一个群，则 < 为的单位元，并且 a a _fI 为 < 2 :的逆元，将 4 简记为 a a . 我们将 
{ G a } 的外自由积叫 做元素族 a a 上的自由群 （free group on the elements a ff ). 

若 G 是元素族 l 上的自由群，我们通常对群 G a 中的元素与其在外自由积构造中所涉及的 
单同态 G 的像不加区别.从而，将每一个 A 视为 G 中的元素，并且族 u a } 形成 G 的 
一个自由生成元组. 

自由群与自由阿贝尔群之间有着密切的联系.为说明这一联系，我们回忆一下代数中交换 
子子群的概念. 

定义 设 G 是一个群.如果: T ， y eG ， 我们用[ X ，： V ]表示 G 中的元素 

[ 文，夕 ]= xyx~ l y~ l , 

并且将其称为 x 和: y 的 交换子 （ commutator ). 由 G 中的所有交换子所生成的子群称为 G 的交 
换子子群 （commutator subgroup ) ，并记作 [ G ， G ]- 

下面的结论是已知的，为完整起见，这里给出一个证明. 

定理 69.3 对任何 G ， 交换子子群 [ G ， G ] 是 G 的一个正规子群，并且商群 G /[ G ， G ] 是 
一 个阿贝 尔群. 若 / i : 为 G 到任何阿贝尔群 H 的一个同态，则 /I 的核包含 [ G ， G ], 从 

而 A 诱导一个同态表： G /[ G , G ]— H . 

证 第一步.首先我们证明每一个交换子的共轭元是 [ G ， G ] 中的元素.推导 如下： 

= (g 工 : y 工 — 】）（ l)( ： y _1 片一 D 
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=(gjcyx ~ l ) (g~ l y 1 yg ) (3；' 1 g ~ x ) 

= Ugx) yigxr 1 y - 1 )(ygy~ l g- 1 ) 

= Lg ^ - [: y ， g ]， 

即这个元在 [ G ， G ] 中. 

第二步 • 我们来证明 [ G ， G ] 为 G 的一个正规子群.设 z 为 [ G ， G ] 中的任何一个元素，我 
们证明 z 的共轭元 gzg - 1 在 [ G ， G ] 中.元素2是交换子及其逆元的乘积.由于 

[ 工， : y]— 1 = ixyx~ l y~ x y l = [: y ， :c ]， 

所以 z 实际上也等于交换子的乘积.其中^是交换子，则 

gzg ^ 1 = igz x g~ x ) (gz 2 g~ } ) — igz n g~ x ) , 

根据第一步可见，它是 [ G ， G ] 中元素的乘积，从而属于 [ G ， G ]. 

第 三步 . 我们证明 G /[ G ， G ] 是一个阿贝尔群. 设 G ' = [ G ， G ]. 我们希望证明 

(aG^ibG') = (bG’ ） (aG ，）， 

即此式等价于 

a- l b~ l abG f = G\ 

由于 f 1 ] 是 G ' 中的一个元素，所以上式成立. 

第四步.为了完成证明， 注意： 由于 H 是一个阿贝尔群，所以&将每一个交换子映为 H 
的单位元.于是，&的核包含 [ G ， G ]， 从而 / i 诱导出一个同态 t ■ 

定理 69.4 设 G 是以、为自由生成元组的自由群，则 G /[ G ， G ] 是一个以[化]为基的自 
由阿风尔群，这里[〜]表示 G /[ G ， G ] 中〜的陪集 • 

证 我们应用引理 67.7. 任意给定一个阿贝尔群 H 中的元素族{ % }，存在一个同态 
h ： 使得/^00=%对于每一个 a 成立.由于 H 是一个阿贝尔群，/ I 的核包含 [ G ， G ]. 

因此/ I 诱导出一个同态 h G /[ G ， 将 DO 映为九. ■ 

推论 69 .S 如果 G 是一个具有 w 个自由生成元的自由群，则 G 的每一个自由生成元组有 n 
个元素. 

证自由阿贝尔群 G /[ G ， G ] 的秩为 n . ■ 

自由群有许多与自由阿贝尔群类似的性质.例如，如果 H 是自由阿贝尔群 G 的子群，则 
H 也是一个自由阿贝尔群.（对于有限秩的情形，第67节的习题6给出了一个证明的概要 .一 

般情形的证明与此类似 •） 类似的结果对于自由群也成立，只是其证明相当复杂.我们将在第 
14章应用覆叠空间理论来证明它. 

另一方面，自由群与自由阿贝尔群间也有许多差异.任何秩为72的自由阿贝尔群，其子群 
的秩最多是 n . 然而，类似的结论对于自由群并不成立.如果 G 是一个 n 个元素组成的自由生 
成元组的自由群，那么 G 的子群的自由生成元组的基数可以大于 n ， 以至于是无限的！我们将 
在后面解释这种情形. 


生成元与关系 


群论中的基本问题是对给定的两个群决定它们是否同构.对于自由阿贝尔群，这一问题已 
被 解决： 两个群是同构的当且仅当它们的基有相同的基数.类似地，两个自由群是同构的当且 
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仅当它们的自由生成元组有相同的基数.（我们已针对有限基数的情形给出了证明 .） 

然而，对于一般的群，问题的答案不那么简单.只是对有限生成的阿贝尔群才有简明的 
答案. 

如果 G 是一个有限生成的阿贝尔群，那么有一个基本定理，其结论 是说： G 是两个子群的直 
和，即 G = H ㊉ T ， 其中 H 是秩有限的自由阿贝尔群， T 是所有有限阶元素组成的子群(称： T 为 G 
的 挠子群 (torsion subgroup ). ) H 的秩是由 G 唯一确定的，因为其秩便是 G 相对于它的挠子群的商 
群的秩.这个数值通常称为 G 的 Betti 数 (Betti number ). 此外，子群丁自身可以表示成以素数方 
幂为阶的有限多个循环群的直和.这些群的阶数由 T 唯一决定(从而也由 G 唯一决定），它们被称 
为 G 的初 等因子 (elementary divisor ). G 的同构类完全由它的 Betti 数及它的初等因子决定， 

如果 G 不是阿贝尔群，我们还没有一个令人满意的答案，即便 G 是有限生成的也是如此. 
关于决定 G 的等价类的条件，我们所能给出的只是以下一些 事实： 

对于给定的 G ， 假设 G 的生成元的族 { aj ^』 已经给定，设 F 是由元素 { aj 给出的自由群， 
那么，这些元素到 G 的映射 &(〜）= 心可以扩充为一个满同态幻 F — G . 如果 JV 等于 / z 的核，则 
F / N ^ G . 因而，刻画 G 的一个方法 便是： 给出 G 的生成元族 {〜}, 并且以某种方式给出子群 N 
的特征. N 的每一个元素称为 F 上的一个关系 （ relation )， 并且 N 称为关系子群 （relations 
subgroup ). 我们可以通过给出： T 的一个生成元的集合来描述子群 iV . 然而由于 N 是 F 的一个正 
规子群，所以还可以用一个较小的集合来描述 / V . 特别地，我们也可以用 F 中元素的一个族 
{ q } 来描述 iV ， 只是要求这些元素及其共轭元共同生成 N ， 也就是说， N 是包含这些~的 F 的 

最小正规子群.对于这种情形，我们也将族 {◊} 称为 G 的一个 关系的完备集 （complete set of 
relation ). 

由于 N 的每一个元素均属于 F ， 因而它当然可以由 G 的生成元 { a s } 的幂给出的约化字唯 
一表示 • 当我们提到 G 的生成元上的一个关系时，有时是指这一约化字，而不是它所表示的 
N 中的元素.具体含义可依照上下文来判定. 

定义 设 G 是一个群 ， G 的一 个表示 （ presentation 〉 是指 1 G 的生成元的一个族 { a fl } 连同 G 
的关系的一个完备集彳。}，其中每一个 r 〃都是集合 {〜} 生成的自由群中的一个元素.若 
{ aj 是有限族，则 G 当然是有限生 成的. 如果 { aj 和 {;>} 都是有限的，则 G 称为 有限表示的 
(finitely presented ) ,并且这两个族一起称为 G 的一 个有限表示 （finite presentation ). 

这种刻画 G 的方式还远未达到令人满意的程度. G 的一个表示在不区别同构的群的意义下唯 
一地决定了 G . 但是，具有两个全然不同的表示的群却可能是同构的.并且，即使对于有限的情 
形，我们也无法确定具有不同表示的两个群是否同构 • 这就是群论中的“同构问题的不可解 性”. 
但是，我们所能做到的仅此而已！ 

习题 

1. 若 G=Gi * G 2 , 证明 

G/[G ， G] 兰 （ G] /[_Gi ， Gi]) ㊉ （ G 2 /[G 2 ， G2]). 

[提 示： 对直和和自由积应用扩展条件来定义同态 

G / LG ^ GD ^ CGj / CG ,， GJ ) ㊉ ( G 2 /[ G 2 , G 2 ]) 
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使得它们互逆 .] 

2. 将上题的结果推广到任意自由积上. 

3. 定理 设 * G 2 ①， 其中 G 和 G 2 分别是阶为 m 和阶为 n 的循环群，则 m 和 n 是由 G 
唯一确定的. 

( a ) 证明 G /[ G ， G ] 的阶为 mn . 

( b ) 确定最大整数々使得 G 含有 阶为& 的元素.（见第 68 节的习题 2.) 

( c ) 证明定理. 

4. 证明： 若其中 G 和仏分别是阶为 m 和阶为 n 的循环群，则一般而言， m 和 
n 不能由 G 唯一确定.[提 示： 若 m 和 n 分别为素数，证明 G 是 mn 阶循环群 .] 

70 Seifert-van Kampen 定理 

我们现在回到决定空间 X 的基本群的问题，这里空间 X 可以表示成两个开集 U 和 V 之 
并，并且它们的交是道路连通的.我们已在第59节中证 明了： 如果两个群7^(17, 
: c 。） 和 7 n ( V ， x 。） 在由内射诱导的同态下在 7 n ( X ， ： c Q ) 中的像生成 7 n ( X ， x 0 ). 本节我们将证明 
: r 。） 完全由上述两个群、群; n ( I 7 riV ， x 。） 以及由内射诱导的群的同态决定.这是关于 
基本群的一个基本结论.应用这一结论，我们便能够计算包括2维紧致流形在内的许多空间的 
基本群. 

定理 70. 1 [ Seifert - van Kampen 定理 （ Seifert-van Kampen theorem )] iS . X = U[jVj 其中 U 和 
v 为 x 中的开集.假设 u ， v 以及 unv 都是道路连通的，设 H 是一个群，并且 

^1 \ 7 t \ (U -^ H 和 < t >2 : KliViXo ) - H 

是两个同态，设6， f 2 , 灸 是依照下图所示内射诱导的同态， 

兀肌工。） 



如果 A 。 f =必 2 。,则存在一个唯一同态0: 7 T 1 ( X ， — H 使得0。和0。 j 2 = 务 2 
成立. 

这个定理告诉 我们： 如果七和&是“在 i / nv 上相容”的任何两个同态，则它们诱导出从 
7 Tl ( X , X 。）到 ff 的一个同态. 

证 唯一性的证明是简单的.定理 59. 1告诉 我们： ^( X , X 。） 是由） i 和> 2 的像生成的. 
少在生成元夂（仏）上的值必为么（幻），它在生成元 j 2 ( g 2 ) 上的值必为& ( g 2 ). 因此少完全由 
^ 和心 所决定.而证明少的存在性则不那么容易. 


①原书中误作 G—Gi * Gi . 


译者注 
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为方便起见，我们引人以下 记号： 对于 X 中的一条道路/，用 [/] 表示/在 X 中的道路同 
伦类_ 如果/位于 U 中，用 [/] u 表示/在 u 中的道路同伦类.[/>及[/1爪等记号的定义 
是类似的. 

第一步. 我们首先定义一个集合间的 映射! 0,它将1/或者 V 中以:为基点 的回路 /映为 
群 H 中的一个元素.规定 

〆 /) = A ( C /] u ) 如果/在 U 中， 
p ( f ) = i>2 ([/]v> 如果 / 在 V 中. 

这时^的定义是确切的，这是因为若/既在 U 中又在 V 中，则有 

多1 ([/](/) = 炎1 Z 1 dflV ) 和 ^2 ([/ lv ) ― ^2^2 CE / Dl / pv ) » 

根据假设 H 中的这两个值相等.集合间的映射^满足以下两个 条件： 

(1) 如果 [/][/ = [ g ] L 7 或者 [/]V = [ g ] V ， 则 p ( f 、= p ( g ). 

(2) 如果/和 g 都在 U 中或者都在 V 中，则 p ( f ^ g ) = 〆 /) • 〆 &). 

前者成立是根据定义，后者成立是因为乂和 A 都是同态. 

第二步.进一步将^扩充为〜它将每一条 U 或 V 中的道路/映为 H 中的某一个元素， 
要求 c 满足第一步中的条件(1)，并且当 /* g 有定义时，〃满足条件(2)_ 

首先，对于每一个 x 6 X ， 依如下方式选取 一 条从： Co 到： C 的道路心：如果 • XfX 。， 取 t 
为：^点处的常值道路.如果: ret / nv ， 取 I 为 l / hv 中的某一条 道路. 如果* r 在 u 或 v 中 
但不在 unv 中，分别取 I 为 u 或者 v 中的某一条道路. 

然后，对任何 U 或 V 中的道路/，按照 

L ( f ) = a x * ( f ^ a y ) 

分别定义 U 或 V 中以 x Q 为基点的回路 L (/), 其中2为/的起点，： y 为/的终点.见图 70.1. 
最后，定义 

cr(/) =〆!>( /)). 



图 70. 1 


我们先来证明 a 的确是^的一个扩充.如果/是位于 LJ 或 V 中的一条以: T 。 为基点的回路， 
则由于是常值道路，从而 


328 第 章 Seifert-van Kampen 定理 


^(/) = e XQ * (/* g 0 ). 

那么， U /) 在 U 或 V 中道路同伦于 /• 由于^满足条件 CO , 所以 〆 因此= 

〆/). 

为了验证条件（1>，设/和 g 是位于1/或者 V 中彼此道路同伦的道路.那么，回路 L (/) 

和 L ( g ) 也是在1/或者 V 中彼此道路同伦的，从而"满足条件 （1). 为了验证条件（2)，设/和 

g 为 U 或 V 中满足 /( l ) = g (0) 的任何两条道路，则对于适当的点: r ， y 以及^有 

L(f) * L(g) = (a x * (/ * a^)) * (a y ^ (g ^ a z )), 

这条回路在 U 或 V 中道路同伦于 L (/* g ). 对于户应用条件 （1) 和（2)，则有 

^>CL(/*g)) - p(Uf)^Ug)) =〆[(/)) •p(Lig)). 

因此 〆 / * g ) =<?(/) • 

第 三步. 最后，我们将0扩充为集合间的映射 r , 使得 r 将 X 中的任意一条道路/映为 H 
中的一个元素，要求它满足以下 条件： 

(1) 如果[/] = [《]，则 〆 /)= r ( g ). 

(2) 如果有定义，则 r (/* g )= r (/) - r ( g ). 

对于给定的/，选取[0, 1] 区间的一个分划 s 0 O “< s „ ， 使得/将每一个子区间 [ SH ， Si ] 
映到 L 7 或 V 中.令/,表示[0, 1] 到 &] 的正线性映射与/丨 [W 的复合.这时/, 
是位于 U 或 V 中的道路，并且 

[/] = [/】]*〜* [/”]• 

如果 r 是0的一个扩充并且满足条件 （1) 和（2)，则必有 

r(/) = (T(/l) • ( * ) 

于是我们将用此等式作为 r 的定义， 

我们将证明这个定义与分划的选取无关.这只要 证明： 若将某一个点 f 插入到分划中，则 
r (/) 的值保持不变.设指标/满足条件^^<^><0,，当对于新分划计算 r (/) 时，公式 （*) 的变 
化仅仅是 〆 /,)不出现，取而代之的是 cr (/) • 〆〆 ')，其中/;和/了分别为[0, 1] 到[5^， />] 和 
以，\]的正线性映射与/在相应区间上的限制的复合.而/,在1/或 V 中与/;*/〗道路同伦， 
由于 a 满足条件 （1) 及（2)，我们有因此， r 的定义是确切的. 

因而，^是0的一个 扩充. 因为若/本身在 U 或 V 中，我们可以选取[0, 1] 上的平凡分划 
来定义 r (/)， 从而根据定义， r (/)= a (/>. 

第四步 • 我们证明条件 （1) 对于集合间的映射 r 成立，这部分的证明需特别小心. 

我们先就一个特殊情形验证这个条件.设/和 g 为 X 中由： r 到^的两条道路， F 为二者间 
的 同伦. 此外，我们还假设存在 [0, 1] 的 分划知 ，…，5„，使得 F 将每一个 矩形反 = [&,， 5 l .]X/ 
映人 U 与 V 之一.我们在这个附加的假设下来证明 r (/)= r ( g ). 

对于给定的考虑由[0, 1] 到 U-p &] 的正线性映射与/或 g 的复合，将它们分别记作 
/,和仏 • F 在矩形艮上的限制给出的是/,与仏间在*7或^中的一个同伦，然而 F 未必是一 
个道路同伦，因为在同伦过程中道路的端点可能移动.我们来考察同伦过程中道路端点的轨 
迹 .定义译 为道路 A ( t ) = F ( Sl ， t )， 则尽为 X 中从/(^)到 〆 的一条道路•道路戍 和爲分 
别为点: r 和 y 处的常值道路.见图 70. 2. 我们 证明： 对于每一个 
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fi * ^ * gi 

是在 U 或 V 中的道路同伦. 



图 70. 2 

在矩形尺中，我们取沿尺的下边线和右边线的由经由 & X 0 到 S , X 1 的那条折线 
道路，这条道路在 F 的作用下便得到了道路 /,_* 心 类似地，取沿尺的左边线和上边线的那 
条折线道路，这条道路在 F 的作用下便得到了 道路仏 ^ 由于尺是凸集，存在一个在艮 

中的两条折线间的道路同伦，因此由 F 给出 /, * 戽与 * 仏之间的一个在 U 或 V 中的道路 
同伦.这便是我们所需的道路同伦. 

由于 CT 满足条件 （1) 和（2)，我们有 

£?■(/, )• ) = CT(j9h ) • <T(gi ) ， 

因此 

a(/ t ) = a(/3i-i) • a(.gi) • a(/3 t ) _1 . ( * * ) 

类似地，由于禺和戽为常值道路，我们有 〆 饵）戽 ）= 1. (因为戽*戍=浓蕴涵着 cr (戽） • 

0 ( jft ) — aCjS ])-) 

推导 如下： 

r(/) = (t(/i ) • (7(/ 2 )•••<?(/„)• 

对此式应用 （** > 并化简，我们有 

r(/) = a(gi ) - a(g- 2 )*"tr(£ n ) 

= rig ). 

从而，我们就这一特别情形证明了条件 (1). 

下面我们就一般情形证明条件 (1). 任意给定道路/和左以及二者间的一个同伦 F ， 选取 
[0， 1] 的分划 s 。， …，&和 G ， …， L 使得 F 将每一个子矩形 [& H ，5 ( ] X [^ 1? 映入17或 
7中.若/,为道路 /, ( S ) = F ( 5 , ~)，则/。=/且/„ =心由于道路和，满足前述特殊情 
形的条件，从而对于每一个!) = 〆 />)，所以有 r (/)= r ( g 〉. 

第五步 • 我们证明集合之间的映射 r 满足条件 （2). 给定 X 中的一条道路/*#，选取 
[0， 1] 的一个包含点1/2作为分点的分划&<>.<&，使得将每一子区间映射到 U 或 V 
中.设指 标&满 足条件 ^ = 1/2. 

当<=1， …， 々时，由[0， 1] 到的正线性映射复合 /* g 所得到的道路就是由 
[0, 1] 到[2^^，2&]的正线性映射复合/所得到的道路，将此道路记为类似地，当 f = 
走+ 1，…，”时，由[0, 1] 到 U — ,，的正线性映射复合所得到的道路就是由[0, 1] 到 
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[25,-,-!, 2 s , — 1]的正线性映射复合 g 所得到的道路，将此道路记为 g ,-*. 将分划〜，…，心 
应用于道路 /* g 的定义域，我们有 

r(/* = £T(/l) … • £T(gl)...ff(gd). 

将分划 h 。， …，2 &应用 于道路/，我们有 

r (/) = cr(/i >•• 〆 /*)• 

将分划2 〜一 1，…， — 1应用于道路 g *， 我们有 

r ( g ) = ex (茗 1) …〆 gv *). 

因此 (2) 显然成立， 

第六步.定理的证明.对于 X 中以为基点的每一条回路/，我们定义 

少 ([/]) = r (/). 

条件 （1) 和 （2) 说明中为定义确切的同态. 

我们来证明如果/ 是以 中的一条回路，则 

O0'i([/]l/))= ① ([/]) 

= r(/) 

= 〆 /)= 多1 ([/][/). 

类似地，少。 y 2 _ 

上述定理是 Seifert-van Kamperx 定理的现代形式.以下我们再来给出它的经典形式，它涉 
及两个群的自由积.前面我们已经提到过，当 G 是外自由积 G = Q * G 2 时，为简化记号，经 
常将 Q 和0 2 视为 G 的子群. 

定理 70. 2 [ Seifert-van Kampen 定理的经典形式 （ Seifert-van Kampen theorem , classical 
version )] 假设如前一定理.设 

j ：7 t \ (U , X 0 ) * TCi ( VfXo ') - ^ K \ ( X , x 0 ) 

是自由积的同态，并且是由内射诱导的同态） ： 和允的扩充.则 i 是一个满射，并且它的核为 
自由积的最小正规子群 N ， 它包含了所有形如 

(i'l (g)— 1 “2 (g)) 

的字表示的元素，其中犮 x 0 ). 

换言之，）的核是由自由积中所有形如的元素以及它们的共轭元所生成的群. 
证 由于是由夂和> 2 的像所生成的，因此 j 为满射， 

我们证明 iVCZker 丨 由于 ker ) 是正规的，我们只要证明对任何 g 6们07 H V ，： r 。） , 
6( g ) — W 2 ( g ) 属于 kerj . 如果 h LTflV— X 是内射，贝 ! J 

= jihig ') = i * (茗） = jzh ^ g } = jii ( g ). 

于是2'1(尽） _1 !‘2(发)属于_/的核. 

因此 j 诱导一个满同态 

k ：7 Ti(JJ 9X0 ) * ^1 (V » Xo)/N - *^ K \ ( X » X 0 ). 

我们证明々是一个单射，由此得到~ = 1^1_；\这只要 证明々 有一个左逆. 
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令 H 表示群 mOJ ， j ： o ) Xo ^/ N . 又设6:7^07, ： r 0 )—H 是 TnCU ， x 0 ) 到自由积 

的内射与自由积到它相对于 N 的商群的投射两者的复合.类似地，定义表：^(^，•考 
虑下 图表： 


7 C \( U , Xq ) 



n \( V , xo ) 


易见， A 。。 f 2 . 因为若 I 。），则 为 H 中的陪集 MdN ， 

而 A ( h ( g )) 为陪集 i 2 Q ) N . 由于以所以两个陪集相等. 

根据定理 70. 1推 出：存 在一个同态少：〜（叉， x 。）— H 使得少。^二七及少。 = 我们 
证明步是々的左逆.这只要证明步。々作用在 H 的每一个生成元上恒等，也就是说，对每一个 
属于 m ( U ， x 。） 或们（7,心）的发，少。々作用在形如 gN 的陪集上等于其自身.因为当 
07, ： r 。） 时，我们有 

kdgN ) = jig ) = n ( g ), 

由此得到 

中 (HgN)) == 少 (ji(g)) = 炎 i(g) = gN , 

这便是我们要证明的.当％)时情况是类似的. ■ 

推论 70.3 假设同 Seifert-van Kampen 定理.如果是单连通的，则存在一个同构 

k : k\(XJjXq) * n\ ( V, x 0 ) - ► n\ (X,o ： o), 

推论 70. 4 假设同 Seifert-van Kampen 定理.如果 V 是单连通的，则存在一个同构 

k : tt\ (LT,x 0 )/N ► ^ 1 ( X, x 0 ) * 

其中 7 V 为包含同态 

i\ ini (u n v9X0) — ► tti (u ， x 0 ) 

的像的 thCL /，： r 0 ) 的最小正规子群. 

例 1 设 X 是一个矢空间，则 X 是可表示成三条弧 A ， B 和 C 之并的一个 Hausdorff 空 
间，其中每两条弧的交点恰为它们各自的端点/ >和1 前面我们已 
经证明了 X 的基本群不是阿贝尔群.此处我们证明其基本群为具有 
两个生成元的自由群. 

设 a 和6分别为 A 和 B 的内点.将 X 写成两个开集 L 7 =X — a 
与之并.见图 70.3. 空间 L / nV=X — a — 6是单连通的， 

因为它是可缩的.进而， LT 和 V 都以无限循环群为基本群，因为 L 7 
有 BUC 的伦型， V 有 AUC 的 伦型. 因此， X 的基本群是两个无 
限循环群的自由积，也就是说，它是具有两个生成元的自由群. ■ 

图 70. 3 

习题 

在以下习题中，假设条件同 Seifert-van Kampen 定理中的一样. 
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1. 设由内射 h unv — X 诱导的同态 h 是平凡的. 

U ) 证明：夂 和夂 诱导一个满同态 

h ：( n l { U , x 0 )/ N ,) * (^( V , x 0 )/ N 2 ) -^( X , x 0 ), 

其中〜，是兀八卩， X 。）中包含6的像的最小正规子群，]^是〜（7, ： T 。） 中包含的像的 
最小正规子群. 

( b ) 证明/^是一个同构.[提 示： 应用定理 70.1 定义/^的左逆 .] 

2. 设~为满射. 

( a ) 证明欠诱导一个满同态 

h ： K\ (.U,X 0 )/M - *-7Tl (X,a ： o) * 

其中 M 是包含 A ( k er “）的; n ( L /， ： T 。） 的最小正规子群.[提示 ：证明 为满射 .] 

( b ) 证明 A 是一个同构.[提 示： 设 ^ 0 )/ M , th ( U ， ： r Q )-^ H 为 投影. 运用 
7 n ( C / riV , j： 0 )/ker h 同构于 7 n ( V ，工。 ） 这一事实来定义一个同态炎 2 : ?ri ( V , x 0 )^ H . 
再运用定理 70. 1定义/ I 的一个左逆 .] 

3. ( a ) 证明：若(^和&具有有限表示，则(^*仏也具有有限表示. 

( b ) 证明： 若; rJUnV ， x D ) 是有限生成的，并且; r ^ C ；， 心）和 tt ^ V ， x 。） 具有有限表示，则 
7 n ( X ， ： c 0 ) 也具有有限表示.[提 示：若 是7^07, x 0 ) *^( V , : r 0 ) 中含有所有元素 
以&疒 1 以&)的正规子群，这里&取遍 TnO ^ nV ， x 。） 的一个由生成元构成的集合，则 
对于任何 g ， N ' 包含 ^( g ) — 、（尽)， ] 

71圆周束的基本群 

本节我们引入圆周束这样一个概念，并计算它的基本群. 

定义假设 X 是一个可以表示成单位圆周 S 〗 的有限个同胚 像3 1 ，…， S n 之并的 Hausdorff 

空间 • 若存在 X 的一个点夕使得只要•便有\门3,= {/>}，则称 X 是圆周 Si ，…， S „ 的束 
( wedge ). 

由于每—个空间 5; 是紧致的，从而它是空间 X 中的一个闭集.此外， X 可以嵌人平面， 
如果 C , 表示旧中以（£， 0) 为圆心、以；为半径的圆周，则 X 同胚于 GU … UC „. 

定理 71.1 设 X 是圆周&，…， S „ 的束， p 是这些圓周的公共点.则 tt ^ X ， /0是一个 

自由群 • 若 S , 中的间路/,为心（5,，户）的生成元，则回路/\ ，…， /„代表 7 n ( X ， p ) 的一个 
自由生成元组. 

证 当 《=1 时结论显然 成立. 我们对 n 进行归纳.证明方法类似于前一节例1中使用的方法. 
设 X 是圆周 Su …， S n 的束、> 是这些圆周的公共点.对于每一个 i ， 在 &上选 一个异 
于/>的点心设灰,=& — %，并且设 

U = S] u w 2 u … U 和 V = w, u u … U 义， 

则… UW rt . 参见图 71. L 空间17, V 以及 UHV 都是道路连通的，因为它是具 
有一个公共点的道路连通空间的并. 

空间 W , 同胚于一个开区间，所以 P 是它的一个形变收缩核.设巧：为这个形变 
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收缩，由这些尺共同定义了一个映射 ( unv ) xj — unv s 它是一个从 unv 到户的形变收 
缩.（为了证明 F 的连续性，只需注意 S , 为 X 的闭子空间，从而 W , = S ，— g , 为1/门7的闭子空 
间，由此 W , xj 为 O / flVOXJ 的闭子空间.然后应用黏结引理 .） 由此可见 L / flV 是单连通的，从 
而相对于内射诱导的单同态而言，户)是群; nO /， /0和 ^( V ， p ) 的自由积. 

类似的论证说明， Si 是1/的一个形变收缩核， S 2 U … US „ 为 V 的一个形变收缩核.所以 
心⑴， 是无限循环群，回路/,表示一个生成元，此外，由归纳假设可见； rJV ， p ) 是一个 
自由群，回路/ 2 ,…， 人表示 一个自由生成 元组. 根据定理69.2,本定理证明完成. ■ 

上述定理可以推广到具有一个公共点的无穷多个圆周的并 X 上.这里我们要小心地关注 
X 的拓扑. 

定义设空间 X 是子空间 之并 . X 的拓扑称为是与子空间 X a 相通的 （ coherent )， 
倘若子集 C 满足 条件： 对任何一个 a ， Cf ] X a 是又中的闭集，则 C 为 X 中的闭集.一个等价表 
述是：若 X 中的一个子集与每一个 X a 的交为 X a 中的开集，则这个子集为 X 中的开集. 

如果 X 是有限多个闭子空间兄，…， X 的并，则 X 的拓扑必定与这些子空间相通，这是 
因为，如果 crix , 是兀中的闭集，则它也是 x 中的闭集，并且 c 为有限多个集合 CD 足之并. 
定义设空间 X 可以表述为某些同胚于单位圓周的子空间 S a ( a e J ) 之并，并且存在 X 中 

的一点声使得只要便有如果 x 的拓扑与诸子空间次相通，则称 x 为圆 
周族 S a 的束 （ wedge ). 

对于有限的情形，定义中的相通条件可以用 Hausdorff 条件 替代. 此时相通条件已经被蕴 

涵.而对于无限的情形，这种蕴涵关系不再成立，由此我们将相通条件作为定义的一部分.我 
们也希望有 Hausdorff 条件，然而，它已不再必要，因为它被相通条件所蕴涵. 

引理 7 L 2 设 X 为圆周 S „( a 6 J ) 的束，则 X 是正规的.此外， X 的任何一个紧致子空间 
都包含在有限多个圓周 S a 的并之中. 

证 显然，单点集是 X 中的闭集.设 A 和 S 为 X 中无交的两个闭集， B 不包含点 p . 选取 
S a 中的无交子集 U a 和 R 使得它们在 S a 中是开的，并且分别包含 { WLKAflSJ 和设 

及 v = ur ， 则[/与 v 无交.由于所有的 a 都含有办，所以 uns a = u fl . 由于所有的 
K 都不包含/>，所以因此， U 和 V 为 X 中的开集，因而， X 是正规的. 

假设 c 是 x 的一个紧致子 空间. 对于每一个 a ， 倘若 cn (& — />) 非空，我们在其中选取 
一点这时为 X 中的闭集，这是由于它与每一个子空间 s a 的交为单点集或者空 
集.同理， D 的每一个子集都是 X 中的闭集.因此， D 是 X 中包含于 C 的闭离散子空间，由 
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于 C 是极限点紧致的，所以 D —定是有限的. ■ 

定理 71.3 设 X 为圆周的束，是这些圆周的公共点，则7^(久，户）为自由群.如 
果 S fl 中的回路 / ff 是 p ) 的一个生成元，则回路 {/ J 代表巧（入， W 的一个自由生成元组. 

证 设 7 Vl ( S a ， ^)-7 r 1 ( X , W 是由内射诱导的同态， &是乙 的像. 

如果/是 X 中以 f 为基点的一条回路，则/的像是紧致的，从而/在某有限多个子空间 
S a 的并之中.进而，如果/和 g 为 X 中两条道路同伦的回路，则它们在某有限多个子空间 S a 
的并中也是道路同伦的. 

这蕴涵着群 { G 。} 生成; n ( X ，>). 因为若/为 X 中的一条回路，则存在某有限指标集使得 
/ 在乂 t U 〜 US an 中，这时，定理 71. 1蕴涵着 [/] 是群 G ai ，…， G an 中某些元素的乘积.类似 
地， G 是一个单同态.因为如果/ 为心 中的一条回路并且在 X 中 i 路同伦于一条常值道路， 
则/在某有限多个子空间 S fl 的并中道路同伦于一条常值道路，因此定理 71. 1蕴涵着/在心 
中道路同伦于一条常值道路. 

最后，假设存在一个由群 G a 中元素构成的表示中单位元的非空的约化字 

切= ( ga , ，•••，〜_)• 

设/为 X 中的一条 回路.■^表 示它的道路同伦类，则/在 X 中道路同伦于一条常值道路，从 
而它在某有限多个子空间 S „ 的并中也道路同伦于一条常值道路.这与定理 71. 1矛盾. ■ 

上述定理依赖于 X 的拓扑与子空间族 S fl 相通这一 事实. 考虑以下 例子： 

例 1设 C ； 为 R 2 中以（1/〜 0) 为圆心、以 1/ n 为半径的圆周.设 X 为 R 2 的子空间并且是 
这些圆周的并，则 X 是可数无限多个圆周之并且其中任何两个都交于 原点， 然而， X 不是这 
些圆周 的束， 为简便起见，我们称 X 为 一 '个无 限耳环 (infinite earring ). 

可以直接验证 X 的拓扑不与子空间族 C „ 相通 • 正半 x 轴与 X 的交恰好含有每一个圆周 
的一个点，但是这个集合不是 X 中的 闭集. 我们换一个办法来论证这个 结论. 对于每一个 
«，设 A 为表示 W 的生成元的 C „ 中的一条回路.我们证明 ttJX ，/>) 不是以 {[/„]} 为 
自由生成元组的自由群_事实上，我们将证明这些 [/,] 并不生成群; n ( X ，/0. 

考虑依以下方式定义的 X 中的回路对于每一个„，在区间[1/0+1)， 1/ n ] 上，定义尽 
为这个区间到[0, 1] 上的正线性映射与/„的复合，这给出了 g 在（0, 1] 上的定义，此外，定 
义 g (0、= p t 因为 X 具有由 R 2 诱导的拓扑，可见 g 是连续的.见图 7 L 2. 我们 指出： 对任意 
给定的”， [ g ] 不属于由[允] ，…，[人] 生成的 tt ^ X ， 夕）的子群 G „. 
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选取并考虑映射心 X—C N ， 使得当当 ： ^C N 时 /1( 尤 )= 户， 则 A 
是连续的，并且诱导了一个将 G „ 的每一个元素都映为单位元的同态 /u : ^( X , p ) 〜八 C N ， p ). 
另一方面，九。尽为 C N 上的一条回路，它在区间 [ l /( iV + l )， 1/N] 之外取常值，而在这个区间上 
等于这个区间到[0, 1] 上的正线性映射与 / N 的复合.因此， L ([ g ]) = [/ N ]， 它生成 TT ^ Cjv ， 
p )\ 于是， [ g ]6 G „. ■ 

在前面的定理中，我们计算了无限个圆周的束的基本群.为后面使用方便，我们现在证明 
这种空间是存在的.（这个结果在第14章中要用到 .） 

* 引理 71. 4 对任意的指标集 J ， 存在一个空间 X 使得它是圆周 S a U 6 J ) 的束. 

证 赋予指标集 J 以离散拓扑.设^:为积空间？ 1 〆 /.取一点6。6 S 1 ， 设 X 为将£:的闭 
子集 P = 黏成一点户所得到的商空间.设; r : £— X 为商映射.令 Sa ^ WS ' Xa ). 我们 
来证明每一个 S a 同胚于 S 1 并且 X 是这些圆周 S a 的束. 

如果 C 是 S 1 X a 中的闭子集，则 ； r ( C ) 是 X 中的闭子集.如果点 6 c Xa 不在 C 中，则 
兀― ^(0 = (：. 否则， 7 r - V ( C ) = CUP . 对每一种情形，都是 S 1 X J 中的闭集，从而 
tt ( C ) 是 X 中的闭集. 

这蕴涵着氏本身是 X 中的闭集，这是因为 SXa 是 SiXJ 中的闭集， tt 将 SiXa 同胚地 
映射到次上.设％是这个同胚. 

为了证明 X 的拓扑与子 空间乂 相通，设 DCIX 并且假定对于每一个 a 有 & 是乂中 
的闭集.那么 

^ cd ) n cs 1 xa > = 7 c a i w n s a >, 

由于 L 连续，所以； Ta — UDriSJ 是中的闭集.于是 tT ^ D ) 是中的闭集.根据商 
拓扑的定义， D 是 X 中的闭集. ■ 

习题 

1. 设空间 X 可以表示成 n 个各自同胚于单位圆周的子空间 S : ，…， S „ 之并，并且存在一点 p 
使得当 = {/>}. 

( a ) 证明 X 是 Hausdorff 空间当且仅当每一个子空间 S , 为 X 中的闭集. 

( b ) 证明 X 是 Hausdorff 空间当且仅当 X 的拓扑与子空间 S ; 是相通的. 

( c ) 举例说明 X 可以不是 Hausdorff 空间.[提 示： 参见第36节习题 5.] 

2. 设空间 X 是闭子空间：^，…，1之并，并且存在一点户使得当这 

时我们称 X 为空间 Xi ，…， 的束 （ wedge )， 并记作 X = V … VX „. 证明： 如果对于 

每一个> 为 X ,的某开集的形变收缩核，则 ； n ( X ， p ) 是；^(足， 户） 相对于内射诱导 
的单同态的外自由积. 

3. 如果 X 同胚于 S 1 而 Y 同胚于 S 2 , 试问关于 XV Y 的基本群有什么结论？ 

4. 证明： 若 X 是圆周的无限束，则 X 不满足第一可数性公理. 

5•设 S n 为硭上以 （ rz ，0) 为圆心、以；2为半径的圆周， R 2 的子空间 Y 是这些圆周的并， p 为它 
们的公共点. 

( a ) 证明 Y 与圆周的可数无限束 X 或者例1中的空间不同胚. 
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( b ) 证明7^0% />) 是具有自由生成元组 {[/„]} 的自由群， 其中人 是表示 Tr〆 ^， 户）的生成 
元的一条回路. 

72黏贴2维胞腔 


我们已经用两种方式算出了环面： TzS 1 XS 1 的基 本群： 其一是通过考虑标准覆叠映射 
pXp : R XR — SXS 1 并使用提升工具.其二是应用乘积空间基本群的基本定理.本节再给出 
一个计算环面的基本群的办法. 

若将覆叠映射 pX /> 限制在单位矩形上，我们得到一个商映射; r : I 2 ~* T . 它将 BdJ 2 映到 
子空间 AzCSiXftdLKhXS 1 ) 上，并且将 J 2 中的其他部分一一地映射到： T — A 上，其中 A 为 
两个圆周的束.因此 T 可以被想象为将正方形 I 2 的边界黏在 A 上. 

将平面上某多边形区域的边黏到另外一个空间上是构造新空间的常用方法.在此，我们给 
出如何计算这种空间的基本群的办法.这个办法有许多漂亮的应用. 

定理 72.1 设 X 是一个 Hausdorff 空间， A 为 X 中的一个道路连通的闭子空间.假设存 

在一个连续映射; 1 : 将 IntB 2 -地映射到 X — A 上，并且将 S 〗 = BdJB 2 映入 A 中.设 

P 6 S 1 并且 <3 =办（户 ）， h ( S 1 ， 多 )-*( A ， a ) 为限制 / i 而得到的映射.则内射诱导的同态 

i * ：7 T 1 ( A ， (2 ) -^ 7 C \ ( X ， a ) 

是一个满射，并且它的核是 ttJA ， a ) 中包含匕： ^( S 1 , ( A , a ) 的像的最小正规 

子群. 

有时我们说， X 的基本群是从 A 的基本群中“消除”类匕 [/] 而得到的，其中 
[/] 生成 ttAS 1 ， 夕). 

证 第一步.原点0为 B 2 的圆心，设: c 。 为 X 中的点 / i (0). 如果[/是 X 中的开集17 = 
X —： r 。 ，我们证明 A 为 U 的一个形变收缩核.见图 72. 1. 



图 72. 1 


& C = M _ B 2 )， 令; r : B 2 - C 是限制 A 的值域所得到的映射.考虑映射 

?rX id:B 2 X I—X I ， 

这是一个闭映射，因为是紧的并且 CXJ 是 Hausdorff 空间. 因此，它是一个商映射. 
它的限制 

k : CB Z — 0) X /- ► (C — x 0 ) X J 
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也是一个商映射，这是由于它的定义域是 B 2 XJ 中的开集，并且是相对于; rXid 的饱和开集. 
有一个从庄 一0 到 S 1 的形变收缩，经由商 映射 〆 它诱导了一个从 C _ x 。 到； KS 1 ) 的形变收缩 • 
我们将这个形变收缩扩充到 UXI 上，并且在形变的过程中要求 A 中的每一个点都保持不动， 
因此 A 是 U 的一个形变收缩核. 

由此推出， A 到 U 的内射诱导出基本群之间的一个同构.从而，我们的定理归结为验证 
以下 论断： 

设/是一条回路，它所在的类生成 ttJS 1 ，/>). 则由 U 到 X 的内射诱导一个满同态 

7 Ti ( t /* a ) - ► 7 Ti ( X , a ) * 

其核是包含回路 g = A 。/所在的类的最小正规子群. 

第二步.为方便起见，我们先考虑由内射诱导的同态； rJU ， b ) 〜八 X ， b )， 其中基点 ft 
不在 A 中. 

设6为 U — A 中的任何一点.将 X 写成两个开集17与 V = A = 7 r ( IntB 2 ) 之并. 这时1/ 
是道路连通的，因为它以 A 为形变收缩核.由于 ； r 为商映射，它在 IntB 2 上的限制也是一个 
商映射，从而是一个 同胚. 因此， V 是单连通的.集合—: r 。 同胚于 Int B 2 _0， 因此 
它是道路连通的并且它的基本群为无限循环群.由于6为 LTHV 的一个点，推论 70.4 蕴涵着 
由内射诱导的同态 


tti ( U，W - ► ( X 9 b ) 

是一个满射，并且它的核是包含无限循环群 Trjt / nv ，6) 的像的最小正规子群. 

第三步.我们再将基点改回点 a ， 并证明定理. 

设 g 为 B 2 的一个点，它是0到 户的 线段的中点，取6 = 

这时6便是 L / flV 的一个点.设/。是以 g 为基点的 
IntB 2 — 0中的一条回路，要求它表示这个空间的基本群的一 
个生成元，则心。/。是 UflV 中的一个以6为基点的回 
路，并且表示 UHV 的基本群的一个生成元.见图 72. 2. 

由第二步得知，由内射诱导的同态 thO /，6)^； r 1 ( X , b ) 

是一个满射，并且它的核是包含回路办=/1。 / o 所在的类的最 
小正规子群.为了对以 a 为基点的回路得到相应的结论，我们 图 72.2 

论证 如下： 

设7是 B 2 中从 g 到/)的一条直线道路，。 y 是 U 中从6到 a 的一条道路.由道路 
谷分別在[/和 X 中诱导的两个同构（都记作幻与由内射诱导的同态在以下图表中可 交换： 

b) — ^ni(X.b) 

s s 

{ T 

K\{U,a) - ^ n\ (X,a) 

因此，由内射诱导的从 d 到 TT ^ X ， a ) 的同态是满的，并且它的核是包含元 
素》 ([ g 。]) 的最小正规子群. 
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回路/。表示 Int B 2 — 0的以 g 为基点的基本群的一个生 成元. 从而回路(/。 * 7) 表示 
B 2 — 0的以为基点的基本群的一个生成元.因此，它道路同伦于/或者/的逆.不妨设前者 
成立.将此道路同伦再复合映射幻我们有在17中与&道路同伦.于是》 ([ go ])^ 
[ g ]， 从而定理成立. ■ 

在定理的证明中，对于 B 2 本身的性质，我们并没有用到许多 • 事实上，如果我们将 B 2 换 
成一个与之同胚的空间 B ， 并且以 BdB 的同胚像代替 S 1 ， 则上述定理的相应结论依然成立. 
这样的空间 B 称为2- 维胞腔 （2- cell ). 上述定理中的空间 X 可以想象为将一个“2-维胞腔”黏贴 
到 A 上.后面我们将对这种情形进行更为规范的讨论. 

习题 

1. 设 X 为 Hausdorff 空间， A 是一个道路连通的闭子空间.假设连续映射 h — X 将 S n — 1 
映人 A 中，并且将 IntB n ——地映为 X — A . 设 a 为0的一个点.若 n >2, 试说明由 
内射诱导的从 ； n ( A ， a ) 到 tt ^ X ， a ) 的同态有哪些性质. 

2. 设 X 是由一个正规的道路连通空间 A 与单位球 B 2 的无交并并且借助于连续映射/: 给 

出的贴附空间.（见第35节习题 8.) 证明 X 满足定理 72. 1中的假设条件.何处用到了 A 的 
正规性？ 

3. 设 G 是一个群，： r 是 G 中的一个元素， JV 为 G 的包含 x 的最小正规 子群.证明： 若存在一 
个正规的道路连通空间使得其基本群同构于 G ， 则存在一个正规的道路连通空间，其基本 
群同构于 G / N . 


73环面和小丑帽的基本群 


在本节中，我们将应用上一节的结果来计算两个空间的基本群，其一是已知的，而另一却 
未知.所用到的技巧对于后续讨论具有重要意义. 

定理 73. 1 环面的基本群有一个由两个生成元 a , #及单一关系组成的表示. 

证 设 X ^ SiXS 1 为环面， / i : I 2 — X 为标准覆叠映射 fX》：R XR ^ S 1 XS 1 的 限制. 
设户为 BdF 中的点（0, 0)， a = h 、 p、，A = h(Bd J 2 ). 则定理 72. 1 的假设条件成立， 

空间 A 为两个圆周的束，所以 A 的基本群为自由群.事实上，若在 BdP 中令〜为道路 
a 0 UXt ， 0)， b 0 为道路6。（0 = (0, r )， 则道路《 = 和道路。6。都是 A 中的回路， 

并且 [«] 和 [/?] 构成 7 n ( A ， 幻的一个自由生成元组.见图 73 .L 

I " 


厶0 

^0 

' I > 

P 

戶 



图 73, 1 
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设 q 和卜为 Bd J 2 中的道 路〜⑴ =( 尤， 1) 和^(0 = (1，，)•考虑由 

I I, I 

/ = a 0 * (6i * (fli * 6o)) 

定义的 BdP 中的回路/，则 / 表示 ； n ( BdI 2 ， p ) 的一个生成元，并且回路 g = h 。/等于乘积 
a *(^^( a ^^)). 根据定理72.1， n '( X ， a ) 是由自由生成元 [«] 和[/3]生成的自由群对于含有 

元素 [«] [扣[«] -1 [/?] -1 的最小正规子群的商群. ■ 

推论 73.2 环面的基本群是秩为2的自由阿贝尔群. 

证设 G 是以 a , 0为生成元的自由群， iV 是含有元素的最小正规子群.因为这 
个元素为一个交换子，所以 iV 包含于 G 的交换子子群 [ G ， G ] 中.另一方面，因为 G / iV 是由 
所有陪集所生成的，所以它的元素可交换，即 G / N 是阿贝尔群.因此 iV 包含着 G 
的交换子子群. 

根据定理 69. 4, G / N 是一个秩为2的自由阿贝 尔群. ■ 

定义设 n>l 为正整数.设 r : S 1 — S 1 是以 27 r / n 为旋转角的旋转，它将点 （ cos 0， sind ) 
映为点 （ cos (0+2 tt / w ) ， sin (0 + 2 n / n)) m 在单位球 _ B 2 中将 S 1 中的每一个点 x 与点 r (: c ) , 
— U )， …， 等同起来，得到的商空间记为 X . 我们将要证明 X 是一个 Hausdorff 空 
间，并且将这个空间称为/|-叠小丑_(72-£01(1 dunce cap ). 

设 TT : 为前面定义的商映射.我们证明； T 是闭映射.为此，只需证明如果 C 是 B 2 

中的闭集，则 Trd ^ C ) 为 B 2 中的闭集，然后由商映射的定义可见 ； r ( C ) 为 X 中的闭集.设 
C 0 = cns 1 ， 它是 B 2 中的闭集.集合 TT —^( C ) 等于 C 与/ *( C Q )， r 2 ( C 。）， …， r ^ VC 。） 的并，由 
于 r 为同胚，上述每一个集合都是 B 2 中的闭集.因此，为 B 2 中的闭集. 

由于连续，所以 X 是紧致的.曾经在第31节中作为一个习题给出的下述引理说明 X 是 
一 个 Hausdorff 空间. 

引理 73.3 设; r : E — X 是一个闭的商映射.若£:是正规的，则 X 也是正规的. 

证假设£：为正规空间.由于 E 中的单点集为闭集，所以 X 中的单点集为闭集.设 A 和 
i 3 为 X 中的无交闭集，则； TVA ) 和^穴出为^:中的无交闭集.选取 L / 和 V 为 E 中分别包含 
fVA ) 和; ^( B ) 的无交开集.当然， tt ( U ) 和; KV ) 为分别包含 A 和 B 的无交开集这样一个猜 
测对我们很有诱惑力，然而，这个猜测是不成立的.因为它们未必是开集 （ tt 未必是开映射）， 
也未必是无交的.参见图 73. 2. 






E 
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h 




图 73. 2 


正因为如此，我们才按以下方式给出证明.设0 = £ — 1/和0 = £： — \^由于 C 和 D 是£ 
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中的两个闭集，所以 TT ( C ) 和 TT ( D ) 是 X 中的两个闭集.由于 C 不包含 TT — UA ) 中的点，所以 
; r ( C ) 与 A 无交.因此 = X —7 T ( C ) 为 X 中包含 A 的开集.类似地， ； t ( jD ) 为 X 中包 
含 B 的开集.进而， 1 /。与\^无交.这是因为，如果: rec /。， 则 TT —、： T ) 与 C 无交，因此它包 
含于 U 中.类似地，如果: rev 。， 则 tTVx ) 包含于 V 中.由于 U 和 V 无交，所以与 V 0 
也无交. ■ 

事实上，2-叠小丑帽是我们曾见过的一个空间，它同胚于射影平面 P 2 . 为了验证这个事 
实，我们回顾一下 P 2 的定义.它是将 S 2 中每一对对径点 x 和一工 等同所得到的商空间•设 
fi ： S 2 — P 2 为相应的商映射.用 t ’ 表示 B 2 与 S 2 中上半球面之间的标准同胚，即 

i(x^y) = (x，：y，（1 — J： 2 — ：y 2 ) 1/2 )， 

再将其与/>复合.我们得到一个映射 tt : B 2 — P 2 , 这个映射是连续的、闭的、 满的. 在 IntB 
上它是一个单射，并且对任何一点: T 6 S 1 ， 它将 : T 和 一 X 映为同一点.因此它诱导出一个2-叠 
小丑帽到 P 2 的同胚. 

从 P 2 的基本群的计算中你便能猜到关于 n - 叠小丑帽的基本群的结论. 

定理 73.4 叠小丑帽的基本群是一个《阶循环群. 

证设 A : 为商映射，其中 X 为; I - 叠小 丑帽. f =( l , 0)6 S 1 , 

a = h ( p ). 则将 S 1 中的从/>到以/>)的弧 C 映到 A 上，它将 C 的两个端点映成一个点，但在 
其他地方为单射.因此， A 同胚于圆周，于是它的基本群是无限循环群.事实上，如果 y 是 
S 1 中从到 r (/0 由 

y(t) = (cos(2ut/n) » sin(27i^/ n )) 

定义的道路，则《 = /1。7表示7^以， a ) 的一个生成元.参见图 73.3. 


r a y 



图 73. 3 


于是回路 

/ = y * (O 。 y) * (O 2 。 y) * … * (，— 1 。 y))) 

的同伦类生成 ttAS 1 ，/>). 由于对于所有的： r 及 m 成立，回路 A 。/ 等于 
n - 重乘积 a * ( a : *(•••* a )). 因此定理成立. ■ 

习题 

1. 试给出其基本群同胚于下述群的空间.（其中 Z / n 表示模《整数加群 .） 

(a) Z /n X Z /m. 

(b) Z /«] XZ /w 2 X … XZ / n k . 


73 环面和小丑帽的基本群 341 


( c ) Z / n * Z / m . (参见第 71 节习题 2_) 

( d ) Z /«i * Z / n 2 * ••• * X / n k . 

2. 证明下述 定理： 

定理 设 G 是一个有限表示的群，则存在一个紧致的 Hausdorff 空间 X ，其基本群同胚 
于 G . 

证明： 假设 G 有一个由 n 个生成元和 m 个关系组成的表示.设 A 为 n 个圆周的束，由 A 与 
m 个单位球的同胚像 ，…， 的并以及借助于连续映射/: UBd ^— A 所得到的贴附 
空间记作 X . 

( a ) 证明 X 为 Hausdorff 空间. 

( b ) 对于 m = l 的情形证明定理. 

( c ) 应用下一个习题中表述的代数学中的结论，对 m 进行归纳. 

在这个习题中提到的构造空间 X 的方法是代数拓扑+的一个标准方法.空间 X 叫做2维 

CW 复形 （CW complex ). 

3. 引理 设/: 和总 ： ff -► K 都是同态，/是一个满射.若 j: 。G G 并且 kerg ■为 H 中包 
含 / O 。） 的最小正规子群，则 ker ( g 。 /) 是 G 中含有 ker / 和 x 。 的最小正规子群 N . 

证明 f ( N ) 正规， 并且据此证明 ker ( g 。 (ker g )( Zf ~^ f ( N ) = N . 

4. 证 明： 习题 2 中所构造的空间实际上是可度量化的.[提 示： 商映射是一个完全映射 .] 




第 12 章曲面分类 

代数拓扑的最早成就之一在于它解决了紧致曲面的同胚分类问题.这里所说的“解决”曲面 
的分类问题 是指： 列举出一些紧致曲面，使得其中的任意两个曲面互不同胚，并且任意给定的 
一个紧致曲面都同胚于我们所列举出的紧致曲面中的某一个.本章我们将讨论这个问题. 

74曲面的基本群 


本节我们主要说明如何构造紧致连通曲面并计算它们的基本群.我们所构造的这些曲面 
中，每一个都是将某一个平面多边形区域的边界“黏合起来”而得到的商空间. 

为了使这个黏合过程有章可循，我们必须认真对待某些问题.首先我们将对“平面多边形 
区域”给出一个确切的定义 • 给定平面 R 2 上的一个点 c 以及一个正数 a >0, 考虑 R 2 中以 c 为圆 
心、以“为半径的 圆周. 给定实数的一个有限序列汰<汍<…<&，其中 dU 2 n ， 
考虑圆周上的点久 = c + a ( COS ft ， sinft ). 这些点在圆周上按逆时针方向依次排列并且九=/>。, 

连接久^和 A 的直线将整个平面分割成两个闭的半平面.用杜表示其中含有所有 以 的那个 
半平面，则空间 


p =叶 n … n 札 

称为由这些点 A 所决定的多边形区域 （polygonal region ). 这些点户，称为 P 的顶点 （ vertex )， 
连接 / V -, 和 A 的线段称为 P 的一条边 （ edge )， 以 Bd P 表示所有各边的并， l nt p 表示集合 
P — BdP . 易见，如 果多为 l nt _ p 的一个点，则 P 可以表示成所有连接 点户和 BdP 中点的线 
段的并，并且两条线段仅在 f 点处相交. 

给定 R 2 中的一条线段 L ， L 的一 个定向 （ orientation ) 是其端点的一个排列，倘若 L 的第一 
个端点为，第二个端点为6，则称 a 为有向线段 L 的起点 （initial point ) ，6为有向线段 L 的 
终点 （final point ). 这时，我们常称 L 为一条从 a 到6的有向线段，并且用 L 上由 a 指向6的 
一个箭头标明 L 的定向 • 如果 L ' 是另一条由 c 到 d 的有向线段，那么1到^的正线 性映射 
(positive linear map ) 是指一个同胚 ； i ， 它将 L 中的点 x = (1 —+ 紿映为1/中的点 /i ( x ) = 

( 1 — 5)C+St/. 

如果多边形区域 P 的顶点仏，…，久（扒=九）的个数与多边形区域 Q 的顶点 w ， …，％ 

(9。==%)的个数相同，那么明显地存在一个从 BdP 到 BdQ 的同胚/ I ，它将从久― 1 到九■的边按 

正线性的方式映射到从仏— ] 到％的 边上. 如果/>和9分别为 Im P 和 Int Q 中的取定的点，那 

么上述同胚可以扩充为一个从 P 到 Q 的同胚，它将连接/>和 Bd P 中一点 x 的线段线性地映到 
连接 g 和/ i (: r ) 的线段上.见图 74.1. 

定义 设 P 是一个平面多边形区域 • P 的诸边的一 个标记 （ labelling ) 是指从 P 的边构成的 
集合到某一个集合 S 的映射，集合 S 叫 做标签 （ label ) 集.对 P 的每一条边给定了一个定向， 
又给定了 P 的诸边的一个标记，我们在 P 中定义一个等价关系 如下： IntP 中的每一个点仅与 
其自身 等价. 对于具有相同标签的 P 的两条边，设 / i 是从其中某一条边到另一条边上的正线 
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性映射，则定义前一条边上的点： r 与另一边上的点 / i ( x ) 等价.这样定义的关系的确是 P 中的 
一个等价关系 • 通过这个等价关系而得到的商空间 X 叫做按照给定的定向和给定的标记黏合 

P 的各边 （pasting the edges of P ) 得到的商空间. 



图 74.1 

例1 考虑由图 74. 2给出的三角形区域的各边的定向和标记.这个图说明我们可以得到 
一 个与单位球同胚的商空间. 





例2 由图 74. 3所示的正方形区域的各边的定向和标记给出的空间同胚于球面 S 2 . 



b 






下面我们描述给定平面多边形区域各边的定向和标签的一个方法，它可以省去画图的 
麻烦. 

定义 设 P 是一个平面多边形区域，其顶点依次为 p 。， …，户„，其中 p , = p n . 给定 P 各 
边的定向和标记.设士，…，为赋予 P 的各边的标签，它们是两两不同的.对于每一个是， 
设\是 P 的边 Ah 九的标签.令 e * = + l 或者 ei = — l ， 视这个边上给定的定向是从九-:到 
九还是相反 而定. 这时， P 的边的条数、各边的定向和标记完全由以下符号 定义： 

4 

w = (a ti ) €l (a ； ) € « • 

i t n 
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我们称形式符号 w 为 P 的诸边的一个 长度为 rt 的标记表 （labelling scheme of length w ) ，它只 
是由一系列标签和指数+ 1或 一 1组成. 

当我们给定一个标记表的时候，通常省略等于+ 1的指数.例如，在例1中，如果取户。 
为三角形最髙顶点的话，则给出的各边的定向和标记便可以用标记表来刻画.如果我们 
选择其他顶点为扒，则得到标记表心厂 1 或者 

类似地，对于例2中所示的定向和标记可以用况 T 1 来刻画（如果从正方形左下角的顶 
点开始）. 

显然，对于标记表各项的一个轮换，不至于使得由这个标记表所决定的空间 X 在同胚的 
意义下有所改变.稍后，我们还将考虑对标记表作其他修改，要求这种修改使空间 X 在同胚 
的意义下不变. 


例3此前，我们曾经讨论过环面可以作为一个商空间通过商映射 pXp : JXJ — SXS 1 来得 
到.它也可以通过图 74. 4所示的正方形各边的定向和标记获得.其标记表可取为一 1 . 



图 74. 4 



例 4 射影平面 P 2 同胚于将 S 1 的每一个点： r 用一 x 表示而获得的单位球 B 2 的商空间. 
由于单位正方形同胚于单位球，从而这个空间也可以由图 74. 5所示的单位正方形的各边的定 
向和标记来表示.其标记表可取为 abab . 




当我们通过黏合多边形区域的边这种方式来构造新的空间时，没有理由限制自己只对单个 
多边形区域来做这样的事.给定有限个占有最广位置的多边形 A ，…， P *， 以及它们各边的 
定向和标记，我们完全可以像对单个多边形所做的那样，通过黏合这些多边形区域的相应的边 
来构造商空间 X . 我们也可以用类似的方式通过6个标记表表示这些多边形各边的定向和标 
记.依赖于给定的标记表，得到的商空间 X 可以连通也可以不连通. 

例5根据图 74.6 中所示的两个正方形的各边的标记得到的商空间是连通的，这个空间 
称为 Mobius 带 （ IVU^ius band ). 可以验证，这个空间也可以通过一个带有标记表 abac 的正方 
形来构造. ' 
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例6由图 74. 7中所示的指定了标记表的两个正方形所给出的商空间则是不连通的. 




74. 7 | 

定理 74. 1 设空间 X 是某有限多个多边形区域借助于它们的一个标记表黏合相应的边所 
得到的空间.则 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间. 

证为简单起见，我们只考虑 X 是由单个多边形区域得到的情形.一般情形的讨论与此 
相仿. 

由于商映射是连续的，显然 X 是紧致的.为了证明 X 是一个 Hausdorff 空间，只需要证 

明商映射; r 是闭映射(参见引理 73. 3). 为此，我们需验证对于 P 的每一个闭集 C ， 为 

P 中的闭集.集合; t ^ tKC ) 由 C 的点以及 P 中经; r 黏合到 C 中的那些点组成.这些点容易确 

定.对于 P 的一条边〃，用 C , 表示 P 的紧致子空间 Cfle . 如果^是 P 中被黏合到 e 的边， 

h ,： e ,— e 为黏合同胚，则集合一 WOfk 包含着空间 MC ；, ). 事实上，等于 C , 与所 

有 MC ,,) 的并，其中 e , 取遍所有 P 被黏合到 e 的边.这个并是紧致的，因此它是 e 中的闭集， 
也是 P 中的闭集. 

由于是集合 C 和诸集合认的并，其中 e 取遍 P 的所有边，因此它是 P 中的闭 
集.这便是我们需要证明的. ■ 

注意，如果 X 是由多边形区域通过边的黏合而得到的空间，那么商映射; r 可能会将多边 
形的所有顶点映射为 X 上的某一个点，也可能不是这样.对例 3 中的环面，其商映射便满足 
这个条件，而例 1 和例 2 中球和曲面相应的商映射却不满足这个条件.遇到满足这个条件的商 
映射; r ， 我们将感到十分欣慰，因为这时 X 的基本群容易计算. 

定理 74. 2 设 P 是一个多边形区域， 

w = ( a ： ) e i ( a t ) € « 

1 n 

为 P 的各边的一个标记表， X 是相应的商空间， TT : P — X 是相应的商映射.如果 7T 将 P 的所有 
顶点映射到 X 的一个点 X 。 ，并且 4 ，…，〜为标记表中所有互不相同的标签，则们（叉，： C D ) 同 
构于具有 々个 生成元⑴，…，的的自由群关于包含着元素 


C 



d 



图 



346 第 12 幸曲 面分类 


(a ?1 ) €l Cai )^ n 

i n 

的最小正规子群的商群. 

证这里给出的证明与第73节中对于环面给出的证明相仿.因为 7 T 将 P 的所有顶点映射 
为 X 的一个点，从而空间 A =； r ( BdP ) 是 A 个圆周的束.对于每一个 i 选取标签为 a , 的1^的一 
条边，规定其上的定向为逆时针方向.设，为从 J 到这条边的正线性映射，并且令 f =; r 。，， 

则回路…， 心代表 7 n ( A ， x 。） 的自由生成元.绕着 BdP 按逆时针方向转了一圈的回路/ 
生成 BdP 的基 本群. 回路; r 。/ 等于回路 


根据定理 72. 1，该定理成立. ■ 

定义考虑由 4 n - 边形区域借助于标记表 

(aAarkr 1 … (a 九 ) 

所得到的空间.此空间称为环面的 重 连通和 （ w-fold connected sum of tori ), 或者简称为 n - 
重环面 （ n-fold torus ), 记作 T # …# T . 


2 -重环面如图 74. 8 所示. 如果将多边形区域 P 沿图示的直线 c 割开，则分成两块中的每 
—块都是一个挖掉了一个开圆盘的环面.若再将这样两个曲面沿曲线 c 黏合起来，则又得到了 
第60节中给出的空间，这里称为双重环面 (double torus ). 相仿的讨论说明3-重环面可以画成 




74. 9所示的曲面, 






图 74. 9 


定理 74.3 设 X 表示 n - 重环面 • 則心（ X ， _ r 。） 同构于由 2 w 个生成元 ai ，呙，…， ，氏 
所生成的自由群关于包含着元素 

[« i ， A ][ a 2 ，沒，床] 

的最小正规子群的商群，其中 [ a ，= 

证为应用定理 74. 2,必须证明对于 X 的给定的标记表，多边形区域的所有顶点都属于 
同一等价类.我们将证明留给读者. ■ 

定义 设爪 >1 . 考虑由平面上的 2 m - 边多边形区域 P 借助于标记表 

(aiaj )(a 2 a ? )--*(a m a m ) 
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所得到的空间.此空间称 为射影平面的 m - 重连通和 （ m-fold connected sum of projective 
plane ) ， 或简称为 m - 重射影平面 （ w-fold projective plane ) ， 记作 P 2 # … # P 2 . 

2 -重射影平面 P 2 # P 2 画在图 74. 10 中 ： 此图说明如何从两个射影平面构造这个空间.我 
们先从每一个射影平面上挖掉一个开圆盘，然后沿所挖掉圆盘的边界将两个空间黏合.与 P 2 
的情形类似，我们无法在 R 3 中画出 m - 重射影平面，事实上，它不能嵌人到 R 3 中.然而，有时 
我们也把它画成 R 3 中自交的曲面.（称之为浸入曲面，以区别于嵌人曲面 .） 在习题中对此进行 
探讨. 


b 






74. 10 


定理 74.4 设 X 是一个 m - 重射影 平面. 则 7 n ( X ， x 。） 同胚于 m 个生成元 ai ， … ，‘生 
成的自由群关于包含着元素 

( ffl ) z (a 2 ) 2 -(a m ) 2 

的最小正规子群的商群. 


证只需验证对于 X 的给定的标记表，多边形区域的所有顶点都属于同一等价类.我们 
将证明留给读者. 



有许多办法构造紧致曲面.比如，可以在 P 2 和丁上各自挖掉一个开圆盘，而后再将它们 
沿所挖掉的圆盘的边界黏合起来.可以验证上述空间可由6-边形并借助于标记表得 
到.然而，我们将不再讨论它，因为我们已经得到紧致连通曲面的一个完全列表.也就是说， 
我们即将给出曲面分类定理. 


习题 


1. 给出 P 2 # T 的基本群的一个表示. 

2. 考虑由7-边形区域借助于标记表 MaczM -、— 1 所得到的空间 X . 证明 X 的基本群是两个循 
环群的自 由积. [提 示： 参见定理 68.7.] 

3. Klein 瓶 （Klein bottle ) K 是由矩形区域借助于标记表4所得到的空间，图 74. 11说明 
如何将 K 画成一个 R 3 中的浸人曲面. 

U ) 给出 K 的基本群的一个表示. 

( b ) 给出一个二重覆叠映射户： T — K ， 其中 T 为环面.描述其基本群之间的诱导同态. 

4. U ) 证明 Klein 瓶同胚于 P 2 # P 2 . [提 示： 在图 74. 11中沿对角线将矩形剪开，将其中的一 

个三角形区域翻转，然后再将两个区域中以6为标签的边黏合起来 .] 

( b ) 说明如何将4-重射影平面画成 R 3 中的浸人曲面. 

5. M ^ ius 带 M 叫做“有边曲面”，它不是一个曲面.证明 M 同胚于从 P 2 中挖掉一个开圆盘而 
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得到的空间. 


^ (}b a fb 


图 74. 11 

6. 若《>1，证明重环面的基本群不是一个阿贝尔群.[提 示：设 G 为集合 
{&， 译 ，…，《„， 爲 } 上的自由群， F 为集合 { y , 幻 上的自由群.考虑从 G 到 F 中的同态， 
它将 a 和 的 映为 y ， 并且将其余的^ 和仏 映为& ] 

7. 若 m > l ， 证明 m - 重射影平面的基本群不是一个阿贝尔群.[提 示： 存在一个从这个基本群 
到群 Z /2* Z /2 的同态 .] 



75曲面的同调 


尽管我们已经成功地得到了许多曲面的基本群的表示，但目前仍不拟追究这些结论到底对 
我们有什么用.从先前的计算中我们得出什么结论呢？譬如，双重环面与三重环面是否同胚？ 
答 案并不明显.我们知道，并没有一个有效的方法从两个群的表示来判明这两个群是否同构. 
倘若考虑阿贝尔群 th / Cth ， 其中；％)，事情就好办多了.因为这时有一些熟 
知的不变量可供应用.本节我们就此进行探讨. 

我们知道，如果 X 是一个道路连通空间，并且《是 X 中从 x 。 到^的一条道路，则存在 

一个从以： r 。 为基点的基本群到以 a 为基点的基本群的同构 S ， 但这一同构依赖于道路 a 的选 
取.然而对于群 th / Tth ，； n ] 却有一个更强一点的结论.在这种情况下，由 a 诱导的从以: c 。 为 
基点的“基本群的阿贝尔化”到以〜为基点的相应基本群的同构便与道路 a 的选取无关. 

为了验证以上事实，我们只需 证明： 如果《和0是从^到:^的两条道路，则道路 g = 
卢诱导出从心/[心， th ] 到自身的恒等同构.证明这一点很容易.如果 [/]6 m ( X ， X 。）， 
则有 

kU ~] =[茗 * / * 莒 ]= LgT 1 * [/] * [g]. 

若考虑阿贝尔群〜/[心，中的陪集，便可见&诱导出恒等映射. 

定义若 X 是一个道路连通空间，令 

Hi ( X ) = 7 Ti ( X , x 0 )/[^1 ( X , j ： o ) ? ffi ( X , jr 0 )]. 

H ' ( X ) 称为是 X 的 第一个同调群 （first homology group ). 我们在此表达式中省略了基点，这 
是由于在两个不同基点的基本群的阿贝尔化之间存在唯一的一个道路诱导同构. 

在以后学习代数拓扑时，你将会发现那里对 HaX ) 有完全不同的定义.事实上，那时对 
于所有 HJX ) 都有定义，并且称之为 X 的同调群 （homology group ). 这些阿贝尔群都 
是 X 的拓扑不变量，在运用代数理论中的结论去处理拓扑问题时起着重要作用， W . 
Hurewicz 的一个定理给出了这些群与 X 的同伦群之间的联系.这个定理告诉我们道路连通空 
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间 X 的第一个同调群只八叉）同构于 X 的基本群的阿贝尔化.这个定理使我们能够将空间的基 
本群的阿贝尔化定义为第一个同调群. 

为了对前面讨论的曲面计算 H ^ X ), 我们需要以下结论， 

定理 75.1 设 F 是一个群， N 是 F 的一个正规子群， g : F — F / N 是投射.投射同态 

P：F — - F /[ F , F ] 

诱导一个同构 

^ iq ( F )/ lqCF ) , q ( F )] —> p ( F )/ p ( N ), 

粗略地讲，这个定理告诉 我们： 用 iV 分解 F 再将其商群阿贝尔化，与先对 F 阿贝尔化再 
用 iV 在阿贝尔化过程中的像来分解它，效果相同. 

证我们有下图所示的各种投射同态/>，❼ r ， s ， 其中 g (_ F )= F / iV ， p ( F ) = F /[ F , F ]. 

q{F ) —— ^~~ - q{F)/[q{F), q(F)] 



P(F) --- ^ p(F)/p(N) 


由于 r # 将 iV 映为1，它诱导出一个同态… (?( F )^( F )/ p ( N ). 因为 〆 F )// KN ) 是阿贝尔 
群，同态《诱导 g ( F )/[ g ( F )， g ( F )] 的一个同态 f 另一方面，由于 s 将 F 映入一个阿贝 
尔群，它诱导出一个同态 w p ( F )^ q ( F )/ lq ( F ), g ( F )]. 由于5。 9 将 iV 映为1，因此 z ；。/) 

也将 N 映为1，从而 X ；诱导 〆 F )/ p ( N ) 的一个同态办 

同态#可以如下 描述： 给定群 g ( F )/[ g ( F )， g ( F )] 中的一个元素 >，选取 F 的一个元素 : r 
使得 W ： c ))=> 则 5 Ky ) = r (/>(: r )). 对同态0可以给出相仿的描述.由此得到#和0是互 
逆的. ■ 

推论 7 S .2 设 F 是以 ai ，…， 为自由生成元的自由群， N 为 F 中含有元素 x 6 F 的最 

小正规子群， G = F / N , pt F -* F / IF , F ] 为投射.则 G /[ G ， G ] 同构于商群 F /[ F ， F ] ，它是 
以 / Ken )， …，户 ( a n ) 为基的自由阿 负尔群 关于由 p (: r ) 所生成的子群的商群. 

证由于 N 是由 x 及其所有共扼元所生成的，所以群 〆 N ) 是由 〆 : c ) 所生成的.因此由 
上述定理可得到本推论. ■ 

定理 75.3 若 X 是环面的 n - 重连通和，则味（；0是秩为 2 n 的自由阿 J 3 尔群. 

证根据上述推论，定理74.3蕴涵着《 1 (；0同构于集合《 1 ，決，-",^，汉上的自由阿 
贝尔群 〆 关于由元素 [ ai ，呙] •••[>„, 成]生成的子群的商群，其中 [ a ， 由于群 
矿是阿贝尔群，这个元素等于单位元. ■ 

定理75,4若 X 是射影平面的 m - 重连通和，则 HAX ) 的挠子群 7 XX ) 的阶为2，并且 
^( X )/ 丁( X )是秩为 m —1 的 自由阿贝尔群. 

证根据上述推论，定理 74. 4蕴涵着同构于集合 ai ， 上的自由阿贝尔群 F ' 
关于由 （ ai ) 2 , …， （ a „) 2 生成的子群的 商群. 如果用加法表示群运算（这做法在处理阿贝尔群 
时常用），这个子群由元素 2 ( m + … +〜） 生成 • 改变群，的基. 若设 J 3= m + …+“， 则元素 
化，…，戶构成 F ' 的一个基，并且 F ' 的每一个元素可以由它们唯一地表示. 群氏 （ X )同 
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构于，…，0上的自由阿贝尔群关于由2/3生成的子群的商群.也就是说， 同构 
于 m - 重笛卡儿积 ZX … XZ 关于子群 0 X … X 0 X 2 Z 的 商群. 定理得证. ■ 

定理 7 S.S 设 T „ 和 分别表 示环面的 《 -重连通和与射影平面的 m - 重连通和.则曲面 
s 2 . T , ，： T 2 ， …. P " P 2 ， …中的任何两个都不同胚. 

习题 

1. 计算假定已知定理 75. 5所列诸紧致曲面是一个完全列表，那么这个列表中的 

哪一个曲面同胚于 P 2 # T ? 

2. 若 X 为 Klein 瓶，直接计算仏（尺). 

3. 设 X 为由8-边形区域 P 依标记表黏合诸边给出的商空间. 

( a ) 验证黏合映射将 P 的所有顶点映射到商空间 X 的一个点. 

( b ) 计算 H ^ X ). 

( c ) 假设已知 X 同胚于定理 75. 5中所给出的曲面之一，这个曲面是哪一个？ 

4. 设 X 是8-边形区域借助于标记表得到的商空间.设 TT : P — X 为商 映射. 

( a ) 证明 P 的所有顶点在 ; r 下的像不是 X 中的同一个点. 

( b ) 确定空间 A = KdBd P ) 并计算它的基本群. 

( c ) 计算 7 n ( X , ： r Q ) 和 H ^ X ). 

( d ) 假定已知 X 同胚于定理 75. 5中给出的曲面之一，它同胚于哪一个？ 

76 切割与黏合 

为了证明分类定理，我们需要用到某种几何方法，这便是所谓“切割”与“黏合”的方法.这 
些技巧将说明如何将一个或多个多边形区域根据给定的标记表黏合多边形的边来获得一个空间 
X ， 以及如何用多边形区域和标记表来表示 X . 

首先我们说明把一个多边形区域“切割”是什么意思.设 P 是一个多边形区域，其顶点依 
次为九 ，…， Pn - P ^ 给定々， l <々< n — 1，考虑依次以 A )， … ，九， 九为顶点的多边形区 
域兑和依 次以九 ，九 ，…， = 九为顶点的多边形区域 Q 2 . 这两个区域有公共边扒九，并 
且区域 P 是它们的并. 

用 R 2 的一个变换将 Q , 移动，要求 Qi 移动到的多边形区域 d 与兑无交.这时区域 Q : 依 
次以％，％，…，％， 仍为 顶点，其中％为仏在 IR 2 的变换下的像 • 将区域 Q ' 和0 2 称为 P 
沿从 h 到 A 的直线切割 （ cut ) 而得到的两个区域.这时，区域 P 同胚于 Q ; UQ 2 的一个商空 
间，它是将 Q '! 中从 办到仏 的那条边与 Q 2 中从外到九的那条边按照这两条边之间正线性映 
射的方式黏合起来而得到的.参见图 76.1. 

现在我们来考虑上述过程的逆过程.假设给定两个无交的多边形区域和 Q 2 , 它们的顶 
点依次为 g 。* …，仏，<?。和 A >， 九 ，…， = 并且假定有一个商空间是将 Q ' i 中从 g 。 到 
g * 的那条边与 Q 2 中从/>。到九的那条边按照这两条边之间正线性映射的方式黏合起来而得到 
的.我们希望用一个多边形区域 P 表示这个空间. 
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图 76. 1 


这个任务可以按以下方式 完成： 假设 Q 2 的顶点九，九，…，九=仏位于某一个圆周上并 
且依次按逆时针方式排列.在同一圆周上选取点 / >i ，…， 九 -1 使得九 ，，…， Pk -\ ， 九依 
逆时针方向排列，设“是以这些点为顶点的多边形区域，于是存在一个从 Q ; 到“的同胚将 
每一个仏映为户,_，并且将 Q : 的边％办线性地映为 Q 2 的边扒此时上一段中提到的商空间 
便同胚于区域 P ， 它是❹与*^的并.我们称 P 为沿着指定的两条边将 Q : 和0 2 黏合 （ paste ) 
起来而得到的.参见图 76. 2. 



现在我们来问这样一个 问题： 如果一个多边形区域已经有了标记表，那么将其切割后对标 
记表有怎样的影响？更确切地说，给定无交的多边形区域的一个族 A ，…，和这些区域的 
标记表…，其中叫为 P , 中诸边的标记表.假设 X 是借助于这些标记表所给出的商 
空间.如果沿九九将 h 割开，其影响是怎样的？这时，我们得到了 m +1 个多边形区域 Q ;， 
q 2 , p 2 , P M . 为了通过这些区域获得空间 X ，我们需要增加一对边的黏合.为了表示出 
增加的这一对边的黏合，我们需要增加一个标签，并且将它分配给新引入的一对边 <7。办和 
P . Pk . 因为对 Q 2 而言，从趴到九是逆时针方向.对于以而言，从％到办为顺时针方向， 
因此在 q 2 的标记表中相应的标签取指数 +1, 在 G 的标记表中相应的标签取指数 _1. 

让我们说得更明 白些. 将广的标记表 叫写成 的形式， 其中％ 为斯的前是 
项，义为余下的部分.设 C 是一个在标记表^^，…，的各项中都未曾使用的标记.这时， 
取 Q ; 的标记表为 WC - 1 ， 取0 2 的标记表为对于 i > l 仍取区域上原有的标记表加 £ . 

易见，空间 X 可以通过区域 Q ;， Q 2 , P 2 ，…， 借助于这个标记表来 获得. 因为商映 
射的复合是一个商映射，所以无论我们一次黏合所有的边，还是先将九仏与如％黏合然后再 
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黏合其他边，其结果都是一样的. 

当然也可以将上述过程反过来 运用. 如果 X 是通过区域0。 Q 2 , P 2 ，…， 1^借助于一 
个标记表来构成的，这个标记表表明第一个区域的一条边与第二个区域的另一条边黏合（并且 
没有其他边被黏合到其上），那么我们便可以先实施这个黏合.这样一来 X 便变成了 m 个区域 
Pi ，…，通过一个标记表得到的空间了. 

将上述内容总结为以下定理. 

定理 76. 1 设 X 是由 m 个多边形区域借助于标记表 

，比2，… ， W m ( * ) 

通过边的黏合所得到的 空间. 设标签 C 不在这个标记表中出现.若: V 。和％的长度都不小于2, 
则 X 也可以由 m + 1 个多边形区域借助于标记表 

: yoc — 1 ,cyj , zu z , , iv m ( * * ) 

通过边的黏合而得到.反之，若 X 是由 W + 1 个多边形区域借助于标记表 （**) 通过边的黏合 
而得到的空间，并且 C 不在标记表 （* ) 中，则 X 也可以由 m 个多边形区域借助于标记表 （* ) 
得到. 

标记表的初等运算 

下面列举一些初等运算，它们作用于标记表，…，时对于相应的商空间 X 没有影 
响.前两种运算是由上一个定理给出的. 

( i ) 切割.将标记表斯=:换成标记表 wc — 1 和 cm ， 其中 c 在全部标记表中不出现，并 
且 > 和 M 的长度均不小于 2. 

( ii ) 黏合 • 将标记表:和 cm 换成: v 。％， 其中 c 在全部标记表的其他位置不出现， 

( iii ) 换标签. 用某一个在全部标记表中未出现过的新的标签代替原标记表中出现的所有同 
一个 标签. 类似地，可以将一个给定的标签 a 的所有指数同时改变符号_这意味着重置标记为 
a 的所有边的方向.这样做对黏合映射没有影响. 

( iv ) 置换.将一个标记表叫换成它的一个循环置换.特别地，若叫=>%，我们可以用 

^1^0代替 这意味着从某一个顶点开始将多边形区域的诸顶点重新编号，它对商空间没 
有影响. 

(V) 翻转. 将标记表 

vUi = ( a ti ) C 1 …（气 〉 e " 

替换为它的形式逆 ° 


这意味着“多边形区域 P , 翻了个个儿” • 这时，所有顶点的顺序翻转过来了，并且对于所有边 
的定向也翻转过来了.这不影响商空间 X . 

( Vi ) 删除. 将标记表取替 换为; y 。％， 其中 a 在全部标记表的其他位置不出现， 
并且: y 。 和: yi 的长度均不小于 2 t 

最后这个结论可以根据图 7 G . 3中所示的三个步骤予以说明，只有一个步骤以前没有提到 
过.设6和 c 是在全部标记表中不出现的两个标签.先通过切割运算 （ i ) 用3；。姑替换力似- 1 % 
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和然后在每一个多边形区域中将以 a 和6为标签的两条边分别合并成一条边，并且 
賦予一个新的标签.这一步是新的.其结果是得到两个标记表和 f 1 %， 它们可以通过黏 
合运算 Gi ) 被换成一个标记表 



图 76. 3 


( vii ) 反删除. 这是运算 （ vi ) 的逆 运算. 即以标记表…似― 1 々替换％ %， 其中 a 是在全部 
标记表中没有出现过的一个标签.实际上我们不会用到这个运算. 

定义 我们称标记两族多边形区域的两个标记表是 等价的 （ equivalent ), 如果可以经过一 
系列的初等运算将其中一个标记表化为另一个.由于每一个初等运算的逆运算也是一个初等运 
算，所以上述关系是一个等价关系. 

例 1 Klein 瓶 K 是通过标记表得到的 空间. 在第74节中，曾经求证 K 同胚于2-重 
射影平面 P 2 # P 2 . 事实上，这个问题的几何证明可归结为下列初等运算： 

aba—'b — ^ abc— 1 和 ca~ l b 切割 

- ► c- l ab 和 6 _1 ac — 1 置换和翻转 

- ► c ~ l aac~ x 黏合 

-^ aacc 置换和换标签. ■ 

习题 

1. 考虑商空间 X ，它是两个多边形区域借助于标记表和 — W 得到的. 

( a ) 如果将两个多边形区域中以％”为标签的边黏合，我们可将 X 表示为一个7-边形区域 P 
的商空间. P 的标记表是怎样的？通过哪些初等运算来得到新的标记表？ 

( b ) 将两个多边形区域中以％”为标签的边黏合，回答 U ) 中的相应问题. 

( c ) 说明为什么不能通过黏合以 “ c ” 为标签的边来得到标记表 acbdba—' d 用以表示 X . 

2. 考虑两个多边形区域借助于标记表 和 所得到的空间 X . 以下一系列 
初等运算 




abac 和 c — - ► ccab 和 6 —Vc 置换和翻转 

- ► ccaa~ x cc 黏合 

- ► cccc 删除 

说明 X 同胚于 4 -叠小丑帽. 一 系列初等运算 

abcc 和 c _1 c — - > abcc— 1 ab 黏合 

- ► abab 删除 

说明 X 同胚于 P 2 . 然而，这两个空间不同胚.以上两个推导中，哪个是正确的？ 

77 分类定理 

在本节中，我们论述曲面分类定理的几何部分.我们将证明通过成对黏合一个多边形区域 
的边所得到的空间同胚于 S 2 、 n - 重环面 T „ 或饥-重射影平面 P m . 稍后，我们还会说明为什么 
每一个紧致曲面都可以通过这种办法得到. 

设％， …， *04 为多边形区域 h ，…， h 的标记表.如果在上述标记表中每一个标签恰 
好出现两次，我们称这个标记表为怡当 （ proper ) 标记表.注意以下重要 事实： 

一 个恰当的标记表经过初等运算后，得到的仍然是一个恰当的标记表. 

定义 设 w 是某单一多边形区域的一个恰当的标记表.我们称 w 为环型 （torus type ) 的标 
记表，如果对于每一个标签而言+ 1和 一1 作为指数各出现一次.否则，我们称 w 为 射影型 
(projective type ) 的标记表. 

首先考虑一个射影型的标记表我们将证明 w 等价于这样一个（具有相同长度的）标记 
表，在这个标记表中每一个具有相同指数的同一个标签成对地出现在这个标记表的前部.也就 
是说， w 等价于一个具有以下形式的标记表 

) ( a 2 a 2 ) … (.a k a k )w^ 9 

其中％或者是环型的或者是空的. 

因为 w 是射影型的，那么标记表 w 中至少有一个标签，比如说标签〜使得在它出现的 
两个地方指数相同.我们可设 w 具有以下 形式： 

加= yoayiay z , 

其中某一个％可能 为空. 为看起来方便，我们在上述表达式中添加若干个括号，将其表示为 
我们有以下结论. 

引理 77. 1 设 w 是一个以下形式的恰当的标 记表： 

w = [: y G ]a [: ydcz [: y 2 ], 

其中某一个％可能为空，则它有一个等价形式 

加〜 aa \_ y Q . 

其中： vr 1 表示％ 的形式逆. 

证 第 一步. 我们首先考虑 > 为空的情形.证明 

a [: yi]a[>» 2 ] 〜 aalyi l y 2 ^\. 
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若％ 是空的，这是显然的.若力是空的，可以经翻转、置换、换标签的方法得到等价性.如 
果二者都非空，可经切割、黏合、换标签得到等价性，如图 77.1 所示，请读者自己给出相应 
的初等运算. 


y \ 




图 77. 1 


第二步 • 以下我们考虑一般情形.设其中; y 。 不是空的.若％和力 
都是空的，通过置换，可见引理成立.否则，通过图 77. 2所示的切割和黏合得到 

w 〜 b\_y 2 ~]b\iy x 3^0 ']. 



Jo 


图 77. 2 

由此可见， 

w 〜 bb [_ y 2 ~ l yiyo l ~\ 通过第一步 

〜 Lyoyi ^ 1 yzlb ^ l b~ l 翻转 
〜 o ^ Ly ^ y\~ l yz ~\ 置换和换标签 

推论 77. 2 若 u ； 是一个射影型标记表，则 w 等价于一个具有相同长度且形如 


(aiUi )(a 2 a 2 ) •' t (a k a k )iv l 

的标记表，其中且训为空或者是环型的. 

证标记表加可以表示成以下 形式： 



= [: yo > Lyi ] 心 2 ]. 

前述引理蕴涵着 W 等价于一个与其具有相同长度且形如加/二仙叫的标 记表. 若叫 是环型的， 
则推论已经成立.否则我们将写成 

u/ = aa[2 ： o]^[^i]6[«2] = [^Zo]^[^i]6[z 2 ] 

的 形式. 再次应用前述引理，可见 u / 等价于 u /'， 形如 

w f， = bb^aaZoZi^ 1 z 2 ^} = bbaauo 2 * 

其中 w "与切具有相同长度.若奶是环型的，则结论已经成立.否则，继续进行类似的论证. 


按照上述推论，若加是某个多边形区域的一个恰当的标记表，则 （ l ) w 是环型的，或 （2 )w 
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等价于形如 ) … ( a k a k )叫 的标记表，其中 训 是环型的，或 （3)功 等价于形如 （^心）… 
的标记表.对于情形 （3) 没有什么事情要做了，因为这样的标记表表示若干个射影平面 
的连通和.下面我们来讨论情形 （1) 和情形 （2). 

为此，我们注意若 w 是情形 （1) 或情形 （2) 中所示的长度大于4的标记表，并且 W 含有标 
签相同但指数相反的相邻的两项，则可以经删除运算将其化为一个长度较短的如（1)， （2) 或 
(3) 所示的标记表.因此，可将 w 化为长度为4的标记表或者相邻的标签皆互不相同的标 
记表. 

我们将看到，长度为4的标记表是易于处理的.因此我们假设 w 不包含标签相同但指数 
相反的两项.在这种情形下，我们证明 w 等价于一个具有相同长度的标记表 u /， 形如 

vu — aba ~ l b ~ l vu f 对于情形 （1) 

或 


vo = ( a^i )**• ( a k a k ) aba ~ A b ~ A - w ，/ 对于情形 （2) 

其中 t / 是环型的或者为空.这是下列引理的 主旨： 

引理 77. 3 设 是形如 X 4； == 的一个恰当的标记表， 其中如 1为环型标记表，并且没 

有相同的标筌相邻.则 W 等价于形如加 2 的标记表，其中加 2 与灿具有相同的长度，并且 
形如 


zu 2 — aba~ l b~ l vut , , 

其中加 3 是环型的或者为空. 

证 这是本节最为精巧的一个证明，它涉及三次切割和黏合.我们先证明，如果有必要的 
话，需要适当地改变标签和指数， W 可以写成 

VU = xv 0 lyi ]a[y 2 ] 6[> 3 ]a _1 [: y 4 > _1 [: y 5 ] ， ( * ) 

其中某一个％可能是空的. 

在训所含的所有标签中，设 a 是一个出现两次的标签（它们的指数相反），并且它们两次 
出现的位置最为接近.根据假设这两次出现不是紧挨着的.倘若有必要，同时改变二者的指 
数，可设 a 在 a — 的前面出现.设6是一个出现在 a 与 a — 之间的一个标签，并设其指数 
为 + 1. 此时 f 1 将出现在％中，但它不出现在 a 与 a - 1 之间，这是由于 a 和出现的位置最 
为接近 • 若在 a - 1 之后出现，我们就得到 结论. 若6— 1 在 a 之前出现，那么将每一个6的指 
数改变符号，然后再将标签 a 与标签6对调，这样便得到了所需形式. 

以下我们假定 w 形如式 （*). 

第一次切割和黏合. 我们 证明瓜 等价于标记表 

^ = iVoa[y 2 lbly 3 ~]a~ l [^i ]& _1 [3^5 ]. 

为此，我们将 w 改写为 

^ = Wo [3^1 ]a[^ 2^3 ]a _1 3J5 ]. 

使用图 77. 3 所示的切割与黏合，便有 

w 〜 -Woc\_y 2 by z ~\c 1 Lyiy 4 b~ l y 5 ^\ 

〜 tVoaly 2 ~]bly 3 ]a _1 [3 ;： ]6 _1 [: y 5 ]. 
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这里用到了换标签的办法.注意，之所以可以在 c 处切割，是因为切割后的两个多边形都至少 
有三条边. 



图 77. 3 


第二次切割和黏合. 给定标记表 

tt/ = uu 0 aly 2 ]6[^ 3 ]a _1 [^i ^4 ]& _1 [^5 ]» 

我们证明 W 等价于标记表 

加〃 = ■w 0 a\_y l y Al y z ~\ba~ l b~ l [_y 2 y 5 ']- 

若标记表％，％，力及 吻都是 空的，讨论很简单，因为此时 

xt/ = a\_y 2 ^]yiy % ~\a^b^ 

〜 b\_y z ~]a~ l b~ x a\_y 2 ~\ 置换 

〜 a [: y 3 ]6 a - 1 [: y 2 ] 换标签 
// 

= w . 

否则，用图 77. 4所示的运算得到 

切 ’ = a [^ 2 ] 6[^ 3 ]^~ l Lyi yi [^5 ] 

〜 clyiy A y z ]a -1 c^aly 2 3^5] 

这里也用到了换标签的办法. 








c 


图 77 . 4 

第三次切割和黏合. 我们来完成定理的证明.给定标记表 

w 〃 = xv 0 a\_y x y 4 y^~\ba~ l b~ x \_y 2 ys ] * 

我们证明等价于标记表 


^ = Wo oba b~ l [3；! y 4 ^3 y 2 y^. 
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若标记表奶，％，>都是空的，证明很容易，因为在这种情形下 

tv ； = alyi >4 yz~]ba^ b~ l 

〜 ba ^ b ^ a ^ y ^ y ^ 置换 

〜 aba ^ b ~ l lyiy A y 3 ^\ 换标签 

m 

=VO ♦ 

否则，我们按照图 77. 5 所示的运算得到 

w "= vj 0 alyiy A y z 2 ba ~ l b ^ [^ 2 ^ 5 . 

〜 ^ca^ x c~ l a\_y x y A y z y z y^ 

〜 vu Q aba ^ 1 b~ l y 4 y z ^5 3 t 

式中再一次用到了换标签的办法.定理证毕. 



分类定理证明的最后步骤需要指出，一些射影平面与一些环面的连通和等价于某些射影平 
面的连通和. 


引理714 设功是一个恰当的标记表，形如 


则 w 等价于标记表 


w = w 0 (cc) (o^a 一 1 办一 1 ) 
w = w 0 (aabbcc)xvi. 


证在引理 77.1 中我们曾经 得到： 对恰当的标记表，我们有 

[: yo]a [: yi]a [: y 2 ] 〜 

本引理的证明 如下： 

w 〜 （ cc )( a 6 a — W — 1 )xvi xv Q 置换 


= CC \^W\ Wo 2 

〜 ^cib^c^ba^c^voi zv 0 2 
~ [ a 36[ c ]6[ actc ; 1 u ； 0 ] 

〜 bb\_ac 1 acw\ w 0 2 

〜 aa [bbccWi t^ 0 ] 


根据 （*)， 从后向前看 


根据 （O 


根据 （o 


xvodabbccxvi . 


置换 
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定理 77_ 5 [分类定理 （classification theorem )] 设 X 是通过成对地黏合平面多边形区域的 
边所获得的商空间，则 X 同胚于 S 2 、 n - 重环面 或 / n - 重射影平面 

证 设 w 是多边形区域 P 的用来得到空间 X 的那个标记表.这时 w 是一个长度不小于4 
的恰当的标记表.我们证明^等价于下列标记表 之一： 

Cl ) aa ^ 1 bb ~ l . 

(2 、 abab • 

…，其中 m ^2. 

(4) ( aAar ) … （ a 人 ) ，其中 n ^ l . 

第一个标记表给出空间 S 2 , 第二个标记表给出空间 P 2 , 第74节的例2和例4中曾经提到过. 
第三个标记表和第四个标记表分别给出空间和 7 V 

第一步. 设加为 环型标记表.我们证明 w 等价于标记表 （1) 或 （4) 型标记表. 

若 w 的长度为4,则它可以写成下列两种形式 之一： 

acT ' bb -' 或者 aba ~ l b ~ x . 

前一种为 （1) 型，后一种属于 （4) 型， 

以下我们对 w 的长度进行归纳.假设 w 的长度大于4.若 tv 等价于一个较短的环型标记 
表，那么根据归纳假设便得到了所需结论.否则， w 是不包含在相邻的位置上出现相同标签的 
标 记表. 应用引理 77. 3(对加。为空的情形）可见， u ； 等价于一个与其具有相同长度的标记表， 
形如 

aba — 1 b —' w 3 » 

其中奶是环型的.由于 w 的长度大于4,从而 w 3 非空.并且加 3 中也不包含在相邻的位置上 
出现相同标签的标记表，因为 w 不等价于较短的环型标记表.对于 A - 1 再次应用引 
理 77. 3,我们得到 W 等价于一个标记表，形如 

( aba — l tT l ) (cdc~ l d~ l ~) zv 4 , 

其中叫为空或者是环 型的. 若仿 4 为空，则我们已经完成了证明.否则再次应用引理 77.3 继 
续类似的讨论. 

第二步.假设加为射影型的恰当的标记表.我们证明 u ； 等价于标记表 （2) 或者等价于 （3) 
型标记表. 

若⑴的 长度为 4 ,则推论 77. 2蕴涵着 w 等价于标记表 aa 祕或似 6- 前者是属于类型 
(3) 的一个标记表 • 后者可以表示成形如仙: yr 1 ：^， 其中这时引理 77.1 蕴涵着它 
等价于标记表 ay x ay 2 = abab ， 即标记表 （2). 

对 w 的长度进行归纳.假设 w 的长度大于 4. 推论 77. 2告诉我们 w 等价于形如 

vu — (aiU\ ) ••• (a k a k )xvi 

的标记表，其中々>1并且％是环型的或者为空.若叫为空，我们就完成了证明.若切中含 
有紧挨着的两个相同的标签，则 W 等价于一个具有较短长度的射影型标记表，因而可以运用 
归纳假设证得结论 • 否则，引理 77 . 3蕴涵着 V 等价于以下形式的标 记表： 

rv — (a^! ) ♦•• (a A a* )a6a _1 6" 1 x^ 2 9 
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其中吻 为空或者是环型的.这时我们应用引理 77. 4得到 xt /' 与以下标记表 等价： 

(a ： ai ) •••(a k dk)ciabb'W2, 

继续类似的论证，最终我们将会得到属于类型 （3) 的一个标记表， ■ 

习题 

1. 设 X 是通过成对地黏合某多边形区域的边所得到的空间. 

U ) 证明 X 恰好同胚于下列空间 之一： S 2 , P 2 , K ， 7；，7； # P 2 , T n # K , 其中 K 是 Klein 
瓶， n > l . 

( b ) 证明 X 恰好同胚于以下空间 之一： S 2 , 丁„， P 2 , K m , P 2 # K m , 其中是 JC 的 m - 重 
连通和， m ^ l . 

2. ( a ) 写出由图 77. 1和图 77. 2所示变换过程中用到的初等运算序列. 

( b ) 写出由图 77. 3、图 77. 4和图 77. 5所示变换过程中用到的初等运算序列. 

3. 分类定理的证明提供了一种算法，将给定多边形区域的一个恰当的标记表化为定理中的4 
种标准形式之一.其相应的等价关系 如下： 

(i>C^O]^C^1 ]a[^2] ^aaly 0 yi 

( ii )[ 3/ G ]aa — 1 [: y 】] 〜如果： y 。％ 的长度不小于 4. 

b ~ l \_ y x y ^ y z y 2 ys ~\. 

(iv)zo 0 (cc) iaba~ l b _1 〜 xv^aabbccxv 卜 

使用以上算法，将下列标记表化为标准形式. 

(a)abacb^ l c ~ l . 

(h)abca~ l cb. 

(c) abbca^ 1 ddc ~ l . 

(d) abcda~ l b^ 1 c~ l d- 1 . 

(e) abcda~ l c~ l b~ l d-', 

(Oaabcd^ 1 b~ l d~ l . 

(g) abcdabdc. 

(h) abcdabcd. 

4 . 设 w 是某 10- 边形区域的一个恰当的标记表.若加是射影型的，那么它能表示成定理 77.5 
中的哪些空间？当 u ； 为环型时，结论又如何？ 

78紧致曲面的构造 

为完成紧致曲面的分类，必须证明每一个紧致连通曲面都可以通过成对地黏合多边形区域 
的边的方式获得.事实上，我们将证明比这稍弱一点的结论，因为我们将假设所涉及的曲面有 
一 个三角剖分.定义这个概念如下. 

定义 设 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间 • X 中的一个弯曲的 三角形 （curved triangle ) 是 
指 X 的一个子空间 A 和一个同胚 / i : T ^ A , 其中： T 是平面上的一个闭的三角形区域.若 e 为 
T 的一条边，则称 AO ) 为 A 的一条边 （ edge 〉• 若 r 为 T 的一个顶点，则称 / iO ) 为 A 的一个顶 
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点 （ vertex ). X 的一个三 角剖分 （ triangulation ) 是 X 中的弯曲的三角形的一个族 A ! ，…， A n ， 
它们的并为 X ，并且当时， A / flA , 或者是空集，或者是八和 A , 的公共顶点，或者是两 
者的公共边.此外，设心： T ,— A , 为相应于九的同胚，当 A , DA , 为它们的一个公共边 e 时， 
我们要 求映射 / irVi , 是 T , 的边"^(。与 T ; 的边之间的一个线性同胚.如果 X 有一个 
三角剖分，我们称它是 可三角剖分的 （ triangulable ). 

有一个基本 定理： 每一个紧致曲面都可三角剖分.这个定理的证明较长，但并不十分困难 
(参见 [ A - S ] 或 

定理 78.1 若 X 为可三角剖分的紧致曲面，则 X 同胚于平面上两两无交的三角形区域的 
一个族通过成对地黏合边而得到的一个商空间. 

证 设焱，，…，上的一个三角剖分，其相应的同胚为 D — A . 假定诸三角形 
丁，是两两无交的，则诸映射&拼合在一起定义了一个商映射£=7^ U — U 乃— X ( 因为 E 
是紧致的且 X 是一个 Hausdorff 空间）.进而，当 A , 与 A , ■相交于它们的公共边时，由于映射 
h ~ l 。/是线性的，所以 A 将： T , 与:^的边经一个线性同胚黏合. 

我们需要证明两个结论.第一，必须证明对于一个三角形 A 的每一条边 e ， 恰好有另一个 
三角形 A 使得'门次=&这意味着商映射&成对地黏合诸三角形 T ,. 的边. 

第二个结论则很不明显.我们必须 证明： 如果交 ADA , 是两 个三角形的公共顶点〜则 
存在一系列三角形以 I 为顶点，这一系列三角形从 A , 开始到 Aj 结束，其中每相邻的两个三角 
形都相交于一条公共边.见图 78.1. 

如果不顾及这一点，可能出现图 78.2 中所示的情形.此时我们不能仅通过诸三角形乃的 
各边的黏合方式来定义商映射 A ，当边的黏合方式并不能确定顶点的黏合方式时，我们还必须 
指定顶点的黏合方式. 



图 78. 1 图 78.2 


第一步 • 我们首先考虑第二个问题.证明由于空间 X 是一个曲面，图 78. 2中所示的情形 
不会发生. 

给定 W 我们规定以”为顶点的两个三角形 A £ 和乂，是等价的，如果存在一个以 t ; 为顶点 
的三角形序列，从 A , 开始到 A , 结束，并且这个序列中的每一个三角形与其后面接着的那个三 
角形的交是这两个三角形的公共边.如果等价类多于一个，设 B 是某一个等价类中的所有三 
角形的并， C 是另一等价类中的所有三角形的并.由于 B 中的任何一个三角形与 C 中的任何 
一个三角形没有公共边，从而 B 与 C 的交是一个顶点 t ；. 由此可见，对于点^在 X 中的任何 



362 


12 章 曲面分类 
一个充分小的邻域 W，W — v 不连通. 

另一方面，如果 X 是一个曲面，那么 I ；有一个同胚于2-维开球的邻域 4 因此，对于 I ；的 
任意小的邻域 W ， 是连通的. 

第二步.我们再来处理第一个结论.它略为繁琐些.首先我们来 证明： 对于任意给定的一 
个以 e 为边的三角形4，至少有一个异于 A , 的三角形烏也以 e 为边.这是以下结论的一 
个 推论： 

设 X 是平面上的一个三角形区域， x 为 X 的某条边的内点，则 x 在 X 中没有同胚于 

2-维开球的邻域. 

为证明此结论，注意: r 有任意小的邻域 W •使得 W — : r 是单连通的.事实上，如果 W 是 : c 
在 X 中的 e 邻域，对于充分小的 £， W —_ r 可以缩成一点.参见图 78.3. 

另一方面，假设 x 有同胚于 R 2 中的某开球的一个邻域 U ， 其中的一个同胚将 x 映为0.我 
们将证明1没有任意小的邻域 W 使得 W — 1是单连通的. 

事实上，设 B 是 R 2 中以原点为圆心的开球，并设 V 是0包含于 B 中的任何一个邻域.选 
取 e 使得以0为圆心、以£为半径的开球艮包含于 V 中，并且考虑内射构成的图 

B e -0 ---^ S-0 



V -0 


内射 〖同伦 于同胚 AU ) = : r / e ， 从而它诱导了基本群之间的一个同构.因此， I 是一个满射， 
因而 V —0 不是单连通的.参见图 78. 4. 



图 78. 3 图 78.4 

第三步. 以下我们 证明： 给定三角 形八的 一条边 e ， 除了 A , 外最多还有一个三角形 A , 以 
e 为边. 这是以下事实的一个直接推论： 

设久为 R 3 中 々个 三角形的并，每两个三角形仅交于公共边 e ， ： r 为 e 的一个内点.若 
走 >3， 则 x 在 X 中没有同胚于 2 -维幵球的邻域. 

我们 证明： 不存在: c 在 X 中的邻域 W ， 使得 W — x 的基本群是阿贝 尔群. 由此推得:^:没 
有同胚于2-维开球的邻域. 

首先 证明： 若 A 是；（中的三角形的所有异于 e 的边的并，则 A 的基本群不是一个阿贝尔 
群.空间 A 是 々条弧 的并，每两条仅交于端点.如果 B 是构成 A 的那些弧中某三条弧的并， 
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则存在一个从 A 到 B 上的收缩 r ， 它将所有不在 B 中的那些弧同胚地映到 B 中的某条弧上， 
并且保持端点不动.于是^是一个满同态.由于 B 的基本群不是阿贝尔群（根据第70节的例1 
或第58节的例3)，所以 A 的基本群也不是阿贝尔群. 

易见，由于 A 是 X — x 的一个形变收缩，因此 X — 工的基本群也不是阿贝尔群.见 
图 78. 5. 



图 78. 5 


现在我们来证明定理中的结论.为方便起见，设 x 是 R 3 的原点.若 W 是0的任何一个邻 
域，我们有一个“收缩 ”/ Cr )= ei r 将 X 映入 W 中.空间足 =/( X ) 是 X 在 W 内部的一个拷贝. 
考虑内射构成的图表 

X £ -0 - 1 -^ X -0 



内射；同伦于同胚 / i (: c )= x /£, 因此它诱导基本群之间的一个同构. 从而込 是一个满射，于是 
W — 0的基本群不是阿贝尔群. ■ 

定理 78.2 若 X 是一个可三角剖分的紧致连通曲面，则 X 同胚于一个成对地黏合某平面 
多边形区域的边所得到的空间. 

证 根据前一个定理可见，平面上有三角形区域的一个族：^，…，乃，并且对这些三角 
形区域的每一条边给了一个定向和一个标记，其中每一个标签在全部标记表中正好出现两次, 
并且使得 X 同胚于通过这些区域借助于这个标记表得到的商空间. 

我们应用第 7 6节中给出的黏合运算 • 若两个三角形区域含有使用同一标签的边，我们便 
沿这个边将两个区域黏合（必要时，先对一个区域应用翻转运算）.其结果是将两个三角形区域 
变成一个 4 -边形区域，并且这个新区域的各条边保持着先前的定向和标记.继续类似的做法， 
只要还存在两个区域，它们有边具有相同的标签，便可以将它们黏合. 

最终会出现两种情形，其一是获得一个多边形区域，此时定理成立.其二是得到几个多边 
形区域，两两间不再有相同的标签的边.这说明上述所进行的边的黏合得到的空间是不连通 
的_事实上，每一个区域给出这个空间的一个连通 分支. 由于 X 是连通的，所以这种情形不 
会出现. ■ 
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习题 

1. 以下每一组4个三角形区域上的标记表确定的是何种 空间？ 

( a ) a 6 c » dae, bef ， cdf, 

(b) abc 9 cba ， def ， dfe— 1 . 

2 . 设 H 2 是由 R 2 中所有满足々>0的点 （々， x 2 ) 所构成的子空间. 一个带边的 2- 维流形 （或 
者， 带边 曲面）是一个有可数基的 Hausdorff 空间 X ，使得 X 中每一点: c 都有一个邻域同胚 
于 R 2 或 H 2 的一个开集 . X 的边界 （ boundary ) (记作 a X )是由 A ： 中那些没有邻域同胚于 R 2 
中的开集的那些点: r 组成的集合. 

( a ) 证明 H 2 中所有形如（:^， 0) 的点（在 H 2 中）都没有同胚于 R 2 中的开集的邻域. 

( b ) 证明 xe d X 当且仅当存在一个从 x 的一个邻域到 H 2 中的一个开集的同胚 / i , 使得 

h ( x)eR X 0. 

( c ) 证明 ax 是一个 1- 维流形. 

3. 证明 R 2 中的闭单位球是一个带边的2-维流形. 

4. 设 X 是一个2-维流形， LA ，…， R 是 X 中无交开集的一 个族. 假定对于每一个 i ， 存在开 
单位球 B 2 与 U •之间的一个同胚设 e = l /2 以 及玖是 半径为 e 的 开球. 证明空间 Y = 
X — UM 玖) 是一个带边的 2 -维流形，并且 ay 有々个分支.空间 Y 叫做有々个洞的 X 

5. 证明以下 定理： 

定理 给定一个可三角剖分的紧致连通的带边2-维流形 Y ， 使得 d Y 有 k 个分支，那么 Y 
同胚于有々个洞孔的 X ，其中 X 是 S 2 、 n - 重环面7\或者 m - 重射影平面 

[提 示： ay 的每一个分支同胚于圆周 .] 
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迄今为止，我们一直用覆叠空间作为计算基本群的工具.现在我们反过来，把基本群作为 
研究覆叠空间的工具. 

为了使这一研究能有效地进行，我们需要将注意力放在 B 是局部道路连通空间这种情形. 
在这样的假定下，我们还可以进一步要求 B 是道路连通的，因为 B 可以分解为它的道路连通 
分支之并，而这些道路连通分支是 B 中的无交开集，并且根据定理53.2,通过限制得到 
的映射 ( 氏）―艮都是覆叠映射.我们还可以假设 E 是道路连通的.因为如 果仏是 
f VEJ 的一个道路连通分支，则通过限制 户得到 的映射 — 氏仍然是一个覆叠映射（参见 
引理 80.1). 因此，只要确定了 B 的每一个道路连通分支上的所有道路连通的覆叠空间，我们 
便确定了局部道路连通空间 B 的所有覆叠空间. 

基于如上理由，我们作以下 约定： 

约定除非另有说明，在本章中提到一个覆叠映射户： E — B 时，总假设£:和 B 都是局部 
道路连通且道路连通的空间. 

在此约定下，我们来描述 B 的覆叠空间与 B 的基本群之间的联系. 

如果/>: E—B 是覆叠映射， p ( e 0 )= b 09 则根据定理 54. 6诱导同态〆是单射，所以 

H 0 = (7Ti (E ， e 0 )) 

是 7n(B ， 的一个同构于 ； r 1(£ ， e 。） 的子群.这导致在适当地定义覆叠映射间等价的前提下， 
覆叠映射 f 完全由子群 H。 所确定.这是将在第79节中给出的一个结论.此外，在对 B 附加 
某一个(相当宽的）“局部完好”的条件之下，对于; n(B， 心） 的每一个子群 B 的某覆叠映射 
P ： 的对应子群恰好是这一点我们将在第82节中给出证明. 

粗略地说，这些结果 表明： 通过考察6。）的所有子群，便可以确定 B 的所有覆叠空 
间.这是代数拓扑的典型 手法： 为了解决一个拓扑问题，将它化为一个比较容易把握的代数问 
题来处理. 

本章始终假设读者知晓广义提升对应定理，即定理 54. 6. 


79覆叠空间的等价 

在这一节中，我们证明在覆叠映射某一个适当的等价概念下，覆叠映射 E — B 完全由 
基本群 6 。） 的子群 H 。 所 确定. 

定义 设户： E — B 和 p f •• — B 都是覆叠映射.若存在一个同胚 / i : E — E f 使得 p = 
P ' ° 奴， 则称/ > 与 〆 是等 价的 (equivalent). 同莊称 为覆叠 映射之间的等价 （equivalence of 
covering maps) , 也称为 覆叠空 间之间的等价 （equivalence of covering spaces). 


E 


h 
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攀 

对于两个覆叠映射/>: E — B 和 〆 ： E r ^ B . 我们将 证明： 如果它们的对应子群 H 。 与 H '。 
相同，则存在一个等价 A : E—E，. 为此，我们需要推广第54节的提升引理. 

引理 79. 1 [广义提升引理 （general lifting lemma)] 设户： E~*B 是一个覆叠映射， p(e 0 ) = 
b 0 . 又设 /: Y^B 是一个连续映射， /(^ 。） =6。. 假定 Y 是道路连通且局部道路连通的 . 则 / 

可以枝提升为映射 /: Y— £ ：使得 /(>0=a 当且仅当 

/* ( 丌 1 (Y 9 y 0 )) Cl p, (tti (E,e 0 )). 

此外，如果上述提升存在，则它是唯一的 . 

证 如果存在提升/，则 


/„ (^1 (Y ， 3»o)) = />.(/* (?Ti (Y »^0))) cz p, (k\ (E,e 0 )). 

这证明了定理的“仅当”部分 ' 

现在我们来 证明： 如果/存在，则它是唯一的.任意给定: y ^ eY ， 在 Y 中选取一条从％到 

%的道路 《. 考虑 S 中的道路/。《，将其提升为 E 中以 e Q 为起点的道路 y . 如果/的提升/ 

存在，则/(^)必为 y 的终点 y ( i )， 这是由于/。《是以 G 为起点的道路/。《的提升，而道路 
的提升是唯一的. 

最后，我们来证明定理的“当”部分 A 前面的唯一性证明已经给了我们一些启示.给定 
^ er , 在 y 中选取一条从 w 到％的道路 《. 将道路/。《提升为£中一条以 e 。 为起点的道路 

7 , 并且定义} )=7(1). 参见图 79.1. 关于}^的定义确切并且与道路《的选取无关这两点留 

到证明的末尾讨论，我们先在这些已经成立的假定下证明/的连续性. 



图 79. 1 


为了证明/在 Y 的点力处连续，我们 证明： 给定/(^)的一个邻域 N ， 存在％的一个邻 

域 w 使得 /( W ) CIiV . 为此，选取/(%)的一个被户均衡地覆盖的道路连通邻域 U •将 

f HLJ ) 分解成若干片，并且设 V 。为包含/(^)的那一片，如果必要的话，可以取/(^)的更 
小的邻域代替 U , 这样我们总可以假定 WCZN . 设队： V 。— U 为/>的限制，则扒是一个同 
胚. 由于/在力处连续，而 Y 是局部道路连通的，我们可 以取％ 的道路连通邻域 W 使得 


① 即定理的必要性部分. 

② 即定理的充分性部分. 


译者注 

译者注 
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/( W ) 匚 U . 我们要证明 /( W ) CV 。， 从而完成定理的证明. 

给定 yew ， 在 W 中选取一条从 a 到 7 的道路疼由于/的定义是确切的，/(>0可以通过 
以下方式给出，取从％到: y 的一条道路 a * 戶，将/。妒提升为 E 中以 e 。 为起点的一条道 

路，令 /( W 为这个提升道路的终点.现在， y 是 a 的一个提升，它以&为起点.由于道路 

/。/3在 U 中，因此道路。/。戸是它以/(%)为起点的提升 • 从而为/。 （ a * 妁以 

☆为起点的提升，其终点为 V 。中的点扒 1). 因此 /( W ) CV 。. 

最后，我们证明/的定义是确切的.设《和/?为 Y 中连接和 M 的两条道路.我们必须 
证明： 若 /= a 和/。0被提升为 E 中两条以 e 。 为起点的道路，那么这两条提升的道路在£中 
有相同的终点. 

首先，我们将/。《提升为 E 中以 e 。 起点的道路 y ， 然后将/。0提升为 E 中以 y 的终点 
y ( i ) 为起点的道路心那么为回路/。（《*甸的提升.根据假设，有 

/. ( tTi ( Yf ^ o )) CI 户 * (TTi ( E ， e 0 )). 

因此[/。 （《* 妁]属于 t 的像集 之中. 定理 54. 6蕴涵着它的提升>^5是£中的一条回路. 

由此易见/的定义是确 切的， 这是由于5是以。为起点的/。0的提升，7 是以〜 为起点 
/。 a 的提升，并且这两个提升在£中有相同的终点. ■ 

定理 79,2 设户： E — B 和 〆 : 都是覆叠映射， p ( e 0 ) = p f ( e ^) = d 0 » 则存在等价 

h : 使得；1(>。）= 〆 。成立 当且仅当以下两个群 

H 0 = p * (7 Ti ( E , e 0 )) 和 Ho = p ’ XjuiE ’， e ’ 0 )) 

相等.若 /i 存在，则它是唯一的. 

证先证明定理的“仅当” 部分. 给定 M &是一个同胚这一条件蕴涵着 

(心 （ E ， e 0 )) = 7 n ( E f ,/ 0 ). 

由于 〆 。 h = p ， 所以 

其次证明定理的“当” 部分. 假设 = 我们来证明 / i 的存在性.我们将应用前面的引 
理.（四次！）考虑映射 


E ， 

P f 


因为 〆 是一个覆叠映射并且 E 是道路连通和局部道路连通的，从而存在一个映射 £：—£：' 使 
得并且为 户的一 个提升 （ BP //。 = 在上述讨论中将£和 £：' 的地位互换，可 
见存在一个映 射々： —使得 M〆 。） 和。考虑映射 


E 


映射是。 / i : E — E 是的一个提升（因为户。々 。/ i 。& = > ) ，使得 /> O 0 )= e 0 . E 的恒等映射 

k 也是这样的一个提升，前面的引理的唯一性意味着6 。 A = 类似的讨论说明 A 。 A 等于 t 
的恒等映射. ■ 
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乍看起来，关于等价性的问题似乎已经获得解决.但是，我们忽略了某些细节问题.我们 
已得到了将 e 。 映到 <的等价心^―广存在的充分必要条件.然而，我们尚未确定一般来说何 
种条件下存在这种等价.的确可能不存在将 e 。 映为 A 的等价，尽管可能有一个将 e 。 映为 
( p ' K 1 叻。）中另外一点 Z 的等价.是否可以通过考察子群 H 。 和 H '。 来判定等价的存在性？下 
面我们来考虑这个问题. 

设？^和为群 G 的子群.让我们回顾代数学中的一些知识：若存在某元素使得 
H 2 =a * • or — 1 ，则称 A 与私共辆 （ conjugate ). 换句话说，将 x 映为 a • 工 • cT 1 的 G 到自 

身的同构恰好将群映为群 H 2 . 易见，共轭是在 G 的所有子群所构成的族上的一个等价关 
系.子群 H 所在的等价类称为 H 的共 轭类 （conjugacy class ). 

引理 79.3 设化 E -> B 是一个覆叠 映射. e 。 和是 JT 1 (6。）中的两个点，并且 
P * (tTi (■£，^, )). 

( a ) 若 y 是 E 中从 e 。 到 q 的一条道路，且 a 是 B 中的回路 p 。/， 则等式 [ a ] * ^ [ a ]" 1 - 

H 0 成立，因此 H 。 与汗 共扼. 

( b ) 反之，给定 A 及一个群7^(5, 6。）中与 H 。 共扼的子群 H ， 则存在的一个点 h 
使得 H X = H . 

证 U ) 首先证明 [ a ]*% 给定 [ A ] 为叶中的一个元素，则对于 E 中以 q 

为基点的某一条回路 《有 [/ i ] =》*([《]). 设[表示道路 S = 则6是£:中以〜为 

基点的一条回路，并且 

p * ([裊 ]) = [(a * / i ) * 在]= [ a ] * [/ i ] * [ a ] 1 ， 

从而等式右边的元素属于 />* (^(£， e 0 )) = H 0 , 这便是我们所要证明的.参见图 79.2. 



V _ 

图 79. 2 


现在证明 — 注意〒是从 h 到〜的道路并且斤等于回路户。天根据上 

面证明的结论，我们有 

[ a ] * H 0 * [ a ] -1 Cl Hi 9 

这便是我们所要证明的. 

( b ) 为得到相反的蕴涵关系，给定 e 。 并设 H 共轭于 H 。， 则对以6。为基点的 B 中的某一条 
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回路《有仏设 F 中以〜 为起点的道路/是没的提升，并且设 e ,= y ( l ), 
则 （ a ) 蕴涵着 H 产 [ a ]* 氏 * [«]' 因此//=氏. ■ 

定理 79.4 设户： E — B 和//: E '— i 3 是两个覆叠映射， pie 0 ) = p f U 0 ) = b 0 . 覆叠映射 p 
和，等价当且仅当 ； n ( B ， 6。） 的子群 

H 0 = /^(〜（£：，6 0 )) 与 Ho = //*(〜（£' ，乂）） 

共轭. 

证 设 / i : £：— t 是一个等价，并且令 A )). 由定理 79.2 可 
见.前一个引理告诉我们共轭于^ 0 . 

反之，若群 H 。 共轭于前一个引理蕴 涵着： 存在 f 的一个点/使得根据 
定理 79. 2,存在一个等价 / i : £：— E ' 使得 ■ 

例1考虑圆周 B = S ] 的覆叠空间.因为6。）是阿贝尔群， ^( B , 6。〉中的两个子群 
共轭当且仅当它们相等.因此， B 的两个覆叠映射等价当且仅当它们对应着; n ( B ， 6。）的同一 
个子群. 

我们知道 7 n ( B ， 6。）同构于整数加群 Z . Z 有哪些子群？近世代数中的一个标准的结论告 
诉 我们： Z 的非平凡的子群 G „ 必定是由某一正整数 nGZ + 的所有倍数所组成的. 

我们已经研究过圆周的一个覆叠空间，其覆叠映射为/>: R — S 1 . 由于 R 是单连通的，因 
此这个空间只能对应 ttJS 1 ， 6。）的平凡子群.我们也曾经考虑过覆叠映射 S 1 — S 1 ， 定义为 
pdz )= z \ 其中 2 为复数.对于这种情形，映射^将; rJS 1 ，4) 的一个生成元映为自身的《 
次. 因此，参照 ttJS 1 ， 6。）到 Z 的标准同构，群6。））对应的是 Z 的子群 G „. 

根据上述定理可见： S 1 的每一个道路连通的覆叠空间与上述某一覆叠空间等价. ■ 

习题 

L 证明： 当 n > l 时，每一个连续映射/: y — S 1 都是零伦的.[提 示： 应用提升引理 .] 

2. ( a ) 证明每一个连续映射/: P 2 — S 1 都是零伦的. 

( b ) 给出从环面到 S 1 中的一个不是零伦的连续映射. 

3. 设 p : 五是一个覆叠映射， p ( e 0 )= b 0 , 证明 //◦={ *(〜（£：， &)) 是7^(5, 6。）的正规子 
群当且仅当对于 / rKh ) 中的每一对点&，心，有一个等价/ £：—£ 使得 

4 •设了 = S 1 XS 1 为 环面. 有一个由投射诱导的 thCT ，6 d X 6 q ) 到 Z XZ 的两个因子上的同构. 

( a ) 找出： T 的一个覆叠空间，要求这个覆叠空间对应着 Z XZ 中由元素 mXO 所生成的子群， 
其中 m 为正整数. 

( b ) 找出了的一个覆叠空间，要求这个覆叠空间对应着 Z XZ 中的平凡子群. 

( c ) 找出 了的一 个覆叠空间，要求这个覆叠空间对应着 Z XZ 中由 mXO 和 OXn 所生成的子 
群，其中 m 和 n 都是正整数. 

*5. 设 T ^^ XS 1 为环面， jCo ~ boy \ bo . 

( a ) 证明以下定理. 

定理 每一个？^(7\ X 。） 到自身的同构都是由将： c 。 映为 x 。 的从 T 到自身的同胚诱导出 
来的. 
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[提 示：设户： R 2 — T 是通常的覆叠映射.若 A 是一个 2 X 2 的整数矩阵，关于矩阵 A 的 
线性映射丁 R 2 — R 2 诱导一个连续映射/: T — T . 此外，若 A 是整数集上的可逆阵， 

则/是同胚 .] 

( b ) 证明以下定理. 

定理 若£:是丁的一个覆叠空间，则 E 或者同胚于 3 R 2 ， 或者同胚于 SXR ， 或者同胚 
于了. 

[提 示： 可以应用代数学中的以下 结论： 若 F 是秩为2的自由阿贝尔群， iV 是一个非平 
凡的子群，则 F 有一个基〜，〜使得或者 （1) 对于某正整数 m ， 讲⑷为…的一个基，或 
者 Oma !， 是 N 的一个基，其中 m 和 w 都是正整数 .] 

*6. 证明以下定理. 

定理设 G 是一个拓扑群，其乘法运算为 m : GXG — G ， 单位元为 e . 假设户： 6— G 是一 
个覆叠 映射. 给定 S 使得 = 则在5中有唯一的一个乘法运算使它成为一个拓扑群， 
使得5是这个拓扑群中的单位元，并且户是一个同态 • 

证明： 根据我们的约定，这里 G 和 g 都是道路连通和局部道路连通的 • 

( a ) 设7: G — G 为映射，其定义为\证明存在唯一的映 射济： 6 X 6— G 和唯一 
的映射？： &— G ， m ( e ' Xe ) = e , I ( e ) = e » 使得 。 。 (/ > X />) 以及户。 1= I ° p 
成立. 

( b ) 证明定义为 所 UXf ) 和 貧—府(貧 Xrt 的两个映射 G ^ G 都等于6的恒等映射.[提 示： 
应用引理 79. 1中的唯一性 .] 

( c ) 证明由 兩 (fXK 裒 ）） 和 貧 — 济 (7( f ) XJO 定 义的两个映射6^6都把 6 映为 L 

( d ) 分别由 

gXg ' Xf ^ mCgXm { g ， X 〆 '）） 

趸 X 〆 X f — m ( m ( gX ^) X ^) 

定义的两个映射 GXGXG^G 是相等的. 

( e ) 完成定理的证明. 

7. 设覆叠映射 G — G 是拓扑群之间的一个同态. 证明： 若 G 是阿贝尔群，则 g 也是阿贝 
尔群. 

80万有覆叠空间 

假定 B 是一个覆叠映射， p ( e 0 ^= bo . 若£是单连通的，则称 E 为 B 的一 个万有 
覆# 空间 （universal covering space ). 由于 ; nd e 。） 是平凡群，在上一节中定义的对应下，其 
覆叠空间也对应着 tt ^ B ， 6。）的平凡子群.于是定理 79.4 蕴涵着 B 的任何两个万有覆叠空间 
是等价的.基于这个原因，我们常说 B 的万有覆叠空间，而不说 B 的（某）一个万有覆叠空间. 
我们将看到，并非每一个空间都有万有覆叠空间.在此，我们将在 B 有万有覆叠空间的假定 
下讨论它的若干性质. 

我们来证明以下两个基本引理. 
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引理 80.1 设 B 是一个道路连通且局部道路连通的 空间. 设 £：— B 是较早定义的那种 
覆叠映射（因此 E 未必是道路连通的）.若为£：中的一条道路连通分支，则由的限制定义 
的映射 p 。： E 。— B 是一个 覆叠缺 射* 

证我们先证扒是一个满射.由于空间£:局部同胚于 B ， 因而 E 也是局部道路连通的 • 
于是 E 。 为 E 中的开集.由此可见 〆 £。）为 B 中的 开集. 我们来证明 〆 E 。） 也是 B 中的闭集， 
从而 p ( E 0 ) = B . 

设 x 为 B 中属于 />( E D ) 闭包的一个点.设 U 是点1的被々均衡地覆盖的一个道路连通邻 
域.由于 U 包含着 />( E 。） 中的点，那么必有的某一片与有非空交.由于 K 同 
胚于 U , 从而道路连通，因此它必含于之中.于是 〆 包含于/>(£：。），特别地，有 

p ( E 0 ). 

现在证 明九： E 。— B 是一个覆叠映射.给定： rGB ， 选取工的邻域 L 7 如前.如果 V a 是 
f — UU ) 的一个片，则 R 道路连通.若它与£。有交，则它包含于仏.因此 ATUU ) 等于 
厂 YU ) 中那些与£。有交的片 R 的并，每一个这样的片为中的开集并且被九同胚地映到 
U 上.于是 U 被^均衡地覆盖. ■ 

引理 80.2 设 p ， q ， r 都是连续映射， p = r 。 q ， 如以下图表 所示： 


( a ) 若户和 r 都是覆叠映射，则 g 也是覆叠映射. 

# ( b ) 若 f 和 g 都是覆叠映射，则 r 也是覆叠映射. 

证根据约定， X ， Y ， 2都是道路连通和局部道路连通空间 • 设 x Q 6 X ， y 0 = q ( xM 及 

Z Q = p (工 0 ). 

U ) 假设 P 和 r ■都是覆叠映射.我们先证明 g 是一个满射.给定选取 Y 中从: y Q 到 y 
的一条道路6则《=广。&为 Z 中以2。为起点的一条道路，设 X 中以: r 。 为起点的道路 g 为 a 的 
提升，则 Y 中以 > 为起点的道路为 a 的提升.由道路提升的唯一性， g . 因此 g 将 
g 的终点映到 S 的终点^这证明 g 是满射. 

给定: yeY ， 我们来选取点 y 的一个邻域使其被 g 均衡地覆盖.设 z = r ■(: y ). 由于/>和「都 
是覆叠映射，我们可以取到点 Z 的一个被/>和^■均衡地覆盖的道路连通邻域 L 7. 设 V 为 r ^ a /) 
中含有点 y 的一片.我们来证明 v 被 g 均衡地覆盖.设 { UJ 为中的所有片构成的族. 
这时 g 将每一个 t / a 映入 r - UL /) 中.因为 C / a 是连通的， g 必定将其映入 r ^ O ；) 的某一片中. 
因此， g — w ) 是一些片 R 的并，1^被9映入 V 中. 易见，每一个这样的比都被 g 同胚地映 
射到 V 上. 设九， ％， r 。 分别为/>，心 r 的限制，如以下图表 所示： 


U a 



u 


又 


V 


由于 A ) 和 r 。 为同胚，所以 q 0 = r 0 一 1 。 p 0 也是同胚. 
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# ( b ) 我们将只在习题中用到这个结论.设/>和 9 都是覆叠映射.因为 />= r 。？ 和都满 
射，所以 r 也是满射. 


给定 zez ， 设 U 为点 Z 被 p 均衡地覆盖的邻域.我们证明 L 7 也被 r 均衡地覆盖.设 
{%}为广的全体道路分支所构成的族，它们是 Y 中两两无交的开集.我们来 证明： 对于 
每一个沒，映射 r 将％同胚地映到 LT 上. 

设 { u fl } 为由 ^^ a /) 的所有片构成的族，这些片是两两无交的道路连通的开集，因此它们 
便是的所有道路分支.由于 U a 是连通的，所以它在映射 g 下的像必定包含于某一个 
V ” 从而 g 将每一个 L 4 映入集合厂 VU ). 因此是族 { Uj 的某一子族之并.根据定 
理 53. 2和引理 80. 1 可见： 若 L 7% 为 g — 1 (%)的一条道路分支，则 g 的限制屮：^是一个覆 
叠映射 • 特别地，仍是一个 满射. 因此 g Q 是一个同胚，即开的连续单射.考虑分别由/>, g ， 
r 的限制得到的映射图表 



1 -< 


☆ 


由于 A >， ％为同胚，所以 r 。 也是同胚. 



定理 80.3 设 B 是一个覆叠映射，其中£：是单连通的，那么对于任何一个覆叠映 


射广： Y — B ， 存在一个覆叠映射 g : E — Y 使得 /* 。 g = 


本定理说明为什么将£称为 B 的万有覆叠 空间； 它覆叠了 B 的所有其他覆叠空间. 

证设选取 e 。 和: y 。 使得 〆 ， r ( y 0 )= b 0 . 我们应用引理 79. 1构造 g .映 
射 r 是一个覆叠映射，并且由于£：是单连通的，显然有 


pA7ri(E f e 0 )) d r. (ff a (Y ， 3>o)). 

因此，存在一个映射使得 = q ( e 0 )^ y 0 . 由前一个引理可见， g 是一个覆叠 
映射. ■ 

我们给出一个空间作为例子说明一个空间可能没有覆叠空间.为此需要以下引理. 

引理 80. 4 设户： B 是一个覆叠映射， p ( e 0 ')= b 0 . 若 E 是单连通的，则6。有一个邻 
域 t / 使得内射 h LT — B 诱导出平凡同态 


i* ：tti (U,b 0 ) - ► 7c'(B ， b 0 ). 

证设 U 是点6。的一个被/>均衡地覆盖的邻域，将厂 1 07) 分解为片，设含有点 e 。 的 
那一片，设/为 U 中以6。为基点的一条回路 • 由于户决定了 U a 与[；之间的一个同胚，回路/ 

可提升为 R 中以 e 。 为基点的一 条回路 只因为£：是单连通的，所以£：中存在/与一条常值回 
路之间的一个道路同伦 P ， 于是/>。歹是 B 中/与一条常值回路之间的道路同伦. ■ 

例1设 X 是平面中我们熟悉的一个“无限耳环”.若 C n 是平面上以 （1/ n ，0) 为圆心、以 
1/„为半径的圆周，则 X 为所有 C „ 的并. 设6。为原点，如果 U 是点6。在 X 中的一个邻域， 
我们证明由内射 G 所诱导的基本群之间的同态是非平凡的. 
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对于任何一个 n ， 存在一个收缩 r : X ~* C n , 使得对于每一个 f 关 w ， r 将 C , 映为点6。.选 
取充分大的 n 使得 C „ 包含于 U . 则下面由内射所诱导的同态的图 表中八 是一个单射. 

K\{C n , bo) --- ► 兀 l(X ， />o) 



nxiUM ) 

因此， “不可 能是平凡的. 

从以上讨论可见，尽管 X 是道路连通且局部道路连通的，但它却没有万有覆叠空间._ 

习题 

设 (?： X — Y 和 r : Y — Z 是两个映射 ， p = r 。 

( a ) 设 g 和 r 是两个覆叠映射. 证明： 若 Z 有万有覆叠空间，则是一个覆叠映射.参见第 
53节的习题 4. 

1 b ) 举例说明 g 和 r 是覆叠映射，而却不是覆叠映射. 

^ 81 覆叠变换 

对于给定的覆叠映射 E — B , 考虑这个覆叠空间到其自身的所有等价所构成的集合是 

一 个颇有意思的 问题. 这样一个等价 称为覆 叠变换 （covering transformation ). 覆叠变换的复 

合、覆叠变换的逆都是覆叠变换，所以覆叠变换构成的集合是一个群，我们将其 称为覆 叠变换 
群 （group of covering transformations ) ,记作 （？（£， 户， B ). 

本节始终假设 E — B 是一个覆叠映射， p ( eo )= b 09 H ,= pXiz ^ E , e 。））. 我们将证明 

⑽， p ， B ) 完全被巧（仏 6。） 及其子群所确定.特别地，我们将 证明： 如果 N ( H 。） 是以 

H 。 为其正规子群的； n ( B ， ％)中最大的子群，则 e (£， />， B ) 同构于 N ( H e )/ fT 。. 

下面给出 N ( H 。） 的正式 定义. 

定义 若 H 是群 G 的一个子群， H 在 G 中的正 规化子 （ normalizer ) 是指由以下等式给出 
的 G 的 子集： 

N ( H ) = [g I gHg - 1 = H }. 

易见， AKH ) 是 G 的一个子群 • 根据定义， N ( H ) 包含 H 并且 H 是它的正规子群， N ( H ) 也 
是 G 中以 H 为正规子群的最大子群. 

应用第54节中的提升对应以及第79节中证明的关于等价的存在的结论来建立 N ( H 0 )/ H 0 
与 e ( E ， p ， _ B ) 之间的对应.首先给出以下定义. 

定义 给定 fit E ~^ B ， p ( e Q )= b 0t 设 F 为集合 F = ( e 。） •设 

0：7 v } ( B f b o )/ H o - ► F 

为定理 54. 6 中给出的提升对应，它是一个- '缺 ：射.此外定义以下 对应： 

^ ： e(E,p 9 B) ― ►F 

使得对于每一个覆叠变换 A : E — E ，^( k ) = h ( e 0 ). 由于 A 被它在 o 处的值所唯一地决定，因 
此氺是一个单射. 



374 第] 3 聿 覆叠空间分类 


引理 81. 1 映射氺的像等于 7 n ( B ， b 0 )/ H 0 的子群 N ( H Q )/ H 。 在 少下 的像. 

证提升对应 A ^ i ( B , 6。)— F 是按以下方式定 义的： 给定 B 中以 &为基 点的一条回路《， 
设£:中以 e 。 为基点的道路 y 是它的提升，令^=7(1)，#定义为奴[«])=^.为了证明本引理， 
需要证明存在一个满足条件 《&)=& 的覆叠变换 / i : E — £当且仅当 [ a ]6 iV ( H 0 ). 

证明这一点是容 易的. 引理 79.1 告诉 我们： A 存在当且仅当=印，其中叶= 
PXkAE ， ^)).而引理 79.3 告诉 我们 ： [ahR *[ a ] - 1 = H 0 . 因此 A 存在当且仅当 [ a ]* 
H 0 ^[ aJ ~ l = H 09 这等于说 [ a ] eiV ( H 。）. ■ 

定理 81. 2-映射 

步― 1 。 ^： C ( E f p , B ) ― - N ( Ho )/ H 0 

是两个群之间的一个同构. 

证我们仅需证明 中 _1 。少是一个 同态. 设 / i，h 是两个覆叠变换.令 

和 々(^) = e 2 . 根据定义，有 


^( h ) = ei 和 = e 2 , 

分别选取£：中从。到☆和 e 2 的道路 y 和&若《==/>。 7 和/3=0。5,则根据定义有 

步 ([ a ] Ho ) — €\ 和 1 P (,[_ j 3 ^\ Ho ') — € 2 * 

设 e 3 = MKe 。））， 则有少 d ^= e 3 . 为了证明定理，我们只需证明 


$([q * ^] H 0 ) = e 3 . 

由于5是从到 e 2 的道路，所以 / i 。攻是从 / i ( e 0 )= ei 到 h (€ z )= h ( k ( e 0 )) : = e l 的道路.参 
见图 81.1. 这时乘积 y *( A 。 幻有定义并且是一条从&到 e 3 的道路.这条道路是 a * p 的一个 
提升，这是由于户。和多。/ I 。。3= 庠 因此， $([ a */?] H 0 ) = e 3 , 这便是我们所要证 
明的. 



图 81. 1 



推论 81.3 群 H 。 为 ^( B , &。）的正规子群当且仅当对于厂1(&)的每一对点&和 e 2 ，存 
在一个覆叠变换 A : £>►£ 使得 /i (☆) = e 2 . 这时，存在一个同构 

少 — 。 少： C (£：， p ， B ) — 

推论 81. 4设多：为覆叠映射.如果£:是单连通的，则 

C ( E ,/?, B ) ^ 7 ti ( B ,6 0 ). 

若 H 0 是 7 Ti ( B ， 6。）的一■个正规子群，则户：称为正则覆 ft 映射 （regular covering map ). 
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(请注意不要弄混淆，“正规”和“正则”，这两个术语已被赋予了完全不同的含义!） 

例1由于圆周的基本群是一个阿贝尔群， S 1 的每一个覆叠映射都是正则的.如果 p : R - S 1 
是标准覆叠映射，则覆叠变换便是同胚: r - x + n . 因此相应的覆叠变换群同构于 Z . ■ 

例2作为另一个极端的例子，我们考虑如图 81.2 所示的8字形空间的覆叠空间.（在第 
60节中我们曾考虑过这个覆叠 空间： 将: r 轴缠绕到圆周 A 上， y 轴缠绕到圆周 B 上.圆周 A , 
和圆周氏分别被同胚地映射到 A 和 B 上 .） 我们将证明群 e ( E ， 夕， B ) 为平凡群. 



一般来说， 若 h : £：—£： 是一个覆叠变换，对于底空间①中的任何一条回路，如果可提升 
为£:中以 e 。 为基点的一条回路，那么这条回路以 / Ke 。） 为起点的提升也是一条回路.在当前的 
情形下，生成 A 的基本群的一条回路，当提升的起点取为 e 。 时，它的提升不是一条回路，而 
当提升的起点取为中位于 y 轴上的其他点时，它的提升才是一条回路.类似地，生成 
B 的基本群的一条回路，当提升的起点取为 e 。 时，它的提升不是一条回路，而当提升的起点 
取为中位于工轴上的其他点时，它的提升才是一条回路.由此可见， h ( e 0 ) = e 0 ,从而 
/ I 是恒等映射. ■ 

有这样一种直接构造正则的覆叠空间的办法，事实上，每一个正则的覆叠空间都可以通过 
这种方式来构造.这涉及一个群在空间上的作用. 

定义 设 X 是一个空间， G 是从 X 到自身的同胚群的一个 子群. 轨道空间 （orbit space ) 
X / G 是 X 相对于下述等价关系的商 空间： 对任意：和任意 g 6 G 定义 x 〜 g ( x ). : r 的等价 
类称为 x 的轨道 （ orbit ). 

定义 若 G 是空间 X 的所有同胚所构成的群， G 在 X 上的作用称为 是纯不连续的 
(properly discontinuous ) ,如果对于每一个 : c 6 X 都存在: r 的一个邻域[；，使得 g ( L 0 与 L 7 无 

交. e 为 G 的单位元 .） 因此，当私。#&时便有 g 。（ U ) 与幻 （ U ) 无交，否则 L 7 与 
go _1 gi ( U ) 将不是无交的. 

定理 81.5 设 X 是道路连通且局部道路连通的， G 为由 X 上的所有同駐构成的群.则商 
映射 tt : X — X / G 是一个覆叠映射当且仅当 G 的作用是纯不连续的.此时，覆叠映射 7 T 是正则 

①底空间指的是覆叠映射的像空间.——译者注 
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的并且 G 是覆叠变换群. 

证首先证明 7 T 是一个开映射.若 u 为 x 中的开集，则; r ^ a /) 是 x 中形如 g ( u ) 的开集 
的并，其中 g 取遍 G 的所有元素.因此 TT ^ TrO /) 为 X 中的开集，根据定义， TrO /) 是 X / G 中的 
开集.因此 7 T 是开的. 

第一步.假设 G 的作用是纯不连续的，我们来证明 7 T 是一个覆叠 映射. 给定 xex ， 设17 
是: T 的一个邻域，使得当时以0/)与 gl ( U ) 无交. 则 7 T 均衡地覆盖着 Tr ( LT ). 事实上， 

等于那些无交开集 g ( U ) 的并，其中 g 取遍 G ， 并且每一个以 U ) 最多包含每一条轨道 
的一个点.因此，由限制； r 所得到的映射 gO /)4； ra /) 作为连续开映射，是一个 一一 映射，因 
此是一个同胚.因此当 g 取遍 G 时所有集合 gOJ ) 形成的一个片状分拆. 

第二步.假设; r 是一个覆叠映射，我们来证明 G 的作用是纯不连续的.给定: rGX ， 设 V 
是; r ( x ) 的一个被; r 均衡地覆盖着的邻域.考虑 tTUV ) 的片状分拆，设*7。为其中含有: c 的那 
一片 • 任意给定 g ^ e , 则 gO / Q ) 必定与 t / Q 无交，否则将会有中的两个点在同一条 
轨道中，这将导致； r 限制于 R 不是单射.因此 G 的作用是纯不连续的. 

第三步.若; r 是一个覆叠映射，我们来证明 G 是覆叠变换群且 tt 是正则的.显然，当 
7。贫= 7：时，任何都是覆叠变换，这是由于 g ( x ) 的轨道等于 x 的轨道.另一方面，设 / i 是一 
个满足条件 AUi )= X 2 的覆叠变换. 因为 7 t 。 h =7 t ， 从而点 A 和: r 2 在映射 7 T 下有相同的像，因此存 
在一个元素 g 6 G ， 使得定理 79. 2中的唯一性部分蕴涵着 /i = g . 

由此可见 ; r 是正则的.事实上，对于同一轨道中的任何两个点^ 和^ 2 , 存在一个元素 g 6 G 
使得再应用推论 81. 3便可得到所要的结论. ■ 

定理 81.6 若/>: X — B 是一个正则的覆叠映射， G 是多的 覆叠变换群，则存在一个同胚 
k ： X / G — B 使得户= 6。兀，其中 I : X 一 X / G 为投射 • 

X = X 

TT P 

X/G^^B 

证若 g 是一个覆叠变换，则根据定义有 />( g (: c ))=^ x ). 因此在每一轨道上为常值 
映射，从而它诱导出从商空间 X / G 到 B 的一个连续映射 L 另一方面，因为 p 是一个满的连 
续开映射，所以 p 是一个商映射.由于户是正则的，在 G 的作用下中的任何两点属于 
同一 轨道. 因此， 7 T 诱导出一个连续映射 X / G ， 它是 &的逆 映射. ■ 

例3设 X 是圆柱面 SiXJ . / i : x— X 是一个同胚，其中 / i ( x ， t )=-(- x 9 t ). k ： X^X 

也是一个同胚， 定 X 为 kU ，0 = (—： r ， l ~ t ). 群 & = M 和 G 2 = U ， 都同构于整数模 

2群，两者在 X 上的作用都是纯不连 续的. 以下留给读者 验证： X / G 同胚于 X ,而 X /仏同 
胚于 M 6 bius 带.参见图 81. 3. 

© - © © 


图 81. 3 
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习题 

1. ( a ) 给出一个2阶的环面 T 的同胚群 G , 使得 T 7 G 同胚于环面. 

( b ) 给出一个2阶的环面： T 的同胚群 G ， 使得 77 G 同胚于 Klein 瓶. 

2. 设 X = 是两个圆周的束. 

(&)设£是画在图 81.4 中的空间 ，户： E — X 表示将 弧犬 1 和弧 A 2 都缠绕 A 并且将 和压 
都同胚地映到 B 上的映射.证明？是一个正则的覆叠映射. 



( b ) 试确定如图 81. 5所示的 X 的覆叠空间的覆叠变换群.这个覆叠映射是否是正则的? 



( c ) 对于如图 81. 6所示的覆叠映射，考虑 ( b ) 中的相应问题. 

^3 



( d ) 对于如图 8 h 7所示的覆叠映射，考虑 （ b ) 中的相应问题. 



图 81. 7 
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3. 设/>: 是覆叠映射(不必是正则的）， G 为/>的覆叠变换群. 

( a ) 证明 G 在 X 上的作用是纯不连续的. 

( b ) 设; r : X — X/G 是投射 • 证明存在一个覆叠映射 h X/OB 使得 A 。 tt = P . 

p \ X/G 

4 . 设 G 是 A ： 的一个同胚群. G 在 X 上的作用称为是不动点平凡的 （ fixed-point free ) 的，如果 
除恒等映射 e 外 G 中的任何成员都没有不动点. 证明： 若 X 是一个 Hausdorff 空间，且 G 
是 X 的不动点平凡的有限同胚群，则 G 的作用是纯不连续的. 

5 - 将 S 3 视为满足条件 | & | 2 + | ^ | 2 =1 的所有复数点偶(^， z 2 ) 构成的空间.给定互素正 
整数 n 和 I 映射；1: S 3 — S 3 定义为 、. 

h ( z , , z 2 ) = 

( a ) 证明 / i 生成 S 3 的同胚群的一个〃阶循环子群 G ， 并且除 G 的单位元以外其他元素没有不 
动点.轨道空间 S 3 / G 称为透镜空间 （lens space ) L ( n ， 是）. 

( b ) 证明： 若 L ( n ， «与以《'， V )同胚，则[有这样一个 定理： L ( n ， k ) 与 L ( t / ，同 
胚当且仅当并且 々三 〆 (mod n ) 或者 ^'^Kmod m ). 其证明绝对不平凡 •] 

( c ) 证明 L ( tz ， 幻是一 个紧致3-维流形. 

6 •定理 设 X 是一个局部紧致的 Hausdorff 空间， G 是 X 的一个同胜群，使得 G 的作用是不 
动点平凡的.假设对于 X 的每一个紧致子空间 C ， 仅有有限多个 G 的元素 g 使得交 
Cng ( C ) 非空.则 G 的作用是纯不连续的，并且 X/G 也是局部紧致的 Hausdorff 空间. 

( a ) 对于 X 的每一个紧致子空间 C ， 证明对于所有的 geG ， 集合 g ( C ) 的并是 X 中的闭集. 
[提 示： 若1/是1的一个邻域使得 O 紧致，那么仅有有限多个 g 使得 OUC 与 g ( I 7 UC ) 
有非空的交 .] 

( b ) 证明 X / G 是一个 Hausdorff 空间. 

( c ) 证明 G 的作用是纯不连续的. 

( d ) 证明 X/G 是局部紧致的. 

82 覆 ft 空间的存在性 

我们已经证明了每一个覆叠映射心 £：— B 对应着 ^( B ， 6。）的子群的一个共轭类，并且证 

明了两个覆叠映射等价的充分必要条件是它们对应着相同的这种类.因此，我们已经得到了由 

B 的覆叠映射的等价类到; ^( B ， 6。）的子群的共轭类间的一个单射_现在，我们提出以下 问题: 

上述对应是否是一个满射？也就是说，对于 ttJB ， 6。）的子群的每一个共轭类，是否存在 B 的 
一个覆叠映射与之对应？ 

一般来说，回答是否定的_在第80节中，我们曾经给出一个例子，在那里 B 是一个道路 
连通且局部道路连通的空间，它没有单连通的覆叠空间，也就是说，没有覆叠空间对应着平凡 
子群的共轭类 • 这个例子依赖于引理80. 4 ，这个引理给出了任何一个空间有单连通的覆叠空 
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间时所必须满足的条件.现在我们将这个条件陈述如下. 

定义称空间 B 为半 局部单连通的 （semilocally simply connected ) ,如果对于每一个66 
B , 存在6的一个邻域17使得由内射诱导的同跖 

in ：7 Ti CU 9 b ) - ► ^1 ( B f b ) 


是平凡的. 

注意当 U 满足上述条件时，6的任意较小的邻域也满足上述条件，所以6有“任意小”的邻 
域满足这个条件.此外，上述条件要弱于真正的局部单连通性，因为局部单连通性意指6的每 
一邻域包含着6的某一个单连通的邻域 U . 

B 是半局部单连通的当且仅当基本群 tt ^ B ， 6。）的子群的每一个共轭类存在一个 B 的覆叠 
空间与之对应.必要性已经在引理 80. 4中证明了，本节将给出充分性的证明. 

定理 82.1 设 B 是道路连通、局部道路连通且半局部单连通的.令心则对于 
6 0 )中任意给定的一个子群 ff ， 存在一个覆叠映射化 E ~^ B 以反 A e o e p — 1 ( b 。） 使得 

p * (7 n ( E , e 0 )) = H . 

证第一步. E 的构造.£的构造过程与复分析中构造 Riemarm 曲面的过程完全相仿.设 
沪表示 B 中所有以6。为起点的道路的集合.在沪上定义等价关系 如下： 若《和^在 B 中有相 
同的终点并且 

[a * 6 H , 

则规定 《〜/?. 容易验证，这是一个等价 关系. 我们将用，表示《的等价类. 

设£为所有等价类的集合.通过关系式 

pia ^ ) = a ( l ) 

定义映 射々： 由于 B 是道路连通的，所以户是满射.我们将赋予 E —个拓扑使得左为 
覆叠映射. 

首先注意以下两个 事实： 

(1) 若 [ a ] = [/3]， 则 

(2) 若，=，，，其中5为 B 中任何一条以 a ( l ) 为起点的道路. 

前者成立是由于若[«] = [/?]，则 刃为 H 中的单位元.后者成立是由于和有 

相同的终点，并且根据假设有 

[(a * * (^ *"5)] = [(a * W = [a * 

属于 

第二步.£的拓扑化. E 的拓扑化的方式之一是在沪上赋予紧开拓扑(参见第7章）并且在 
E 上取相应的商拓扑.然而，我们可以通过以下方法直接拓扑化 E : 

设《是沪中的任意一个元素， U 为 a ( l ) 的任何一个道路连通的邻域，定义 

BCU , U 是 U 中一条以 0 (1)为起点的道路 

注意 0 # 是507, 《) 中的一个元素 • 这是 因为： 若 6 = a ( l )， 则，并且根据定义 
这是 B ( LJ ， a ) 中的一个元素 • 我们 断言： 所有集合 B (17, a ) 构成£的某一个拓扑的基. 

首先我们 证明： 若 〆 eBOJ ， a )， 则有， 的和 B ( U ， a ) = B ( U , ^). 
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如果#6607,《)，则对于 U 中的某条道路5有因此 

(卢*幻 # = (( a ^ d )^ S ) # 根据 (2) 

=，， 根据（1〉 

从而根据定义有^ 6B07, /»• 参见图8 2 , 1. 我们先来证明 B0J， 辦匚 BO/，a ). 注意 BO；， /3) 
的元素可表示为形式，其中7是 U 中的一条道路.于是 

(夕 * 7” = ((a * 5) * y) # 

= (a * (5 * /)) # , • 

根据定义这是 BO/，a) 中的一个元素.完全对称的讨论可得包含关系£07, a ) CZB ( U 9 fi ). 



我们再来证明所有集合 B ( L /， a ) 构成一 个基. 若矿 属于交 BOA ， ai ) flB ( C / 2 , a 2 ), 我们 

只需选取包含在 a nu 2 中的点扒 1) 的一个道路连通邻域 V . 则按照各集合的定义可见包含 
关系 


B(V ， /3 ) 匚 n BO/ 2 ,/3) 

成立，并且前面已经证明了上式右边的集合等于 BCR ， « 2 ). 

第三步. f 是一个连续开映射 • 为了证明/>是一个开映射，我们只要证明基中的元素 
B ( l /， a ) 的像是 B 中的开子集 [ J 即可： 任意给定: c 6 U ， 选取 (7 中从 a ( l ) 到: c 的一条道路夂 
则（《*幻 # 在价17， a ) 中并且 〆 （ a *5) # )= x . 

为了证明 P 的连续性，选取£：中的一个元素 〆 以及的一个邻域 W . 选取集合 W 中 

的点0( 〆 ）=^1) 的一个道路连通邻域 [/• 这时 B ( U ，《) 是 〆 的一个邻域，并且/>将其映入 
W 中. 于是/>在^处连续. 

第 四步 . B 的每一点有一个邻域被户均衡地覆盖着. 给定选取\的一个道路连通 

邻域1/使得由内射所诱导的同态;^(17,卜）— mCB ， 卜）是平凡的.我们断言 U 被 f 均衡地覆 
盖着. 

首先，我们证明 f UU ) 等于所有集合 B ( t /， a ) 的并，其中《取遍 B 中所有从6。到6,的 
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道路.由于户将每一个集合 BO /，《) 映到 U 上，显然/ T 1 (17) 包含这个并.另一方面，若沪 
属于 fi -' U ), 则 /?(1)6 U . 在 U 中选取从仏到#1)的一条道路 《并 且设 a 是从6。到卜的道 
路/3*匕则[幻从而沪它是 B ( L /，《) 中的一个元素.于是 P — 穴⑺包含 
于这些集合 BO /，《) 的并之中. 

其次，注意两个不同的形如 BO /，《) 的集合是无交的.因为根据第二步可见，当#属于 
B ( L 7, ai ) nB ( L 7， a 2 ) 时， B ( U 9 ai )= B ( U , j 3)= B ( U , a 2 ). 

最后，我们证明 f 是从 B ( U ， a ) 到 U 的一个 一一 映射.由此推出 />| B ( U ， a ) 是一个同胚， 
即 一一 的连续开映射.我们已知道/>将 B ([/， a ) 映满 C 7. 为了证明 P 是一个单射，假设 

/»((a * 5 i) tt ) = p((a * 5 2 ) # ) * 

其中&与糸是 U 中的两条道路.这时有&(1)=5 2 (1).由于由内射诱导的同态卜 ）— 
k ,( B , 匕）是平凡的，& 在 B 中道路同伦于一条常值回路.从而 [ a * 灸]，于是 

灸） 4 .这便是我们要证明的. 

由此可见 h 按照前几章中的说法是一个覆叠映射.为了证明 f 按照本章中的说法 

也是一个覆叠映射，我们还要证明 E 是道路连通的.简要证明如下. 

第五步.在 B 中提升一条 道路.设表示点6。处的常值道路的等价类，则根据定义 
fi ( e 0 )= b 0 , 给定 B 中以6。为起点的一条道路 a ， 我们来给出在£:中以^为起点的一条道路作 
为它的提升，并且证明这个提升以 〆 为终点. 

为此，给定 c 6[0, 1]，并且设 a : B 表示由 

a c ( t ) = a(tc ) ,其中 

所定义的道路.则^是《中从 a (0) 到 a ( c ) 的那一“段特別地，便是6。处的常值道路，而 
ai 便是 a 本身.我们用 

a(c) = (a^) # 

定义 L I ^ E , 并且证明 S 的连续性.这时5■便是 a 的一个提升，这是由于/ > G ( c ))=« f ( l ) = 

a ( c ), 从而， &以 （的） # = ☆为 起点、以（如）*=« # 为终点. 

为了验证连续性，我们引入以下记号.给定设良^表示由 J 到 [ C ， d ] 的正线 
性映射与 a 的复合所定义的道路.注意道 路心和 是道路同伦的，因为其中之一是另一 
个的再次参数化.参见图 82. 2. 



我们现在来验证6在[0, 1] 中点 c 处的连续性.设 W 是 E 的基中包含着点 5( c ) 的一个成员，则 
对于 a ( c ) 的某一个道路连通邻域 U ， W 等于 B 0/， ％).选取 £ >0使得当 | c—H < e 时，点 《( r ) 在 
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u 中.我们 证明： 若 a 是 [0, 1] 中满足条件 u-w < e 的一个点，则 ( iw ) ew . 这样我们就证明了 
5在 C 处的连续性. 

假设 U — cn < e . 首先考虑的情形 • 设则由于 [ C ^]=[ A * 幻，我们有 

aid) = (a d ” = (a c * 5) # . 

由于5是 U 中的道路，所以在 ( d ) eB ( l /， a c ), 这便是我们所要证 明的. 当 ti < c 时，设茂= 
I ， 论证过程是类似的. 

第六步 . 户： 是一个覆叠映射. 我们只需验证£:是道路连通的，而这是容易的.因 
为如果 〆 是 E 的一个点，则 a 的提升6便是 E 中由 e Q 到 〆 的一条 道路. 

第七步.最后，我们有只=/>*(;^(£：， e 。））. 设《是召中以心为基点的一条回路.记5是 
它在£:中以〜为起点的一个提升.根据定理54.6, [ a ]6^.(7 n ( E , ☆)) 当且仅当 S 是£:中的 
一条 回路. 此时，道路6的终点是，，并且^=6当且仅当《等价于6。处的常值道路，也就 
是说，当且仅当而当 [ a ] GH 时这个属于关系正好成立. ■ 

推论 82. 2 空间 B 有一个万有覆叠空间当且仅当 B 是道路连通、局部道路连通且半局部 
单连通的. 

习题 

1. 证明单连通空间是半局部单连通的. 

2. 设 X 是 R 2 中的无限耳环.（参见第80节的习题 1,) 设 C ( X ) 是 IR 3 中由连接 XX 0 中的点与点 
P = C 0, 0, 1) 的所有线段的并所组成的子空间.空间 C ( X ) 称为 X 上的锥 （ cone ). 证明 
C ( X ) 是单连通的，但在原点处不是局部单连通的. 

* 附加习题：拓扑性质与 ？ Ti 

上一节的结论 说明： 对于 B 的覆叠空间的分类而言，空间 B 是道路连通、局部道路连通 
且半局部单连通的空间的假定是适当的.此处我们将 说明： 对于 B 的各种拓扑性质与 B 的基 
本群之间的关系而言，对空间 B 的以上假定也是合适的. 

1. 设 X 是一个空间，是 X 的一个开覆盖.在何种条件下，存在 X 的一个开覆盖忠加细 

并且满足 条件： 对于忠中每一对相交非空的元素 B ， 有 BUB ' 包含于為的某一元素 
之中？ 

( a ) 证明： 若 X 是一个可度量化空间，那么满足上述条件的开覆盖忠是存在的.[提 示：选 
取 eU ) 使得 B ( x ，3 e (: r )) 包含于為的某一元素之中，设忠由所有开集 BU ， e ( x )) 
组成 .] 

( b ) 证明： 若 X 是一个紧致的 Hausdorff 空间，那么满足上述条件的开覆盖忠是存在的. 
[提 示： SAi ，…， A „ 是覆盖 X 的 A 的一个有限 子族. 选取 X 的一个开覆盖 Q ，…， 
G 使得对于每一个 i 有对于{1， …， n } 的每一个非空子集/，考虑集合 

Bj = fH — U 〔•] 

； e ; 

2 . 定理设空间 X 是道路连通、局部道路连通且半局部单连通的.如果 X 是具有可数基的正 
则空间，则 7 n ( X ， a ) 是可数的. 
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证明：设兑是叉的由道路连通的开集 A 所构成的一个覆盖，使得对于每一个 A 6 扁 及每一 
个由内射所诱导的同态 Tn ( A , a )—； n ( X , a ) 是平凡的.设忠是满足习题 1 中所述 
条件的 x 的由非空道路连通集合所构成的一个可数开覆盖.对于每一个 se 忠选取一点 

对于忠中的每一对满足共0的元素 B ， B '， 选取 BUB ' 中从 P ( B ) 到 
〆〆 ）的一条道路 〆 £， B ')_ 我们称 g ( B ， W ) 为选择道路. 

设 B 。 为忠中的一个固定元素， xo -^( B 0 ). 若/是 X 中的一条以心为基点的回路，那么 
依以下步骤证明/道路同伦于一些选择道路的 乘积： 

( a ) 证明存在[0， 1] 的一个分划 

0 = ^ < *** < ^ = 1 

使得/将 [匕 - i ， 映人 B 。， 并且对于每一个 i = l ， …，”一1，/将[^―:， t ,] 映入忠的 
某一个元素中.设 

( b ) 设/,为从[0, 1] 到 [ ki ， r ,] 的正线性映射与/的复合， gl -= g ( B t - l9 B ,). 选取氏中从 
/( A ) 到 〆 戌） 的一条道路％，若£ = 0或£ =〜设％为: c 。 处的常值道路.证明 

[/；] * Ca J = [a,--i ] * [^]. 

( c ) 证明 [/] = [&]* … * [ gj . 

3. 设 E — X 是一个覆叠映射，使得 ttJX ， 是可数的. 证明： 若 X 是具有可数基的正则 
空间，则 E 也是具有可数基的正则空间.[提 示： 设是由 X 的道路连通集所构成的一个 
可数基.对于忠，设 (? 是由的所有道路连通分支组成的族.参见第53节中的习 
题 6.] 

4. 定理设空间 X 是道路连通、局部道路连通且半局部单连通的.如果 X 是紧致的 
Hausdorff 空间，则；^(叉，： c 。） 是有限生成的，从而也是可数的. 

证明： 重复习题2中所述的证明.选取忠是一个有限族.与先前一样，我们有等式 

[/] = [ gi ] * … * [ gJ . 

对于每一个 xex ， 选取一条从: r 。 到：^的道路艮，设氏。为常值道路.若 g 二 b ')， 
定义 

L ( g ) =戽 * (g * 良）， 

其中 ： r = 并且:^ 证明： 

[/] = [L(g*i)] * [L(g-J]. 

5. 设 X 是无限耳环（参见第80节中的例 1). 证明 X 是具有可数基的紧致的 Hausdorff 空间， 
其基本群含有不可数多个元素.[提 示： 设 r „: X — C „ 是一个收缩.给定0和1的一个序列 
A ， a 2 ，…， 证明存在 X 中的一条回路/，使得对于每一个 n ， 元素 （&)*[/] 是平凡的当且 
仅当 a „=0 .] 




第 14 章在群论中的应用 

前一章中我们讨论了如何将拓扑问题（即空间 B 的所有覆叠空间的分类问题）化为代数问 
题（即空间 B 的基本群的所有子群的分类问题）.现在我们来考虑这个问题的反问题，即将代 
数问题化为拓扑 问题. 这个代数问题是证明自由群的子群还是自由群.这个结论好像没有什么 
问题，但是却没有什么人给出过简洁的 证明. 我们将从应用覆叠空间理论于某些称为线 性图的 
拓扑空间入手来处理它. 

83图的覆叠空间 

我们现在来定义线性图（有限情形前面已介绍过），并且证明下面的基本 定理： 线性图的覆 
叠空间也是线性图. 

让我们来回顾 一下： 弧 A 是同胚于单位区间[0， 1] 的空间，弧 A 的端点 和 g 是 在同胚 
下对应着0和1的那两个点，只有这两个点能使和是连通的.弧 A 的内部是从 A 
中除掉了端点后的剩佘部分. 

定义一个线性图 （linear graph ) X 是由一些弧 A a 构成的一个族的并，要求满足 条件： 

1. 两条弧的交 AaflAg 或者是空的，或者是这两条孤的一个公共端点. 

2. X 的拓扑与这些子空间 A a 相通. 

这些孤叫做 X 的边 （ edge )， 这些弧的内部则叫做 X 的开边 （open edge ). 这些弧的端 
点叫做 X 的顶点 （ vertex ). 由 X 的顶点构成的集合记作 X 0 , 

设 X 是一个线 性图. 如果子集 C 是 X 的某些边和某些顶点的并，则它是 X 的一个闭子 
集. 这是因为<^与/^的交要么是空集，要么等于疋，要么 等于疋 的一个或两个顶点，无论 
何种情形 CH 糸在 A 。 中都是 闭的. 由此可见 X 的每一条边都是闭集，也可见 X 。 是 X 的一个 
闭的离散子空间，因为 X ° 的任何子集在 X 中都是闭的. 

对于前面讨论的有限线性图的情形，我们当时在定义中用了一个 Hausdorff 条件替代条件 (2). 
那时，这个 Hausdorff 条件可以保证 X 的拓扑与诸子空间是相通的.但对于无限图的情形不再成立， 
所以我们要把相通条件作为定义的一 部分. 当然可以还加上 Hausdorff 条件，但是已经没有必 
要了，因为它被相通条件所蕴涵. 

引理 83.1 每一个线性图都是正规空间，因此当然也是一个 Hausdorff 空间. 

证 设 B 和 C 是 X 的两个无交闭子集.不失一般性，假定 X 的每一个顶点要么属于 B ， 
要么属于 C . 对于每一个 a ， 选取 A fl 的两个无交子集和％分别包含着 Bf ! A a 和0门人， 
并且要求 L / a 和在焱^中都是开的.令和 V == UV fl ， 此时 U 和 V 分别包含 B 和 C . 

我们来证明 L / 和 V 是无 交的. 如果: rei / flV ， 则:对于成立.这表明人 
和 A 〃都要包含点 _ r ， 从而 x 是 X 的一个顶点.但这是不可能的，因为如果:则: c 便不会 
在任何一个集合％中.如果那么: c 便不会在任何一个集合 l / fl 中. 

最后证明 L 7 和 V 都是 X 中的开集.为了证明17是开的，只需证明对于每一个《， 
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Uf ] A a = U a . 根据定义， UriA a 包含着 U a . 如果: r 是中的一个不在 U a 中的点，则对 
于某一个属于于是 A # 和 A a 都包含: r ， 从而: c 是 X 的一个顶点.然而这是不可 
能的，因为如果则根据的定义， xeU a . 如果 x € C ， 则 1 不能属于 17. ■ 

例1如果 X 是某些圆周 S a 的束，其公共点为/>，则 X 可以表示为线性图.我们只要把 
每一个 S fl 表示成以为一个顶点的具有三条边的一个图，这时 X 便是所 
有弧的并了.为了证明束 X 的拓扑与这些弧的一个族是相通的，我们只 
要 注意： 如果对于每一段弧是中的闭集，则 DflS # 便是 
形如 L » nA a 的三个闭集之并，从而在 士中是 闭的.因此根据定义， D 在 
X 中是闭的.参见图 83. 1. ■ 

例2设 J 是一个离散空间， E =[0, 1] XJ ， 则在£中将集合 {0 }X 
J 缩成一点 > 所得到的商空间是一个线性图. 

商映射 tt : 是一个闭映射.因为如果 C 是£：中的一个闭集，则 

当 C 包含着 {0} XJ 的一个点时，等于 CU ({0} XJ ). 对于其他 
情形，等于 C . 在任何一种情形下， tt — V ( C ) 在£中都是闭的， 

因此 tKC ) 是 X 中的一个闭集.这蕴涵着 ； r 将每一个空间 [0, l ] X a 同胚 
地映为它的像 A a ，所以 A a 是一段弧. X 的拓扑与这些子空间 A a 是相通 图 83.2 
的，因为 tt 是一个商映射.参见图 83.2. ■ 

定义设 X 是一个线性图， Y 为 X 中由 X 的一些边的并构成的子空间.这时 y 在 X 中是 
闭的，并且它自己也是一个线性图，我们将它称为 X 的一个子图 （ subgraph ). 

为了证明 Y 是一个线性图，我们要指出 Y 作为子空间的拓扑与 Y 中的边构成的族是相通 
的.如果 Y 的子集 D 在子空间 Y 中是闭的，则 D 在 X 中也是闭的，所以对于 X 的每一条边， 
特别对于 Y 的每一条边， DHA a 在中是 闭的. 反之，设对于 Y 的每一条边 A #， DRA , * 
中是闭的.我们还要指出的是对于 X 的每一条不在 Y 中的边 Df | A a 在八„中是闭的. 

然而此时，或者是空的，或者是一个单点集！这便证明了 Y 的拓扑与它的所有边相通. 

引理 83.2 设 X 是一个线 性图. 如果 C 是 X 的一个紧致子空间，则 X 中存在着一个有限 
子图 Y 包含着 C . 如果 C 是连通的，则 Y 也可以选成连通的. 

证首先，我们注意 C 仅包含着 X 中的有限个顶点.因为 CHPS —个紧致空间 C 的闭 
离散子空间，且由于它没有极限点，所以这个子空间必是有 限的. 类似地，只有有限多个 0 使 
得 C 包含边的一个 内点. 因为如果对于每一个 a ， 只要可能，选取 C 中的一个的内点 
〜，那么我们便得到了一个集合它与每一条边 Ap 之交是单点集或 空集. 由此可见， 
B 的每一个子集在叉中都是闭的，所以 B 是 C 中的闭离散子空间，因此是有限的. 

对于 X 中每一个属于 C 的顶点: r ， 选取以 x 为顶点的一条边，再选取那些内部包含着 C 
中的点的边 A a . 令 Y 为所有这些边的并，它便是包含着 C 的一个有限子图.注意如果 C 是连 
通的，则 Y 便是与 C 有交的弧的一个族的并，因此 Y 是连通的. ■ 

引理 83. 3如果 X 是一个线性图，则 X 是局部道路连通的和半局部单连通的. 

证第一步.我们证明 X 是局部道路连通的.如果: c 6 X 并且 x 在 X 的某一条边的内部， 
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则: T 的每一个邻域中包含着: T 的一个邻域同胚于 R 中的一个开区间，而开区间是道路连通的. 
另一方面，如果: T 是 X 的一个顶点，而 U 是: T 的一个邻域，则对于以 X 为端点的每一条边 
A a , 我们可以选取 xSA a 中的一个邻域 V a 包含在1/中，并且要求这个邻域同胚于半开区间 
[0, 1). 于是 UKSx 在 x 中的一个包含于 u 中的邻域， X 的这个邻域是一些道路连通空间 
之并，这些道路连通空间有一个公共点 A 

第二步.我们来证明 x 是半局部单连通的.事实上，要证明的是如果 zex , 则： r 有一个 
邻域 U 使得;^07, x ) 是平凡的. 

如果: c 在 x 的某一条边的内部，那么这个内部便是这样一个邻域.现在假设: c 是 x 的一 
个顶点.用乐： r 表示 X 中那些以: T 为端点的边的并，用 St 工表示从中除掉所有异于 X 的那 
些顶点剩下的部分. （ St ： T 叫做 X 的星 .） 集合 Stx 是 X 中的开集，因为它是一些弧和一些顶点 
的并的补.我们来证明 TT ^ StO ： ，工)是平凡的. 

设/是 Stx 中以: t 为基点的一条回路，则像集 /( J ) 是紧致的，所以它在乐 T 的有限条弧 
的并中.任何一个这样的并都同胚于平面上有限条具有一个公共端点的线段之并.在这种空间 
中的任何一条回路都可经由直线同伦收缩到: t 处的常值回路. ■ 

如果 I 是 X 的一个顶点，这时单点空间 { x } 是哥: T 的一个形变收缩核.然而，尽管所需要 
的形变收缩容易想得到，但证明这个映射的连续性却并不容易.我们需要以下 事实： 如果将 
映射 

F : (St x ) X I - ► St 

限制在每一个子空间总 XJ 上是连续的，那么这个映射本身便是连续的.当沒: C 是有限多条弧 

的并时，这个结论立刻便能从黏结引理推岀，而一般性的结论要求我们证明（豕: r ) XJ 的拓扑 
与子空间乂 8 〆 /是相通的.这可从关于商映射乘积的一个基本定理得到 .. （参见第29节中的习 
题 11.) 如果我们只想将一条回路(而不是将整个空间豕 x ) 收缩为一点，则无需这些考虑，因为 
任何一条回路都包含在有限条边的并中，收缩成一点是不成问题的. 

现在来考虑线性图的覆叠空间.在上一章中我们约定每一个覆叠空间都是道路连通和局部 
道路连通的，现在解除这个约定. 

定理 83.4 设 E — X 是一个覆叠映射，其中 X 是一个线性图.如果汔是 X 的一条 
边，而 B 是 々—（ AJ 的一个道路分支，则是从 B 到 A a 上的一个同胚.从而空间 E 也是一个 
线性图，以所有空间 / TVAJ 的所有道路分支为它的边. 

证第一步.我们来证明/>是从 B 到 A a i 的一个同胚.由于弧次是道路连通和局部道 
路连通的，定理 53. 2和定理 80.1 告诉我们/>的限制映射扒：是一个覆叠映射.由于 S 
是道路连通的，所以提升对应 h %— Ha ) 是满的.由于是单连通的，所以 

九 HU ) 由一个点构成.（参见定理 54. 4.) 因此如是一个同胚. 

第 二步. 由于 X 是一些弧凫„的并，空间£:便是作为空的道路分支的那些弧 B 
的并.设召和“分别是/^(疋）和的道路分支，我们来证明 B 和最多相 
交于一个公共端点.如果疋和八#是相等的，则召和 〆 是无交的.如 果疋和 是无交的, 
则 B 和 S ' 也是无交的.从而，如果 B 和相交，疋和 A # 应当相交于二者的一个公共端点， 
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因此 BflW 中只有一个点，它应当既是 B 的端点也是的端点. 

第三步.我们证明£：的拓扑与它的那些弧 B 相通.这是这个定理证明中最难的部分.设 
W 是 E 的一个子集，使得对于£：中的每一条弧 B ， WHS 在 B 中是开的.我们来证明 W 是 E 
中的一个开集. 

首先，证明 />( W ) 在 X 中是开的.如果人是 X 的一条边，则 />( w ) n 疋便是集合 
的并，其中 B 取遍 />_ W ) 的所有道路分支.这些集合 〆 WflB ) 中的每一个在 A a 中是开的， 
这是因为/>将5同胚地映射到 A 。 上.因此这些集合的并 〆 W ) f ! A a 也是中的开集.由于 
X 的拓扑与子空间乂。相通，所以集合 / KW ) 是 X 中的开集. 

其次，对于一个特殊情形来证明我们的结论.这个特殊情 形是： X 中有一个被> 均衡地覆 
盖着的开集 U ， 使得 W 包含在 pMO /) 的某一片 V 中.这时，根据刚才证明的结论可见，集合 
/ KW ) 在 X 中是开的.这蕴涵着 〆 W ) 是 U 中的开集.由于户的限制映射是从 V 到 LJ 上的同 
胚，所以 W 也是 V 中的开集，因此它在£：中也是开的. 

最后，我们证明一般结论.选取 X 的一个覆盖扁，它由被均衡地覆盖着的开集 U 组成. 
这时，取遍所有集合厂 VU ) 中的所有片 V 覆盖着对于每一个这样的片 V ，令 
Wy = Wf ] V . 集合 W v = Wf 1 V 满足 条件： 对于 E 中的每一条弧 B ， 集合在 B 中是开 
的，这是因为 w v nB =( wnB ) n ( vriB )， 而两个集合 wns 和 vhb 在 b 中都是开的.前 
一段中的结论蕴涵着 w v 在 e 中是开的.由于 w 是集合的并，所以它在 e 中也是开的. ■ 

习题 

1. 在证明线性图 X 的正规性的过程中，为什么要假设 X 的每一个顶点属于 B 和 C 之一？ 

2 •有限线性图 X 的 Euler 数等于 X 的顶点的个数减去边的个数.我们将看到，它是一个拓扑 
不变量.计算一段弧的 Euler 数、一个圆周的 Euler 数、 n 个圆周束的 Euler 数以及 n 个顶 
点的完全图的 Euler 数.如果£:是 X 的一个 w- 重覆叠空间，£:的 Euler 数和 X 的 Euler 数 
之间有什么关系？ 

84图的基本群 


现在我们来证明以下基本 定理： 任何一个线性图的基本群都是自由群.此后，我们将简单 
地称线性图为图. 

定义图 X 的一条有向边 （oriented edge)e 是 X 的一条边和这条边的两个顶点的一个定向 
两者的总称，顶点的定向中的第 一 个顶点叫做 e 的起始顶点 （initial vertex ) ， 而第二个顶点叫 
做 e 的终结顶点 （final vertex ). X 中的边道路 （edge path ) 是 X 中的有向边的一个序列 q ，…， 
e n ， 使得对于 i = l， …， n — 1，&的终结顶点等于 匕 +1 的起始顶点.这样一条边道路由顶点的 
序列 工 0， …， x n 完全决定，其中 j :。 是 e ! 的起始顶点， ： c , •是的终结顶点 ， f = 1，…， W . 它 
也被叫做从 A ：。 到 x n (from Xq to * r n ) 的边道路.当 * r 。 x n 时，这条边道路叫做闭的边道路 
(closed edge path )* 

给定 X 中的一条有向边 e ， 令/,为从[0, 1] 到 e 上的正线性映射，这是从 e 的起始顶点到 
e 的终结顶点的一条 道路. 对应于从 x 。 到的边道路^，…， e „， 我们有一条通常意义下的 




从 j :。 到的道路 

/ = /l * (/2 * ( … * /J ) ， 

其中这条道路是被边道路^，…，^唯一确定的，我们称之为 相应于边道路 &，…， 

6 的道路 （path corresponding to the edge path q ，…， e n ). 如果边道路是闭的，则相应的道 

路/是一条 回路. 

•引理 84. 1 图 X 是连通的®且仅当 X 的每一对顶点能由 X 中的一条边道路连接 • 

证 设 X 是连通的.如果 X 中存在一条从 x 到^的边道路，我们定义: r 〜％ X 中的任何 
一条边的两个端点都是等价的.记 L 为端点等价于 x 的所有各边 之并. 这时， L 是 X 的一 
个子图，从而在 X 中是闭的.各子图 I 将 X 分割成无交的闭子空间.由于 X 是连通的，这 
样的闭子空间应该只有一个. 

反之，设 X 的每一对顶点能被某一条边道路连接.这时每一对顶点也就能被通常意义下 
的道路连接.因此 X 的所有顶点属于 X 的同一个 分支. 由于每一条边都是连通的，所以整条 
边也属于这个分支.这证明 X 是连通的. ■ 

定义 设&，…，是线性图 X 中的一条边道路.有时候会发生这样的 情况： 对于某一 
个 h 和 m 是 X 中边相同但定向相反的两条有向边.如果不发生这种情况，我们便称这条 
边道路 为约化边道路 （reduced edge path ). 

注意，如果上面所说的情况确实发生了，我们从这个有向边序列中删除和^ +1 ，剩下来的还 
是一条边道路(要先假定原来的序列中最少有三条边），这个删除的过程叫做约化边道路.因此我们 
可 以说： 在任何连通图中，每一对不同的顶点可以用一条约化边道路来连接.参见图 84.1. 



图 84. 1 


定义图 X 的一个子图： T 称为一棵树 （ tree )， 如果： T 是连通的并且没有闭的约化边道路. 
由一条边组成的线性图是一棵树.画在图 84.2 中的图不是一棵树，但删除了边 e 之后便 
变成了一棵树.画在图 84.3 中的图是一棵树，删除了边 A 之后还是一棵树. 



图 84. 2 


图 84. 3 
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引理 84* 2如果 T 是图 X 中的一棵树，并且 A 是 X 中的一条边，它与了恰相交于一个 
顶点，则丁 UA 还是 X 中的一 棵树. 反之，如果： T 是 X 中的一棵有限树，由多于一条边构成， 
则在 X 中有一棵树： T 。 和恰与： T 。 相交于一个顶点的一条边 A ， 使得 T = ToUA . 

证 设下是 X 中的一棵树， A 是与 T 仅相交于一个顶点的一条边.显然， TUA 是连通 
的.下面证明 TUA 不包含闭的约化边道路.设 a 和6是 A 的两个端点，并且 { a } = TH 儿 
参见图 84.3. 设: r 。， …， x n = : r 。 是 TUA 中的一条闭的约化边道路的顶点序列.如果没有一 
个顶点 A 等于6,那么这条边道路便在丁中，这与假设矛盾.如果对于某一个“ 0< i < n ， 使 
得 x ,=6, 则我们有:和因此这条边道路不是约化的，也与假设矛盾 • 最后， 
如果 . Z 。 二办二并且对于 i = 1，…， w — 1， XiT ^ b ， 则有 a = a 和 ： Td 并且顶点序列 

…,:^^给 出了了 中的一条闭的约化边道路，还是与假设矛盾. 

设: r 是 X 中多于一条边的一棵有限树. t 先我们证明 T 中有某一个顶点6只属于 T 中的 
一条边.如果不是这样，我们在 T 中构造一条边道路 如下： 从丁的某一个顶点: r 。 开始，然后 
在丁中选取一条以: t 。 为顶点的一条边给^定向使得 X 。 为起始 顶点. 设:^为^的另一个 
顶点， e 2 是: T 中以心为顶点的不同于^的一条边.给 e 2 定向使得 a 为其起始顶点.按照类 
似的方式继续下去.在序列心，…中没有两个相邻的项是 T 中的同一条边取不同定向•由 
于： T 是有限的，应当有一个指标 n 使得对于某一个有 a =: r ,. 因此顶点序列： r ,， 
x , +] , …， ^决定了 T 中的一条闭的约化边道路，这与假设矛盾.参见图 84. 4. 



图 84，4 


设6是 T 中的一个顶点，并且仅属于 了中的 一条边 A . 了。由 T 中所有异于 A 的边构成， 
则： TzRUA . 因为： T 是连通的， T 。 与 A 仅相交于另一个顶点 a . 我们来证明 T Q 是一棵树. 
由于： T 不包含闭的约化边道路，所以 T ； 也不包含闭的约化边道路. 7；是连通的，这是因为 
如果： T 。 是两个无交的闭子集 C 和 D 的并，点 a 只能属于其中的一个，设为 C ， 于是 CUA 和 
D 将会是无交闭子集.这两个闭子集的并便是: T , 这与： T 的连通性矛盾. ■ 

定理 84. 3每一棵树都是单连通的. 

证 我们首先考虑 T 是一棵有限树的情形.如果 T 仅由一条边构成，则 T 是单连通的. 
如果: T 有 n 条边， n>l, 则： T 中存在一条边 A, ffi#T=T 0 UA, 其中: T 。 是一棵有 n — 1 条边 
的树，并且 inA 是一个顶点.这 时乃是 T 的一个形变收缩核.根据归纳假设 I 是单连通 
的，所以： T 也是单连通的. 

为了证明一般情形，设/ 是了中 的一条回路./的像集是紧致的也是连通的，所以它包含 
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在 T 的一个有限连通子图 Y 中. 由于 T 不包含闭的约化边道路，所以 Y 也不包含闭的约化边 
道路.因此 Y 是一棵树.由于 Y 是有限的，所以它是单连通的.因此/在 Y 中道路同伦于常 
值道路. ■ 

定义图 X 中的一棵树： T 是极大的 （ maximal )， 如果 X 中没有树以： T 为真子集. 

定理 84.4 设； S ： 是一个连通图 . X 中的一 棵树丁 是极大的当且仅当它包含 X 的所有 
顶点. 

证 设了是 X 中的一棵包含着 X 的所有顶点的树.如果 Y 是 X 的一个子图，以： T 为真 
子集，我们来证明 Y 包含着一条闭的约化边道路，这样就证明了 T 是极大的.设 A 是 Y 的一 
条不在 T 中的边，根据假设， A 的端点 a 和6都属于 T . 由于： T 是连通的，我们可以在： T 中 
选取从 a 到6的一条约化边道路^，…， e n . 如果在这个序列后面加上定向为从6到 a 的边 A ， 
便得到了 Y 中的一条闭的约化边道路. 

现在假设： T 是 X 中的一棵树，它没有包含 X 的所有顶点.我们来证明： T 不是极大的.设 
々是 不在： T 中的 X 的一个 顶点. 由于 X 是连通的，我们可以选取 X 中从: r 。 到丁中的某一个 
顶点的一条边道路，把它写成顶点的序列： r 。， …，设 z •是使得 aGT 的最小的指标.令 A 
为 X 中以为顶点 的边. 根据前一个引理，这时： TUA 是 X 中的一棵树，并且： tua 
以了为 真子集 • ■ 

定理《 4 . 5 如果 x 是一个线性图，则 x 中的每一棵树 r 。 都包含在一棵极大的 树中. 

证 我们将 Zom 引理应用于 X 中所有包含: T 。 的树构成的族: T ， 用严格的包含关系定义 
其中的 偏序. 为了证明这个族有极大元，只要证明以下 论断： 

如果； r ' 是: r 中按严格包含关系而言的一个全序子族，则疒中各成员之并 y 仍然是 x 
中的一棵树. 

首先，由于 Y 是 X 的某些子图的并，它仍然是 X 的一个子图.其次， Y 是包含着连通空间： T 。 
的一个族的并，所以 Y 是连通的. 

最后，我们假设^，…， q 是 Y 中的一条闭的约化边道路，并且由此引出 矛盾. 对于每 
一个/，选取: T 中包含~的一个成员 7 V 由于; T 按严格包含关系而言是全序，所以树： H ， …， 

乃中的某一个(设为乃）包含着其他的树.于是^，…，^便是丁中的一条闭的约化边道路， 
这与假设矛盾. ■ 

现在我们来计算图的基本群.需要以下结论. 

引理 84.6 i^X = U [ jV , 其中 U 和 V 都是 X 中的开 子集. 假设 UflV 是道路连通的两个 
开子集 A 和 B 的无交并， a 是 [/ 中从 A 的点 a 到 B 的 A b 的一条道路，而/?是 V 中从6到 a 
的一条道路.如果1/和 V 都是单连通的，则类 [ a */?] 生成 ; n ( X ， a ). 

证 该情况类似于定理59.1，只是那里要求 i / nv 是道路连通的，这里 unv 可以有两个 
道路连通分支.证明也是类似的. 

设/是 X 中以 (3 为基点的一条 回路. 选取[0， 1] 的一个分拆0 = <2。〈〜 <>••<‘ = 1使得 
对于每一个 f ，/( a ,) eunv ， 并且/将 [ a — !， a ,] 映射到 U 或者 V 中.设/,是从 [0, 1] 到 
[ Ah ，《,] 上的正线性映射与/的复合.于是 [/] = [/,] n [/ M ]. 对于…， 
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在 A 或者 B 中选取一条从 a 或6到/(^)的道路《,，此外选取&和为 a 点处的常值道 
路.设 

gi = ai~\ * (/i * a ,). 

经由直接计算可见，[/]=[幻]* [ g „]. 因 为仏是 U 或者 V 中以集合 { a ，6} 中的点为端 
点的道路，又因为 U 和 V 都是单连通的，所以 仏道路 同伦于常值道路或者…^之一. 
由此推出， [/] 或者是平凡的，或者等于 [a * 幻或者[々 * 的某正数次幕.因此， [ a */3] 生成 
群 tti ( X ， a ). 参见图 84. 5, 


B 



V 

图 84. 5 


定理 84,7 设 X 是一个连通图但不是一棵树，则 X 的基本群是一个非平凡的自由群•事 
实上，如果丁是 X 中的一棵极大树，则 X 的基本群有一个自由生成元组——对应于 X 中那些 
不在： T 中的边构成的族. 

证 设丁是 X 中的一棵极大树，它包含着所有 X 的顶点.令: r D 为丁的一个固定的顶点. 
对于 X 的每一个顶点 x ， 在了中 选取一条从〜到 x 的道路 y z . 对于 X 的每一条不在： T 中的 
边 A ， 在 X 中定义一条回路“ 如下： 首先，给 A —个定向.其次，设 A 为 A 中从它的起始 
点 x 到它的终结顶点3；的一条线性道路.然后，令 

gA = 7,^ if A * 7j. 

我们来证明这些类 [ gA ] 形成 7 n ( X , : c 。） 的一个自由生成元组. 

第一步.我们先证明 X 中的边只有有限条不在 T 中的情形.用归纳法.归纳步骤是容易 
的，所以把它放在前面. 

设 A " …， A „ 为又中不在: T 中的那些边，其中 W >1. 给这些边定向，并且设&表示回 
路对于每一个；，在 A , 的内部选取一个点乂.设 

U = X — p 2 —… 一 p n 和 V = X — p x . 

这时， u 和 V 在 X 中都是开的，并且空间 A - A 是单连通的，这是因为它以 
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了为形变收缩核.因此，根据推论70.3, ttAX ， x 。） 是群 thO /， ： r Q ) 和； n ( V ， 心）的自 由积. 

空间 U 以： TU 烏为形变收缩核，所以： r 。） 是以[幻]为生成元的自由群，这一点我 
们将在第二步中证明.根据归纳假设，空间 V 以 ： TU A 2 U … U A „ 为形变收缩核，所以 
： r Q ) 是以 [ g 2 ]， …， [ g „] 为生成元的自 由群. 因此根据定理 69. 2可见， 7 Ti ( X , : c 。） 是 
以[幻]，…， [ A ] 为生成元的自由群.参见图 84.6. 



第 二步. 我们现在来证明 X 中只有一条边 D 不在 T 中的情形.这一步的证明要困难些. 
给 D 定向 • 我们证明； n ( X ， x Q ) 是以 [ gD ] 为生成元的无限循环群 • 

设如和 A 分别为 D 的起始顶点和终结顶点.将 D 写成三条弧 的并： “以如和 a 为端 
点， D 2 以 a 和6为端点， D 3 以6和〜为端点.参见图 84. 7. 设/,，/ 2 和/ 3 分别为 D 中从 
a 。 到《、从 a 到6和从6到〜的线性道路.以下应用前一个引理来计算 7 n ( X ， a ). 



在弧 A 的内部选择一个点久设 LT = Z ) — a 。一 ％和 — 久这时，1/和 V 都是 X 中的 
开集，并且两者的并为 X . 空间1/是单连通的，因为它是一条 开弧. 空间 V 是单连通的，因 
为它以 树了为 形变收缩核.空间 UflV 等于 [7 它有两个道路分支，设 A 为包含 a 的那个 
分支， B 为包含6的那个 分支. 这时前面引理中的假设条件得到满足.道路 0 = /2 是!7中从 a 
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到6的一条 道路. 如果我们记7。= >^和 7 \ = 7 a , y 则道路沒=(/ 3 * (Pi * ( y 0 * / i ))) 是 V 中从6 
到^的一条道路.因此， ^( X , a ) 由类 

[a * /?] = [/ 2 ] * [/s] * [7 i ] * C 7 o ] * C/i] 

生成，由此可见 ttJX ， ：^)由§[«*幻生成，其中5是从 a 到 x Q 的道路 Z 我们计算这个 

道路同伦类 如下： 

及 [a * 幻= [ y 。* /! ] * [a * /3] * [7\ * 7 o ] 

= [/o] * [/i * (/ 2 * / 3 )] * [7i] 

= L/o] * [/d] * [7i] 

= [尺 d ]. 

因此， [如] 生成 7 H ( X ， A ). 

接下来证明是无限阶的，由此得到 TTjX ， X 。） 是一个无限循环群.可以应用 
定理 63. 1( 当时我们用它来证明 Jordan 曲线定理），这个定理告诉我们 [a * 幻在 ; n ( X ， a ) 中是 
无限阶的.也可以（更简单些）考虑映射 tt : X — S 1 ， 它将树 了映为 一个点 >，将开弧 ImD 同 
胚地映到 S 1 —^ 上.这时，兀。7。和疋。&都是常值道路，所以 

7T* ([gD]) = [7T 。 f D J. 

这个类生成 ttJS 1 ，/>). 由此可见[如]在 ； n ( x ， ： r Q ) 中的阶是无限的. 

第三步.现在我们考虑 X 有无限多条边不在 T 中的情形.这种情形下的证明十分类似于 
讨论无限圆周束时的证明，所以我们略去细节.（参见定理 71. 3.) 关键之处 在于： 对于 X 中任 
何一条以: r 。 为基点的回路必有某一个有限指标 a , 的集合，使得这条回路在空间 

X ( ai ,-*, a n ) = 了 U A tti U … U 九 

中，并且任何这种回路之间的道路同伦也在这样的一个空间中.根据这一点，我们便能将一般 
情形化为有限情形. ■ 

习题 

1. 举例说明引理 84. 2的第二部分当 了无限 时不必成立. 

2. 计算〃个顶点的完全图和气水电图的基本群的自由生成元组的基数.（参见第64节 .） 

3•设 X 是两个圆周的束 ，户： E — X 是一个覆叠映射.广将£:的基本群同构地映到 X 的基本 
群的子群 H 上，其中 H 是两个生成元《和^生成的自由群. 

U ) 对于第81节习题2中给出的四个覆叠空间 E ， 确定 E 的基本群的自由生成元组的基数. 
( b ) 对于这些覆叠空间中的每一个，通过《和^表达出 X 的基本群的子群 H 的一个自由生 
成元组. 

85 自由群的子群 

现在我们来证明主要定理，即关于自由群 F 的子群 H 还是自由群等相关结论.证明中用 
到的方法可圈可点，当 F 的自由生成元组的基数已知时，这个方法使我们对于 H 的自由生成 
元组的基数有所了解. 

定理 85.1 如果 H 是自由群 F 的子群，则 H 是一个自由群. 
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证设 {a ue /} 是 F 的一个自由生成元组.设 X 是一些圆周 S a ( a 6 J ) 的束， X 。是这些 
圆周的公共点.我们按以下方式将 X 构造成一个线 性图： 将每一个圆周 S fl 分为三条弧，其中 
两条以 x 。 为端点.对于每一个 a 指定一条生成 TnCSp x Q ) 的回路，这诱导出 F 与 7 n ( X ， I 。） 
之间的一个同构.因此，我们假设 F 等于群 7 n ( X ， x 0 ). 

空间 X 是道路连通、局部道路连通且半局部单连通的.应用定理 82. 1可见，存在 X 的一 
个道路连通的覆叠空间 E — X ， 使得对于中的某一个点 e 。， 

(7Ti (£»e 0 )) = 

由于^是一个单同态，所以 7 n ( E ， 同构于 

根据定理83.4,空间 E 是一个线性图.于是定理 84. 7蕴涵着其基本群是一个自由群._ 
定义如果 X 是一个有限线性图，定义 X 的 Euler 数 （Euler number ) 为 X 的顶点个数减 

去边的个数.用希腊字母 X 来表示，如 X ( X ). 

引理 85.2 如果 X 是有限的、连通的线性图，则 X 的基本群的自由生成元组的基数为 

l - Z ( X ). 

证第 一步. 我们先证明对于任何有限的树 T 有 xrr ) = i . 对 T 中所含边的数目 n 施行 

归纳法.当 n = l 时， T 有一条边和两个顶点，所以 Z (： T ) = 1. 如果 n > l ， 则 T =7^ UA , 其 
中是所含边的数目为 n — 1的一棵树， A 是与7；仅交于一个顶点的一 条边. 根据归纳假设， 

我们有 X ( T q ) = 1. 图 T 比乃多 一个顶点和一条边，所以 

第二步.现在来证明定理.给定 X ，设： T 为 X 中的一棵极大树.如果 X = T ， 则已经完 
成了 证明. 如若不然，设 Au …，义„是叉的那些不在丁中的边.这时 X 的基本群有一个 n 
个元素的自由生成元组.另一方面， X 与丁有相同的顶点数，并且 X 比： T 多了 n 条边.因此 

X ( X ) = X ( T ) ~ n = 1— n ， 

所以 n = l — Z ( X ). ■ 

定义设 H 是群 G 的一个子群.如果 H 在 G 中的右陪集族 G / H 是有限的，则其基数称 
为 H 在 G 中的指数 （ index ). (当然， H 在 G 中的左陪集具有相同的基数 .） 

定理 8 S .3 设 F 是一个具有 n + 1 个自由生成元的自由群， H 是 F 的一个子群.如果 H 
在 F 中的指数为是，则 H 有是 n + 1 个自由生成元. 

证我们运用定理 85. 1中的 做法. 假设 x 0 ), 其中 X 是一个线性图，其底 
空间是 n +1 个圆周的束.给定 H ， 选取一个道路连通的覆叠空间 p : E ^ X , 使得 
pSnr ( E , e 0 )) = H . 此时提升对应 

少 :7 Ti (X 9 x 0 ) / H - ► 1 ( x 0 ) 

是一个 一一 映射 • 因此， E 是 X 的一个々-重覆叠映射. 

空间£:也是一个线 性图. 给定 X 中的一条边 A ， p - VA ) 的道路分支都是 E 的边，并且这 
些边中的每一条都被 p 同胚地映到 A 上. 于是£:的边数是； C 的边数的 々倍， 顶点也是 々倍. 

这蕴涵着由于 X 的基本群有 7 Z +1 个自由生成元，前面一个引理告诉我们 

X ( X ) = - n . 于是 E 的基本群的自由生成元的个数是 
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1 — X(E) = 1 — kX ( X ) — 1 + kn ^ 

因为£的基本群同构于 ■ 
注意，如果 F 是一个具有有限自由生成元组的自由群，而 H 是 F 的一个子群，使得 F/H 

是无限的，那么关于 H 的自由生成元组的基数我们得不到什么 结论. 它可能是有限的（例如， 
当 H 是平凡子群时），也可能是无限的（例如，当 H 是画在第81节例2中的那个覆叠空间的基 
本群时）. 

习题 

h 证明有限线性图 X 的 Euler 数是 X 的一个拓扑不 变量. [提 示： 先考虑 X 连通的情形 .] 

2. 设 F 是由两个生自由成元 a 和生成的自由群，并设 H 是由 a 生成的子群.证明 H 在 F 中 
的指数是无限的. 

3. 设 R—S 1 是标准的覆叠映射，考虑覆叠映射户 Xh RXR— ^ XS 1 . 令 6。= (1， 0)es 1 , 
设 xsAxsOLK ^ xh )， E ^ ipxpr ^ x ). 令是限制沪 x /) 得到的覆叠映射. 
X 的基本群有两个生成元《和 A 其中 cr 由 & XS 1 中的一条回路代表， P 由9 X 6。中的一条回路 
代表.找出子群〜(^(£， e 。）） 的一个自由生成元组，其中 e D 是 R 2 中的原点. 
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theorem) 326 

Sorgenfrey 平面 （Sorgenfrey plane) 148 
Seifert-van Kampen 定理的经典形式 （ Seifert-van 

Kampen theorem，classical version) 330 

Smirnov 度量化定理 (Smirnov metrization theorem) 202 

Stone-Cech 紧致化 (Stone~Cech compactification) 186 

Ti 公理 d axiom) 76 

Tietze 扩张定理 （Tietze extension theorem) 168 

Tychonoff 定理 （Tychonff theorem) 181 
Urysohn 度量化定理 （Urysohn metrization 
theorem) 165 

Urysohn 引理 （Urysohn lemma) 159 
Weierstrass Af- 判别法 （Weierstrass M-test) 104 

工到 A 的距离 （distance from :r to A) 133 

半 局部单连通的 (semilocally simply connected) 379 

半 开区间 （ half-open interval) 65 

包含 （ inclusion) 3 
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饱和的 （ saturated) 105 
保持对径点的 （ antipodepreserving) 274 

比较判别法 （comparison test) 104 

闭包 （ closure) 73 

闭的边道路 （closed edge path) 387 
闭的拓扑学家的正弦曲线 （closed topologist’s sine 
curve) 292 

闭集 （closed set) 71 

闭加细 （closed refinement) 190 
闭区间 （closed interval) 65 
闭射线 （closed ray) 66 

闭映射 （closed map) 105 
边 （ edge) 238, 302 ， 342, 360, 384 
边道路 （edge path) 387 

边界 （ boundary) 78， 364 
标记 （ labelling) 342 

标签 （ label) 342 
标准拓扑 （standard topology) 62 

标准有界度量 （standard bounded metric) 93 
表示 （ presentation) 325 

表示 （ represent) 316 

并 （ union) 3， 8 

补 （ complement) 7 
不动点 （fixed point) 120, 139 
不动点平凡的 （ fixed-point free) 378 

不分割定理 （nonseparation theorem) 298 

不可数的 （ uncountable) 34 

差 （ difference) 7 

长度为 n 的标记表 （labbelling scheme of 
length n) 344 
长线 （long line) 121 

超限归纳原理 (principle of transfinite induction) 51 

超越的 （ transcendental) 38 

成员 （ object) 2 

稠密的 （ dense) 146 

初等因子 （elementary divisor) 325 

穿孔欧氏空间 （punctured Euclidean space) 119 

穿孔平面 （punctured plane) 251 

穿双孔平面 （doubly punctured plane) 278 
纯不连续的 （properly discontinuous) 375 


从 x 。 到 (from x。to x n ) 387 
粗于 （ coarser) 59 
大于 （ larger) 59 
代数的 （ algebraic) 38 

单的 （ injective) 13 

单点紧致化 （ one^point compactification) 141 

单连通的 （simply connected) 257 

单射 （ injection) 13 

单同态 （ monomorphism) 255 

单位分拆 〈partition of unity) 174, 199 

单位球 （unit ball) 103, 119, 256 

单位球面 （unit sphere) 119 

单位圆周 （unit circle) 82 

倒数 （ reciprocal) 23 

到积空间的映射 （maps into products) 84 

道路 （ path) 119 

道路连通的 （path connected) 119 

道路连通分支 （path component) 122 

道路同伦 （path homotopy) 249 

道路同伦的 （path homotopic) 249 

等度连续的 (equicontinuous) 214 

等价的 （ equivalent) 183 ， 353 ， 365 

等价关系 （equivalence relation) 16 

等价类 （equivalence class) 17 

等距 （ isometry) 139 

等距嵌人 （isometric imbedding) 102 

笛卡儿积 （Cartesian product) 9 ， 28， 87 

第二可数的 （ second-countable) 145 

第二可数性公理 （second countability axiom) 145 

第一个同调群 （first homology group) 348 

第 一 个同伦群 （first homotopy group) 256 

第一 可数的 （ first-countable) 145 

第一可数性公理 (first countability axiom) 100，145 

点 （ point) 2 

点开拓扑 （ point-open topology) 218 
点态收敛拓扑 (topology of pointwise convergence) 218 

点态有界的 （pointwise bounded) 215 
点态有限加标族 （ point-finite indexed family) 175 
顶点 （ vertex) 238 ， 302 ， 342 ， 360， 384 
定向 (orientation) 342 
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定义域 （ domain) 11 

度 （ degree 〉 281 
度量 （ metric) 91 

度量等价的 〈metrically equivalent) 209 

度量空间 （metric space) 92 

度量拓扑 （metric topology) 91 

端点 （end point) 238 

对称的 （ symmetric) 112 

对角线 （ diagonal) 77 

对径点 （ antipode) 274 

多边形区域 （polygonal region) 342 

二元运算 （binary operation) 22 

仿紧致的 （ paracompact) 195 

仿射独立的 （affinely independent) 239 

分别关于每一个变量连续 （continuous in each 
variable) 86 

分拆 （ partition) 17 

分割 （ separation) 113 

分类定理 （classification theorem) 359 
分支 （ component) 122 

否定 （ negation) 6 
负数 （negative number) 23 

负元 （negative element) 23 

复合 （ composition) 13 

赋值映射 （evaluation map) 209， 221 
覆叠变换 （covering transformation) 373 
覆叠变换群 (group of covering transformations) 373 
覆叠空间 (covering space) 259 

覆叠空间之间的等价 （equivalence of covering) 365 
覆 ft 映射 （covering map) 259 

覆叠映射之间的等价 （equivalence of covering- 
maps) 365 

覆盖 （ cover) 126 
覆盖 （ covering) 125 
共辄 （ conjugate) 321 ， 368 
共辄类 （coniugacy class) 368 

共尾的 （ cofinal) 143 

构造连续函数的法则 （rules for constructing continuous 
functions) 82 

孤立点 （isolated point) 135 


关系 (relation) 16， 325 

关系的完备集 （complete set of relations) 325 

关系子群 （relations subgroup) 325 

管状引理 （tube lemma) 129 

管子 （ tube) 128 

广义不分割定理 (general nonseparation theorem) 299 
广义分割定理 （general separation theorem) 292 

广义提升引理 （general lifting lemma) 366 
归纳的 （ inductive) 23 

归纳定义 （recursive definition) 36 

归纳定义原理 （principle of recursive definition ) 

35 ， 36 ， 41 

归纳公式 （recursion formula) 36， 41 

归纳集 （inductive set) 51 

轨道 （ orbit) 375 

轨道空间 （orbit space) 153， 375 

函数 （ function) 11 

函子 （ functor) 187 

和 （ sum) 312 

核 （ kernel) 255 

恒等函数 （identity function) 15 

弧 （ arc) 238, 291 

环面 （ torus) 261 

环面的 w - 重连通和 (rz- fold connected sum of tori) 346 

环绕数 （winding number) 305 

环型 （torus type) 354 

回路 （ loop) 255 

积 （ product) 9 

积空间 （product space) 88 

积拓扑 （product topology) 66， 88 

基 （ base) 314 

基 （ basis) 60 

基本群 （fundamental group) 255 
基点 （base point) 255 

基数 （ cardinality) 30 

基兀素 （basis element) 60 

极大的 （ maximal) 390 

极大元 (maximal element) 54 

极大原理 (maximum principle) 53 
极限 （ limit) 76 
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极限点 （limit point) 74 

极限点紧致的 （limit point compact) 136 

极值定理 （extreme value theorem) 133 

集的加标族 （indexed family of sets) 27 

集合，集 （ set) 2 

集族 (collection of sets) 8 

几何独立的 （geometrically independent) 239 

既单且满的 （ bijective) 13 

加标集族 （indexed family of sets) 27 

加细 （ refinement) 190 

假设 （ hypothesis) 5 

减法运算 （subtraction operation) 23 

简单闭曲线 （simple closed curve) 291 

简单回路 （simple loop) 309 

交 (intersection) 4, 8 

交换子 （ commutator) 323 

交换子子群 （commutator subgroup) 323 

较大的基数 （greater cardinality) 47 

阶 （ order) 235 ， 267， 315 

结论 （ conclusion) 5 

截 （ section) 24 ， 50 

介值定理 （intermediate value theorem) 118 

紧接后元 （immediate successor) 18 

紧接前元 （immediate predecessor) 18 

紧致 （ compact) 125 

紧致化 （ compactification) 141, 183 

紧致开拓扑 （ compact-open topology) 220 

紧致生成的 （compactly generated) 219 

紧致收敛拓扑 (topology of compact convergence) 219 

精加细 （precise refinement) 200 

局部 维欧氏的 （locally rw-Euclidean) 245 

局部道路连通的 （locally path connected) 123 

局部紧致的 （locally compact) 139 

局部可度量化的 （ locally metrizable) 168 ， 202 

局部离散的 （locally discrete) 195 

局部连通的 （locally connected) 123 

局部同胚 （local homeomorphism) 260 

局部有限的 （locally finite) 86, 189 

局部有限的加标族 (locally finite indexed family) 189 

具有双原点的直线 （line with two origins) 176 


距离 （ distance) 91 

聚点 （accumulation point) 144 

绝对收缩核 (absolute retract) 172 

均衡地覆盖 （evently covered) 259 

开边 （open edges) 384 

开覆盖 （open covering) 125 

开加细 （open refinement) 190 

开区间 （open interval) 18， 65 

开射线 （open ray) 66 

开映射 （open map) 70， 105 

可度量化 （ metrizable) 92 

可分的 (separable) 147 

可三角剖分的 （ triangulable) 361 

可数的 （ countable) 34 

可数基 （countable basis) 100 

可数交性质 （countable intersection property) 181 

可数紧致的 （countably compact) 139 

可数局部离散的 （countably locally discrete) 195 

可数局部有限的 （countably locally finite) 189 

可数无限的 （countably infinite) 33 

可缩的 （ contractible) 255 

空集 （empty set) 4 

空内部 （empty interior) 227 

扩展条件 （extension condition) 312， 317 

离散拓扑 （discrete topology) 59 

连通的 （ connected) 113 

连续的 （ continuous) 78 

良序的 （ well-ordered) 48 

良序定理 （ well-ordering theorem) 50 

良序性质 （ well-ordering property) 24 

列紧 （sequentially compact) 137 

邻域 (neighborhood) 74 

零 (zero) 22 

零伦的 （ nulhomotopic) 249 

零伦引理 （nulhomotopy lemma) 290 

伦型 （homotopy type) 279 

满的 （surj ective) 13 

满射 （ surjection) 13 

满同态 （ epimorphism) 255 

密着拓扑 （indiscrete topology) 59 
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幂集 （power set) 8 
模 （ norm) 93 

烧子群 （torsion subgroup) 315， 325 
内部 （ interior) 73 

能用一个连续函数分离 （can be separated by a 
continuous function) 161 

拟分支 （ quasicomponents) 125 

逆 （ converse) 6 
逆 （ inverse) 14 
逆否论断 （ contrapositive) 5 

逆时针 （ counterclockwise) 309 

黏合 （ paste) 351 

黏合 P 的各边 （pasting the edges of P) 343 

黏结引理 （pasting lemma) 83 

欧氏度童 （Euclidean metric) 93 

偶数 （even number) 27 

片状分拆 （partition into slice) 259 

偏序 （partial order) 54 

偏序公理 （partial order axioms) 55 

平方度量 （square metric) 93 

平移 （ translation) 240 

平庸拓扑 （trivial topology) 59 

奇数 （ odd number) 27 

气水电图 （utilities graph) 302 

起点 （initial point) 249 , 342 

起始顶点 （initial vertex) 387 

恰当 （ proper) 354 

恰好在 A 上联化的 （vanish precisely on A) 163 
嵌入 （ imbedding) 81 

嵌人定理 （imbedding theorem) 167， 240 
强归纳原理 （strong induction principle) 24 

切割 （ cut) 350 

球极投射 （stereographic projection) 284 

区域不变性 （invariance of domain) 294 

曲面 （ surface) 173 

曲线 （ curve) 173 

全序 (simple order) 17 

三角剖分 （ triangulation) 361 

商 （ quotient) 23 

商空间 (quotient space) 106 


商群 （ quotient) 255 
商拓扑 （quotient topology) 105 

商映射 （quotient map) 104 
上界 （upper bound) 20， 54 

上确界 （least upper bound ， supremum) 20 

上确界度量 （sup metric) 207 

上确界性质 （least upper bound property) 20 

射线 （ ray) 66 

射影平面 （projective plane) 285 

射影平面的 m- 重连通和 （ m-fold connected sum of 
projective plane) 347 

射影型 （projective type) 354 

生成 （ generate) 312 ， 316 

生成元 （ generator) 267 

实数 （real numbers) 22 

收紧映射 〈shrinking map) 139 

收敛 （ converge) 75, 144 

收缩 （ retraction) 111，268 

收缩核 （ retract) 172, 268 
束 （ wedge) 332, 333， 335 

树 （ tree) 388 
双重环面 （double torus) 346 

顺时针 （ clockwise) 309 

塔 （ tower) 57 

套序列 （nested sequence) 130 
提升 （ lifting) 263 

提升对应 （lifting correspondence) 266 

贴附空间 （adj unctions pace) 173 

通有扩张性质 （universal extension property) 172 

同调群 （homology group) 348 
同构 （ isomorphism) 255 
同伦 （ homotopy) 249 
同伦等价 （homotopy equivalence) 279 

同伦逆 （homotopy inverse) 279 

同胚 （ homeomorphism) 80 

同态 （ homomorphism) 255 

投射 （projection mapping) 88 
投射 （ projections) 67 
透镜空间 （lens space) 378 

凸的 （ convex) 69 
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图形 （ graph) 131 

拓扑 （ topology) 58 

拓扑空间 （topological space) 58 

拓扑嵌入 （topological imbedding) 81 

拓扑群 （topological group) 111 

拓扑完备的 （topologically complete) 209 

拓扑维数 （topological dimension) 235 

拓扑性质 （topological property) 81 

拓扑学家的正弦曲线 （ topologist’s sine curve) 120 

外直和 （external direct sum) 313 

外自由积 （external free product) 318 

弯曲的三角形 （curved triangle) 360 

完备的 （ complete) 204 

完备化 (completion) 208 

完备映射 （perfect map) 131 

完美正规的 （perfectly normal) 163 

完全不连通 （totally disconnected) 116 

完全图 （complete graph) 302 

完全有界的 （totally bounded) 213 

完全正规的 （completely normal) 157 

完全正则的 （completely regular) 162 

万有覆叠空间 （universal covering space) 370 

网 （ net) 143 

无交 （ disjoint) 4 

无穷级数 (infinite series) 103 

无穷序列 （infinite sequence) 28 

无限的 （ infinite) 33 

无限耳环 （infinite earring) 334 

细拓扑 （fine topology) 224 

细于 （ finer) 59 

下界 （lower bound) 20 

下确界 （greatest lower bound ， infimum) 20 

下确界性质 （greatest lower bound property) 20 

下限拓扑 （lower limit topology) 62 

限制 （ restriction) 12 

线性连续统 （linear continuum) 23， 117 

线性图 （linear graph) 238, 302, 384 

线序 （linear order) 17 

相交 （ intersect) 73 

相通的 （ coherent) 173， 333 


相同的基数 （same cardinality) 39 

相应于边道路 o ， ••• ，的道路 （path corresponding 
to the edge path ei ， … ， e n ) 38*8 
箱拓扑 （box topology) 87 

箱拓扑与积拓扑的比较 （comparison of the box and 
product topologies) 88 

向量场 （vector field) 270 

像 （ image) 12, 14 
像集 （image set) 11 

小于 （ smaller) 59 
星形凸集 （star convex) 258 

形变收缩 （deformation retraction) 278 
形变收缩核 （deformation retract) 278 
虚真论断 （vacuously true) 5 

序关系 （order relation) 17 
序列 （ sequence) 28 

序列引理 （sequence lemma) 99 

序拓扑 （order topology) 65 

序型 （order type) 18 
选择公理 （axiom of choice) 45 

选择函数 （choice function) 45 

选择函数的存在性 (existence of choice function) 45 
循环群 （cyclic group) 267 

压缩映射 （contraction map) 139 

严格粗于 （strictly coarser) 59 

严格偏序 （strict partial order) 52 
严格细于 （strictly finer) 59 

一 （ one) 22 
——^ 的 （ one-to-one) 13 

一 一对应 （ one-to-one correspondence ， one-to-one 
map) 13 

一致度量 （uniform metric) 95 ， 206 

一致极限定理 （uniform limit theorem) 101 
一 致连续的 （uniformly continuous) 134 
一致连续性定理 （uniform continuity theorem) 134 

— 致收敛 （converges uniformly) 101 
一致拓扑 （uniform topology) 95 
以 x 为中心的 e- 球 （ e-ball centered at x) 91 
由 / 诱导的 （induced by/) 222 

由 <S 生成的拓扑 ; T (topology X generated by £) 60 
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由这些点确定的平面 P(plane P determined by these 
points) 239 

有界的 （ bounded) 207 
有理数 （rational number) 24 
有上界的 （bounded above) 20 
有下界的 （bounded below) 20 
有限表示 （finite presentation) 325 

有限表示的 （finitely presented) 325 

有限补拓扑 （finite complement topology) 59 

有限单位分拆的存在性 （existence of finite partitions 
of unity) 174 

有限的 （ finite) 29 

有限交性质 （finite intersection property) 129 

有限生成的 （finitely generated) 322 

有限维的 （finite dimensional) 235 

有限选择公理 （finite axiom ofchoice) 46 

有向边 （oriented edge) 387 

有向集 （directed set) 143 

有序矩形 （ordered square) 69 
有序域 （ordered field) 23 

右逆 （right inverse) 15 

诱导同态 （induced homomorphism) 257 

域 （ field) 23 

兀素，元 （ element) 2 

兀素〜 上的自由群 （free group on the elements 
a a ) 323 
原像 （ preimage) 14 
约化边道路 （reduced edge path) 388 
约化字 （reduced word) 316 

在 1 ^ 中占有最广位置 （ genera i position in R N ) 240 

在 x 。 处等度连续的 （equicontinuous at Xo) 214 
在 x 处局部道路连通的 （locally path connected at 
•r) 123 

在 x 处局部紧致的 （locally compact at x) 139 

在 x 处局部连通的 （locally connected at x) 123 

在 x 处弱局部连通 （weakly locally connected at 
工〉 124 

在工处有可数基 （countable basis at x) 145 

在无穷远处規化 （vanishes at infinity) 217 
在无穷远处一致说化 （vanish uniformly at 


infinity) 217 
真包含 （proper inclusion) 3 

真子集 （proper subset) 3 
整数 （ integer) 23 
正规的 (normal) 150 

正规化子 （ normalizer) 373 

正规子群 （normal subgroup) 255 

正数 （positive number) 23 

正线性映射 （positive linear map) 253, 342 

正则的 (regular) 150 

正则覆叠映射 （regular covering map) 374 
正则性公理 （regularity axiom) 112 

正整数 （positive integer) 23 

支撑 （ support) 174 

直和 （direct sum) 312 

直和的唯一性 （uniqueness of direct sum) 314 

直径 （ diameter) 93 

直线同伦 （ straight-line homotopy) 250 

值 （ value) 12 

值域 (range) 11 

指标函数 （indexing function) 27 

指标集 （index set) 27 

指派法则 （rule of assignment) 11 

指数 （ index) 394 

指数法则 （laws of exponents) 26 

秩 （ rank) 315 

终点 （final point) 249, 342 

终端为 0(eventually zero) 39 

终结顶点 （final vertex) 387 

锥 （ cone) 382 

子基 （ subbasis) 63 

子基 S 生成的拓扑 （topology generated by the 
subbasis S) 63 

子集 （ subset) 2 

子空间 （ subspace> 68 

子空间拓扑 （subspace topology) 68 
子图 （ subgraph) 385 
子网 （ subnet) 144 

子序列 (subsequence) 137 
自由阿贝尔群 （free Abelian group) 314 



自由积 （free product) 316 
自由积的唯一性 （uniqueness of free product) 

自由群 （free group) 322 

自由生成元组 （system of free generators) 322 
自由同伦 （free homotopy) 308 
字 （ word) 316， 318 
字典序关系 （dictionary order relation) 19 
族 （ collection) 8 


最大元 （largest element) 19 

320 最小的正规子群 （least normal subgroup) 

最小元 （smallest element) 19 
左逆 （left inverse) 15 
左陪集 （left coset) 112， 255 
作用 （ action) 153 
坐标 （ coordinate) 28 ， 87 

坐标函数 （coordinate function) 84 


